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II[ 1. PRINCIPES DE LA GEOMETRIE.

Exposé par F, ENRIQUES (BOLOGNE).

Introduction.
1. Considérations générales sur les recherches mathématiques
t ‘les princi de la géométrie. Toutes les études cri-
tiques qui ont été faites jusqu'ici des principes de la géométrie sont in-
timement lides au développement systématique de la géométrie envi-
sagée comme une science déductive.

Dans les fondements de la géométrie, tels qu'ils sont exposés
dans FEuclide®), on distingue trois sortes de propositions:

1°) Les définitions (8gor) qui, & vrai dire, nous apparaissent
anjourd’hui comme de simples descriptions, mais qui, souvent, ren-
ferment de plus en elles des propositions fondamentales: il suffit de
citer, & cet égard, la quatribme définition du livre 5 qui contient
implicitement le postulat d’ Archiméde [n° 13];

2°) Les axiomes (xowwvel Evvoren) et les postulats (elvijpare).

Entre ces deux sortes de propositions fondamentales existent des
différences qu'au H®me sibcle de notre bre Proclus®) envisage en les
réduisant aux trois points de vue suivants:

a) Les postulats jouent par rapport aux axiomes le méme role
que les problémes de comstruction par rapport aux théorzmes.

Par les postulats on affirme la possibilité d'effectuer certaines
constructions premiéres, les autres constructions se ramenant toujours
a celles-]a. Par les axiomes on admet que certaines figures, dont on
a obtenu la construction par postulat ou démonstration, jouissent de
propriétés que d’ailleurs on ne démontre pas,

1) Voir en particulier I'édition critique d’Euclide, Elementa, livre 1; Opera,
éd. J. L. Hetberg 1, Leipzig 1883, p. 2/11.

2) Procli Diadochi in primum Enclidis elementorum librum commentarii,
éd. G. Friedlein, Leipzig 1873, p. 178.
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b) Les axiomes expriment des propriétés relatives a des grandeurs
mathématiques quelconques, de telle sorte que leur application embrasse
un domaine plus étendu que celui de la seule géométrie,

Les postulats traduisent uniquement des propriétés géométriques.

¢) Un axiome a une valeur propre (xe® Zavrd). La vérité quiil
exprime dépend seulement des concepts figurant dans son énoncé.
WCest, an sens de I Kant, un jugement analytique.

Au contraire, la proposition gue formule un postulat n'est pas
seulement une conséquence logique des définitions. ,Au sens de 1 Kan,
elle constitwe un jugement synthétique et ajoute quelque chose aux
notions qui la concernent.*

Dans les recherches actuelles sur les principes de la géométrie
on n'attache plus aucune importance 4 la distinction entre axiomes
et postulats qu'établit le point de vue (¢). ,On trouve dans les
axiomes d'Euclide, aussi bien que dans ses postulats, des jugements
synthétiques. C'est pourquoi on ne fait plus généralement usage que
du seul mot de postwlat®) pour désigner ces deux sortes de pro-
positions*).*

3°) Les propositions mon exprimées, qui sont obtenues immé-
diatement par intuition, comme par exemple celles qui se rapportent
4 lordre de succession des points sur une ligne, 3 lillimité de la
droite, ete.

Au demeurant, pour porter un jugement équitable sur les fon-
dements de la géométrie tels qu'Euclide les a congus®) au 3itme sizcle
avant notre &re, il ne faut pas oublier qu'il y a incertitude®) au sujet
des interpolations faites avant Théon d'Alexandric dans le texte des
Elements ).

Quoi qu'il en soit, les principes de la géométrie euclidienne

3) Cf. G. Vailati, Verhandl. des 3t internat. Math -Kongresses Heidelberg
1904, publ. par A. Krazer, Leipzig 1905, p. 575; H. G. Zeuthen, id. p. 540.

4) Dans cet article nous entendroms par postulats les propositions qui
expriment des relations que I'on admet avoir lieu entre les notions fondamentales
sur lesquelles repose toute la géométrie.

5) ,Voir par ex. P. Tannery, Bull. sc. math. (2) 8 (1884), p. 162/75; J. L.
Heiberg dans Euclide, Opera 5, Leipsig 1888, Prolegomena critica, p. LXXXVIII
a p. XCIIT (Note de G. Enestrim).*

6) ,D'aprés quelques historiens [voir en particulier I. Tannery, Bull. sc.
math. (2) 8 (1884), p. 167/8, 173/4| plus d'un des principes qui figurent dans les
textes actuels n’existait pus dans l'oeuvre originale.”

7 .On sait cependant qu’Apollonius s'est occupé de la démonstration

du premicr des axiomes & Huclide [ Procli Diadochi®), p. 183] (Note de G. Ene-
strom).*

2, Objet de la géométrie. 3

actuelle, ,qui datent au moins du quatrieme siecle de notre eref),
ont donné Heu & de longues discussions depuis Pantiquité jusqu’a
nos jours®). Cest surtout sur le cinquitme postulat (le postulat des
paralléles) que se sont portés les plus grands efforts critiques'®).

Jusqu'a la fin du 18%"° siccle on a, en général, accepté sans
conteste les principes de la géométrie euclidienne™).  Depuis le com-
mencement du 19%"° sizele on a, peu & peu, substitué a cette fagon
de voir plusieurs conceptions critiques; ces conceptions sont d'ailleurs
bien différentes les unes des autres”

Les progres de lu critique moderne portent d’une part sur objet
de la géométric, d'autre part sur la forme logique du développement
de cette science.

2. Objet de la géométrie. En ce qui concerne l'objet de la
géométrie, on est amené & distinguer:

1°) Vespace infuitif habituel, cest-i-dire la représentation de I'espace
telle que notre esprit le congoit;

2°) Uespace physique dont les propriétés mous sont données par
Yexpérience;

3°) les espaces abstraits, c'est-a-dire les conceptions plus générales
que nous pouvons déduire de l'espace intuitif ordinaire par abstraction
ou généralisation.

C'est la géométrie non-euclidienme, établie entre 1815 et 1830
par C. F. Gauss, J. Bolyai, N. I Lobatevskyj, qui conduisit & cette idée
nouvelle et remarquable que l'espace physique pourrait étre différent
de l'image que nous en fournit notre intuition habituelle.

Toutefois & cette époque, en dehors de la géométrie euclidienne,
une seule géométrie semblait possible: elle ne devait différer de celle
&’ Euclide que par son indépendance du postulat des paralleles. Cest
en lui donnant ce sens préeis qu'on parlait alors d’'une yéomdirie absolue.

B. Ricmann'®) élargit ce point de vue dans sa célebre These
sur les hypothéses qui servent de base & la géometrie, soutenue i Got-

8) ,Presque tous les manuscrits des ,,Elementa® que l'on posséde aujourd’hui
contiennent la rédaction due & Théon d’Alexandrie.*

9) ,Au sujet des interpolations les plus i concernant la partie des
,Elementa® dont il s'agit ici, voir aussi 7. 1. Heath, The thirteen books of
Euclid’s Elements 1, Cambridge 1908, p. 50/1, 61,/8 (Notes 8 et 9 de . Enestrom).*

10) Voir en particulier n° 14.

11) Au 19i=e sidcle encore, plusieurs géometres, parmi lesquels il faut citer
en particulier 4. Cayley, sont d'ailleurs restés fidtles & ce point de vue dogma-
tique.

12) Uber die Hypothesen welche der Geometrie zn Grunde liegen [Habili-
tationsschrift, Goltingue 1854; Abh. Ges. GOtt. 13 (1866/7), 6d. 1868, math.
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tingue le 10 juin 1854, mais qui n'a été publiée quaprés sa mort,
par R. Dedekind.

Dans cette these, B. Riemann abandonne aussi Ihypothise de
Pillimité de la ligne droite et développe, comme l'avait d'ailleurs déja
fait avant Ini H. Grassmann, Iidée d'une géométrie & plus de trois
dimensions*3).

Clest dans le méme ordre d'idées que, dans ses mémoires, puis
dans ses cours professés & I'Université de Gottingue, F. Klein'ty a
puissamment contribué & généraliser le concept méme de la géométrie.

Peu de temps aprés la publication des recherches de B. Riemann,
H. von Helmholtz formula, sous linfluence des doctrines empiriques de
la philosophie anglaise ,et aussi sous celle de ses propres recherches
sur T'optique physiologique et I'acoustique,” une critique de la con-
ception kantienne de I'espace dont la portée a été considérable. ,D'aprés
H. von Helmholts, les propositions fondamentales de la géométrie cor-
respondent & des relations physiques dont Iexpérience seule peut nous
fournir la connaissance. De la sont sorties des recherches entiérement
nouvelles relatives aux fondements de la géométrie’s).

La diffusion extraordinaire des théories non-euclidiennes et le
développement de ces théories effectué de diverses fagons par G. Battag-
lini, G.J. Hoiiel, C. Flye 8* Maric, P. Mansion, J. de Tily et, a
d'autres égards, par E. Beltrami, W. K. Clifford, F. Klein, 8. Lie,
H. Poincaré et D. Hilbert, pour ne citer que quelques noms, ont
rendu familitre la conception de la possibilité de plusieurs géométries;
ils ont aussi amené une discussion plus approfondie de la valeur
relative des différents postulats au point de vue expérimental.

On ne peut dailleurs suivre le développement récent de ces
théories qu'en s'imposant de la géométrie une conception abstraite
qui permette de considérer, 4 coté de l'espace physique, des espaces
supérieurs, déduits par abstraction de la représentation intuitive habi-
tuelle de cet espace physique.

Ainsi nous apparait, comme une construction de Yesprit tirée de
Pespace intuitif habituel en faisant abstraction des notions métriques,
lespace de la géométrie projective congu d'apres le systtme de

p- 133; Werke, (2° éd.), publ. paxr H. Weber, Leipzig 1892, p. 272; trad. L. Laugel,
Paris 1898, p. 280].
18) Cf. n> 14, 22, 34.
14) Voir déja, en particulier, son mémoire de 1872 intituls wUber die so-
Nicht-Fuklidische Geometrie® seconde partie [Math. Ann. 6 (1873),
p. 11%/45].
15) Voir & ce sujet n>* 39 4 42 (,groupes de mouvements).

2, Objet de la géométrie. b

K. G. Chr.von Staudi. Tels aussi les espaces non-archimédiens'®) de
G. Veronese et de D. Hilberi'").

Des constructions abstraites comme ces derniéres sont sans doute
surtouf intéressantes au point de vue psychologique et au point de
vue logique* Elles servent avant tout, en effet, i établir la valeur
respective des divers concepts géométriques’®) et i jeter la lumidre
sur leur genese'®).

Enfin ces constructions abstraites permettent d'envisager plus
largement les différentes géométries en regard dune géométrie & dé-
veloppement purement formel que nous examinerons plus loin. On arrive
ainsi & considérer une géométrie quelconque comme un systpme d’hypo-
thases que 'on étudie, indépendamment de tout objet physique ou psycho-
logique, en suivant, parmi les conséquences de ce systeme d’hypotheses,
celles qui semblent pouvoir présenter quelque intérét mathématique.

C’est & ce point de vue que se sont placés, surtout dans leurs
derniéres recherches, D. Hilbert et ceux qui se rattachent & son école),

Une des conséquences de cette liberté de comstruction accordée
aux géométres a été de modifier le caractére des jugements que Yon
portait sur la valeur physique des postulats.

F. Klein®) et H. Poincoré®) ont fait remarquer que les postulats
géométriques renferment quelque chose d’arbitraire relativement aux
données insuffisamment déterminées par Vexpérience et Pintuition. Il
en résulte qu'en géométrie, comme dans toute autre science physique,
on peut faire un choix entre plusieurs représentations possibles de la
méme réalité. ,Ce choix répond, en général, d’aprés E. Mach, au
begoin de faire ,économie de pensée“*

JAllant plus loin, . Poincaré déclare que les postulats de la
géométrie ne sauraient exprimer des relations physiques, mais qu'ils
constituent seulement des comventions d’aprés lesquelles on interpréte
les faits constatés expérimental t. On en revient ainsi & la these
kantienne qui nie toute réalité & I'espace™

16) ,Suivent P. Mansion [Ann. Soc. scient. Bruxelles 297 (1904/5), p. 200]
tructions abstraites n” rti t pas & la géométrie (Note de G. Loria).*

17) F. Klein insiste beaucoup, dans son enscignement, sur ce caractére des
espaces supérieurs, Voir surtout, & ce sujet [n°* 46 4 52] ce qui concerne la
Géométrie non-archimédienne.

18) Cf. n° 19,

19) Cf. F. Enriques, Rivista filosofica (Pavia) 4 (1901), p. 171,

20) Cf. n 46 a 52,

21) Voir par ex. Math. Ann. 37 (1890), p. 571/2.%

22) ,Voir par ex. Bull. Soc, math, France 15 (1886/7), p. 204; La science
et Uhypothése, Parie s. d. [1903), p. 66.%

ces
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. Enriques®®) critique ce point de vue nominaliste. Une analyse
détaillée du sens que P'on peut donmer au mot ,espace“ I'ameéne a
conclure que le nominalisme de H. Poincaré, aussi bien que celui de
I. Kant, sous-entend une conception tramscendante par rapport & la
réalité phiénoménale. Les propriétés géométriques ne sauraient corres-
pondre & des relations entre les corps et l'espace congu en dehors de
ceux-ci, mais bien & des relations entre les corps eux-mémes.

Dés lors, et conformément aux vues de B. Riemann et de H. von
Helmholtz, la géométrie doit étre considérée comme une branche de la
physique.*

3. Forme logique du développement de la géométrie. A cet
égard tout est subordonné & une nouvelle conception de la rigueur en
mathématiques, bien supérieure & celle qui régnait autrefois.

Les progres dans cet ordre d'idées ont été réalisés grace surtout a
la revision des fondements de l'analyse, entreprise dans la seconde moitié
du 19%= gidcle par K. Weierstrass, R. Dedelind, G. Cantor, P.du Bois-
Reymond, Ch. Méray, U. Dini, J. Tannery et plusieurs autres géometres.

Ce point de vue une fois acquis, on découvrit tout d’abord un
certain mombre de postulats, non exprimés jusqu'alors, qu'on sous-
entendait par intuition dans la démonstration des théorsmes. Dans
cet ordre d’idées on peut, par exemple, citer le postulat de la conti-
nuité, da & G. Cantor et & R. Dedekind, le postulat & Archiméde, sur
lequel 0. Stolz a appelé lattention des géometres, et les postulats
d'ordre, dus & M. Pasch.

On remarqua ensuite quune définition, tout comme ume dé-
monstration, n'a quune valeur relative. On reconnut, plus géné-
ralement, que tout systtme de relations entre des concepts suppose
des concepts primitifs qui ne sont aucunement définis et par lesquels
on définit tous les autres.

Les postulats apparurent alors comme les énoncés de relations
entre les concepts primitifs. Et l'on admit que ces relations doivent
avoir encore un sens lorsque, les concepts primitifs ayant été reconnus
expérimentalement, on fait abstraction des objets physiques ou psycho-
logiques qu’ils désignent.

Clest conformément 4 ces vues que B Pasch™) a défini le
concept de la rigueur lui-méme par les deux conditions que voiei:

23) ,Problemi della acienza, Bologne 1906, p. 261 (chap. 4); (2° éd.) Bologne
1910; dans la trad. J. Dubois, Les problemes de la science et la logique, Paris
1908, lo chapitre 4 n'eat pas traduit; trad. allemande par K. Grelling, Probleme
der Wissenschaft 2, Leipzig 1910.*

24) Vorlesungen iiber neuere Geometrie, Leipzig 1882, p. 16.

3. Forme logique du développement de la géomdtrie. 1

1°) On énoncera explicitement les concepts primitifs au moyen
desquels on se propose de définir logiquement tous les autres;

2°) On énoncera explicitement les propositions fondamentales
(postulats) grace auxquelles on se propose de démontrer logiquement
les autres propositions (théoremes). Ces propositions fondamentales
doivent apparaitre comme de pures relations logiques entre les eoncepts
primitifs, et cela indépendamment de la signification que l'on donne
a ces concepts primitifs.

Quoique le choix des postulats dont il a fait usage ait été dicté
a4 M. Pasch par des vues psychologiques, il réalise trés exactement
les deux conditions que l'on vient d'énoncer: en fait, il place en-
titrement le fondement du développement logique de la géométrie
dans les postulats.

Ce concept de la rigueur a depuis pénétré de plus en plus dans
le domaine des recherches géométriques, principalement sous l'influence
de G. Peano®), de G. Veronese®®) et de D. Hilbert®). Déja méme
quelques traités élémentaires de géométrie a l'usage des écoles pri-
maires ou secondaires Pont adopté, surtout en Italie®).

Une collection de mémoires, publiés par F. Enrigues®®), renferme
une suite de critiques approfondies ayant trait au méme objet; elle
n'a pas été sans exercer, elle aussi, quelque influence sur l'étude ri-
goureuse des principes de la géométrie®

Au point de vue logiyue abstrait, les postulats apparaissent comme
des propositions logiques arbitraires; et l'ensemble des relations lo-
giques qu'ils énoncent coustitue une définition implicite des concepts
primitifs.

Comme l'a remarqué . Vacca™) cette sorte de définition se
trouve déja dans J. D. Gergonne®).

25) 1 principii di geometria logicamente esposti, Turin 1889.

26) Fondamenti di geometria, Padoue 1891; trad. allemande par A. Schepp,
Grundziige der Geometrie, Leipzig 1894.

27) Grundlagen der Geometrie, Leipzig 1899; (2° éd.) Leipzig 1903; (3¢ éd.)
Leipzig 1909, Voir aussi F. Enriques, Lezioni di geometria proiettiva, Bologne
1898; (2° éd) Bologno 1904; (3 ¢d.) Bologne 1909.

28) G. Veronesc et P. Gazzaniga, Elementi di geometria, Vérone et Padoue
1897; (2° éd.) Vérone et Padoue 1900; (3° éd.) Vérone et Padoue 1908; G. Ingrami,
Elementi di geometria, Bologne 1899; F. Enriques et U. Amaldi, Elementi di
geometria, Bologne 1903; (2° éd.) Bologne 1905; (3 éd.) Bologne 1909

29) ,Questioni riguardanti la geometria elementare, Bologne 1900; éd. alle-
mande publide sous le titre: Fragen der Elementargeometrie 1, trad. par H. Thieme,
Leipzig 1910; 2, trad. par H. Flesscher, Leipzig 1907.*

30) Revue math. [Rivista mat.] 6 (1899), p. 195.

31) Apn. math. pures appl. 9 (1818/9), p. 1/385. Voir en particulier p. 22/3:
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Et maintenant, quel usage devra-t-on faire de cette liberté, qui
logiquement demeure entiére, de choisir & son gré les postulate?

La réponse i cette question releve de la philosophie de la science,
bien plus que de la science elle-méme, puisque la question ne peut
étre résolue quen portant un jugement sur la valeur relative de
plusicurs choix et non sur la légitimité de tel ou tel choix.

En fait, quelques écoles géométriques récentes entendent profiter
le plus largement possible de cette liberté. Telle école de G. Peano
dont les recherches se rapportent & des questions d’ordre logique
formel; telle aussi V'école actuelle de D). Hilbert qui, quoique pour-
suivant surtout un but tiellement mathématique, tend vers une
abstraction de plus en plus grande et s’écarte, par suite, de plus en
plus des données fournies par l'intuition.

Dans cet ordre d'idées, il y a lieu de rappeler que les conditions
d'une rigueur formelle ont pu, dans la plupart des cas, dtre exprimés
par les signes de la logique mathématique. Ce systeme de signes
dont il sera question dans le tome VIII de 'Encyclopédie a été Yob-
jet des recherches de plusieurs mathématiciens parmi lesquels nous
citerons ici G. W. Leibniz, G. Peacock, A. de Morgan, G. Boole,
H. Gr , W. R. Hamilton, Ch. Peirce, E. Schrider, @. Peano,
G. Frege et B. A. W. Russell.

Le symbolisme de la logique mathématique qui, depuis 1889, est
devenu pour G. Peano un systtme de représentation mathématique,
permet de constater, sous une forme sensible, la nécessité de l'intro-
duction de concepts primitifs. Chacun de ces concepts #'introduit
sous la forme dun nowveau signe qui le représente.

Ce méme symbolisme conduit aussi 3 une critique approfondie de
la simplicité et de 'indépendance des postulats et des concepts primitifs,
ainsi qu'd une critique approfondie de la compatibilité des postulats.

w81 une phrase contient un seul mot dont la signification nous est inconnue,
Ténoncé de cette phrase pourra suffire & nous en révéler la valeur. ,Si, par
exemple, on dit & quelqu'un qui connait bien les mots trinngle et quadrilatire
mais qui n’a jamais entendu prononcer le mot diagonale, que chacune des deux
diagonsales d'un quadrilatére le divise en deux triangles, il concevra sur le
champ ce que c'est qu'une diagonale et le concevra d'autant mieux que c’est ici
la seuls ligne qui puisse diviser le quadrilatére en triangles.* Ces sortes de
phrases qui donnent ainsi I'intelligence de I'un des mots dont elles se composent,
an moyen de la signification connue des autres, pourraient &tre appelées dé-

it implic par opposition aux définiti ordinaires qu'on appellerait
définitions explicites. ... On congoit aussi que ... deux phrases qui contiennent
deux mots nouveaux, combinés avec des mots connug, peuvent souvent en dé-
torminer le sens.”

4. Compatibilité des postulats. 9

4. Compatibilité des postulats. En étudiant de tres pres le
cinquitme postulat ¢’Fuclide (dans le but, auquel on a da finalement
renoncer, de le démontrer) on a reconnu quun postulat peut étre
indépendant d'autres postulats constituant un systeme donné, en ce
sens quon ne peut le déduire de ce systtme. Partant de 13 on a,
peu & peu, été amené & formuler les remarques suivantes:

A) Un systeme de postulats peut jouir d’une independance ordonnde
ou d'une indépendance absolue. Dans le premier cas, les postulats du
systeme étant pris dans un ordre déterming, chacun deux est in-
dépendant de ceux qui le précédent. Dans le second cas, chaque
postulat est indépendant de tous les autres, aucun ordre n’étant
assigné,

B. Levi®®) a montré que si I'on posstde un systeme de postulats
a, b, ¢ ..., jouissant d'une indépendance ordonnde, on peut toujours
le remplacer par un autre systéme de postulats ay, by, ¢, . . ., jouissant
d’une indépendance absolue.

JPour former ce dernier systeme il suffit de prendre

1°) pour a,, le postulat a;

2°) pour b, le postulat que voici: la proposition énoncée par le
postulat & est satisfaite pour tous les éléments qui satisfont au
postulat a;

3°) pour ¢ le postulat que voici: la proposition énoncée par le
postulat ¢ est satisfaite pour tous les éléments qui satisfont aux
postulats @ et b ou b;; ete*

B) Le degré d'indépendance des postulats a, b, ¢, ... est lié a
leur complexité. Moins & est simple et plus on peut s'attendre &
ce que b ne soit pas tout entier une conséquence de ¢, mais qu'on
puisse cependant déduire de a une partie de b.

Dés lors I'indépendance des postulats a une valeur d'autant plus
significative que ces postulats sont plus simples. Bt Pon est ainsi
tout naturellement amené & se poser la question suivante:

Peut-on construire la géométrie sur un systeme de postulats tout
a fait simples? D'apres A. Padoa®), & cette question il faut répondre
négativement, car toute proposition vraiment simple se raméne i la
forne:

a est différent de b,
ob @ ct b sont des entités déterminées, et il faudrait un nombre in-
fini de propositions semblables pour remplacer n'importe quel postulat
fondamental de la géométrie ordinaire.

32) Memorie Accad. Torino (2) 54 (1904), p. 283.
33) A. Padog, Communication verbale faite & F. Fnrigues, en 1900.
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Pour démontrer qu'une proposition @ est indépendante d'un
systeme de propositions d,¢, ... il suffit évidlemment d’établir que la
proposition contraire 4 a est compatible avec le systéme b, ¢, ...

On est ainsi amené & rechercher les conditions de compatibilite
d'un certain nombre de postulats.

Pour cela on a recouru d’abord & linterprétation analytique. On
admet comme évident, ou comme déja établi, que les théoreémes de
Parithmétique sont compatibles entre eux.

Cela posé, étant donné un systéme d’hypotheses géométriques, on
cherche i traduire ces hypothéses sous forme analytique [on g'est d’ail-
leurs toujours borné & des hypothéses permettant I'usage des coordonnées].
On obtient ainsi des relations arithmétiques, et de leur compatibilité,
si elle a lieu, on déduit celle des hypothises géométriques envisagées.*

Cette fagon de procéder peut d'ailleurs 2tre encore interprétée
autrement:

Les nombres dont nous admettons & I'avance l'existence logique
nous conduisent & la construction d’ensembles (ou de variétés) que
Ton congoit comme des espaces abstraits. Le fait de pouvoir définir
analytiquement un tel espace abstrait nous assure que les propositions
fondamentales, exprimant les propriétés de cet espace, sont logiquement
compatibles, puisque toute incompatibilité entre elles entrainerait des
conséquences absurdes pour le développement de l'arithmétique.

11 suffit de modifier quelque peu cette derniere idée pour parvenir
au procédé plus général que voici:

On admet comme établie & l'avance la possibilité d'une certaine
géométrie, par exemple la possibilité de la géométrie euclidienne;
cela posé, on cherche & interpréter tout systtme de géométrie donné
comme un systdme de relations entre certaines figures de cet espace.
Cette interprétation, si Uon y parvient, nous assure que le systime
en question est fondé sur des postulats compatibles, car toute con-
tradiction existant entre eux se retrouverait comme contradiction dans
le développement de la géométrie euclidienne.

.On peut d'ailleurs appliquer le méme procédé en prenant comme
point de départ n'importe quel systtme de concepts auxquels se
rapportent des postulats que nous savons compatibles entre eux.
Néanmoins la démonstration logique ainsi établie a toujours un ce-
ractére relatif.

Si l'on se préoccupe de la légitimité de la these sur laquelle
repose cette fagon de procéder, on est amené & se poser une suite
de questions qui, au fond, sont du domaine de la théorie de la
connaissance plutdt que du domaine des mathématiques. Il serait sur-

4, Compatibilité des postulats. 11

tout intéressant de savoir a l'aide de quel eritére on peut reconnaitre
pratiquement la compatibilité logique de n'importe quel systéme de
postulats ou d’hypotheses qu'il faut admettre a priori pour construire
une géométrie quelconque.

Les avis sont partagés a cet égard. Pour quelques-uns ce critere
est le résultat de expérience et de l'intuition. D’autres, et parmi eux
il faut eiter tout particulierement D. Hilberf, pensent que la logique
peut, & elle seule, établir la compatibilité des propriétés fondamen-
tales des nombres entiers®).

,Cest 1a un probleme délicat qui a suggéré quelques réflexions
critiques™).*

La question de lindépendance des concepts primitifs a été étudiée
surtout par les géometres italiens de I'école logique mathématique de
G. Peano®). Ces géombtres ont, en particulier, cherché & réduire le
nombre des concepts sur lesquels reposent les constructions géomé-
triques (cf. n° 6).

Etant donnés plusieurs concepts 4, B, C, ... on peut se demander
si lun d'eux, C par exemple, peut &tre enti¢rement défini au moyen
des concepts A et B. Mais cette question n'a de sens qu'autant
qu'on énonce les relations fondamentales supposées établies eutre A,
B et C.

Supposons que ces relations fondamentales a, b, ¢, . .. soient
données sous une forme purement logique. On pourra leur donner
deux acceptions différentes:

1°) une aceeption concréte les faisant considérer comme postulats
fondamentaux du systeme de géométrie qui a pour base les concepts
primitifs 4, B, C, ...

2°) une acception abstraite qui fait envisager 4, B, C, ... comme
des symboles correspondant 4 des objets indéterminés, lesquels pourront
stre fixés ultérieurement au moyen d'une convention arbitraire.

Prenons cette derniére acception abstraite de @, b, ¢ ... et
supposons, pour fixer les idées, quil y ait seulement trois concepts
primitifs 4, B, ' Cherchons alors i interpréter de deux fagons le

34) Verhandl. des 3% internat. Math.-Kongresses Heidelberg 1904, publ. par
A. Krazer, Leipzig 1905, p. 174/85.

33) ,Voir & ce sujet, F. Enriques, Problemi della scienza®), p. 196; trad.
J. Dubois, Les problemes de la science et la logique, Paris 1908, p. 190; trad.
K. Grelling, Probleme der Wissenschaft 1, Leipzig 1910, p. 195.*

36) ,Voir en particulier M. Pieri, I principii della geometria di posizione
composti in sistema logico-deduttivo [Memorie Accad. Torino (2) 48 (189%),
p. 1/62];* A. Padoa, L'enseignement math. 5 (1903), p. 85.
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systéme abstrait envisagé, 4 et B conservant la méme signification dans
les deux interprétations, mais C prenant un sens différent dans chacune
des deux interprétations adoptées, et en nous arrangeant de manisre
qu'une certaine proposition d, vraie dans la premidre interprétation,
soit fausse dans la seconde. Si lon y parvient, on aura, par cela
méme®), prouvé que le concept C est indépendant des concepts A et
B, par rapport au systéme de postulats a, b, ¢, ...

5, Division de cet article. La division de cet article a été
dictée par la dictinetion entre les dévelopy ts clémentaires et les
développements d'ordre plus dlevé, dans lesquels il est question du con-
tinuum, de la glométrie projective et des déterminations mdiriques en
général: éléments linéaires, distances, groupes de transformation.

Ce qui caractérise le point de vue dlémentaire Cest qu'on y
rapproche immédiatement et sans s'attacher i les distinguer nettement
les unes des autres, toutes les idées géométriques qui nous sont
familidres.

Les développements d’ordre plus élevé impliquent non seulement
Temploi de méthodes plus approfondies de recherches, et en particulier
lemploi de toutes les ressources de l'analyse, mais emcore une sé-
paration et pour ainsi dire unme hiérarchie des concepts fondamentaux.
Un ordre déterminé de concepts y sert de base & un systéme géomé-
trique déterminé qu'on développe dans une direction abstraite, et a
ce systéme géométrique on subordonne ensuite les autres concepts.

Dans un dernier chapitre on a réuni les recherches nouvelles re-
latives a4 la géométrie non archimédienne. Elles reposent sur une
analyse plus abstraite que celle qui avait été faite auparavant de
notre eoncept habituel du continuum.

Questions d’ordre élémentaire,

6. Remarque préliminaire. Tout traité de Géométrie contient
un exposé plus ou moins complet des principes de la géométrie élé-
mentaire. Parmi ces principes nous n'envisageons ici que ceux qui
ont un caractére général, en renvoyant le lecteur pour tout ce qui
concerne plus particulidrement les questions de détail aux articles
de TEncyclopédie contenus dans le second volume du tome ITL

En nous plagant au point de vue général nous passerons ici
successivement en revue les concepts du poind, de la droite, du plan,
du segment, de U'angle, le concept situé entre, les concepts de coincidence

37) A. Padoa [Bibl. Congrds intern. philos. Paris 1900, 3, éd. Paris 1901,
p. 809] a insisté sur ce point qu'il a particulitrement mis en évidence.
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et de mouvement, les différentes formes du concept de confinuits et
enfin la théorie des paralléles.

Comme complément nous ajouterons quelques développements
concernant d’une part la thdorie des proportions telle que la con-
cevalent les anciens, et d'autre part la mesure des surfaces.

7. Point, ligne et surface. Dans ses Lléments de géométrie,
Fuclide™) débute ainsi®)

Znueidv dowiy, ot pépog 0d9éy;
Loouut 0% uijrog dmiavés;
Emgidvae 08 otv, & udjxos xel whdvog pévov Egai;
ce qui signifie:
Un point est une chose indivisible.
Une ligne est une longueur sans largeur.
Une surface est une chose qui n'a que longueur et largeur.

Euclide ajoute que les limites de la ligne sont des points et les
limites de la surface des lignes. Il procide de fagon & caractériser
les droites entre toutes les lignes et les plans entre toutes les sur-
faces comme nous le verrons un peu plus loin.

En se conformant & ces définitions d’Euclide on peut développer
les éléments de la géométrie en suivant deux voies bien distinctes:

1°) On prend le poini comme concept fondamental tiré, par
abstraction, de l'idée que nous nous faisons d’un corps trés petit; on
cherche ensuite & engendrer les lignes par le mouvement du point,
les surfaces par le mouvement des lignes, les corps (ou Vespace) par
le mouvement des surfaces.

2°) On part du concept du corps comme fondamental et l'on en-
visage les surfaces comme limifes des corps, les lignes comme limites
des surfaces et les points comme limites des lignes.

Ni Fun ni autre de ces deax procédés ne fournit de véritable
définition logique du point, de la ligne ou de la surface; on n’a, en
réalité, obtenu que des données et des descriptions ayant une certaine
importance d’ordre physique ou d'ordre physiologique, et rien de plus.

En ee qui concerne particulitrement le second de ces deux pro-
cédés, on peut observer que le concept de la limife d'un corps, ou

38) Elementa, livre 1, défin. 1, 2, 5; Opera, éd. J. L. Heiberg 1, Leipzig
1888, p. 2.

89) ,Les deux premitres définitions, quoique exprimées en termes différents,
se trouvent déjd dans Aristote [voir J. L. Heiberg, Abh. Gesch. Math. Leipzig 18
(1904), p. 8/9] tandis que la dernitre semble &tre due & Fuclide lui-méme [voir
J. L. Heiberg, Abh. Gesch, Math, Leipzig 18 (1904), p. 8] (Note de (7. Enestrom).*
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d'upe smface, ou d’une ligne, contient déja le concept de la surface,
de la ligne, ou du point que Fon veut définir, si méme il ne comprend
pas, en tout ou partie, ces trois concepts & la fois, ou du moins
quelques-uns de lewrs rapports, d’ailleurs fort difficiles & préciser.

Le premier des deux procédés n'implique pas de cercle vicieux
aussi évident, mais il nécessite une recherche approfondie et difficile
pour permettre d'aboutir i une systématisation logique des concepts
de point, de ligne, de surface et de corps. La grande difficulté de cette
recherche résulte de ce que les concepts de la ligne et de la surface
que nous obtenons par induction sont dans notre pensée d I'état de
développement progressif et qu'il est par conséquent fort difficile de
les caractériser nettement*®).

De 12 la tendance, qui se fait jour dans ceux des ouvrages actuels
de géométrie ¢lémentaire od I'on se préoccupe du point de vue critique,
Qintroduire, apres avoir pris le point comme concept fondamental,
dabord des concepts de lignes et de surfaces aussi simples que possible
{le concept de la droite ou celui du cercle, le concept du plan ou
celui de la sphere, ...) pour chercher seulement ensuite & former, a
Iaide de ces concepts primitifs, les concepts plus généraux de la
ligne, de la surface ou du corps.

En procédant ainsi, les attributs de celles des lignes et des sur-
faces que l'on a envisagées comme fondamentales peuvent &tre exprimés,
sans trop de difficultés, avee la plus grande précision (cf. n° 10).

Le coucept du ,point pourrait encore étre défini en partant des
concepts ,corps et ,mouvement’. Il suffiruit pour cela de considérer
les mouvements comme des éléments d'un groupe de transformations
que Von ferait subir aux corps®!). Les points se trouveraient alors,
comme l'a indiqué H. Poincaré*?), correspondre i certains sous-groupes
du groupe des mouvements [les groupes des rotations autour des
points de lespace] et ils pourraient étre définis comme tels.

Ce mode de développement serait en réalité un peu pénible,
mais il serait intéressant pour deux motifs:

D'une part les postulats y seraient exprimés d’une fagon (ui se
rapprocherait plus que toute autre du résultat direct des expériences
physiques.

D’autre part, il apparaitrait ainsi bien nettement que lc concept
du point, correspondant & Yexistence de certains sous-groupes du
groupe des mouvements, suppose un fait physique.

40) Voir a ce sujet n> 20 & 28 et U'article III 2.

41) Cf. no* 89 & 42,

49) ,La science et I'hypothise, Paris s, d. [1908], en partic. p. 108/9.*
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8. Droite et plan définis & l'aide de congruences et de
mouvements. Nous allons maintenant examiner successivement les

différentes définitions que Ton a données de la droite et du plan.

Les concepts ,droite” et ,plan® peuvent &tre pris comme concepts
primitifs, mais ils peuvent aussi étre définis & Taide des concepts
congruence et mowvement.

Juclide®®) définit**) ainsi la droite:
s0delo poauws otwy, frig & lGov vols 4y’ faveiig onuelos xeitat.

Proclus*®) interprete cette définition en disant que la droite est
la ligne dont la longueur entre deux points coincide avec la distance
de ces deux points, ce qui nous ramenerait & la définition d’Archiméde
que nous allons rencontrer un peu plus loin.

On adopte plus généralement la traduction que voici*®):

,La droite est la ligne qui s'étend également par rapport 4 ses
points¥, c'est-d-dire la ligne qui est divisée par chacun de ses points
en deux parties égales®’).

Mais comme l'hélice jouit de la méme propriété, il est évident
que cette propriété, ainsi énoncée, ne peut servir & caractériser la droite.

G. W. Leibniz*®) a considéré la droite comme la ligne qui divise

43) Elementa, livre 1, défin. 4; Opera, éd. J. L. Heiberg 1, Leipzig 1883, p. 2.
.Le véritable sens de cette ddfinition obscure était déjd perdu du temps de
Proclus. II. G. Zeuthen [Archiv fir die Geschichte der Naturwiss. (Leipzig) 1
(1909), p. 327] la qualifie de définition qui ne dit rien (nichtssagend).*

44) ,La plus ancienne définition de la ligne droite actmellement connue
est celle de Platon |Huppevidng (Parmenides) ¢d. H. Estienne 3, Paris 1578, p. 137,
passage £; éd. F. Didot 1, Payis 1891, p. 634 lignes 51/2]: ob &v 7b pésov dugoir
zoiv foydrowy émimoos®ev g, formulée ainsi par Proclus: 7 té péce vois &xgoie
émmpoast, ce qu'on pourrait traduire par: la droite est une ligne dont le milieu
obscnrcit les deux extrémités* c'est-i-dire dont le milien et les deux extrémités
sont situés sur le méme rayon visuel. .dristote reproduit la méme définition
[voir J. L. Heiberg, Abh. Gesch. Math. Wiss, Leipzig 18 (1904), p. 7].*

45) Procli Diadochi®) p. 109.

46) H. G. Zeuthen |Forelaesning over mathematikens historie: Oldtid og
middelalder, Copenhague 1893, p. 101; Geschichte der Mathematik im Altertum
und Mittelalter, Copenhague 1846, p. 115; trad. par J. Mascart, Histoire des
mathématiques dans I'antiquité et le moyen fige, Paris 1902, p. 94] et M. Simon
[Euklid und die sechs planimetrischen Biicher, Leipzig 1901, p. 26] abordent
1'étude de ces diverses interprétations.

47) ,On consultera surtout, au sujet de ces diverses interprétations, T. L. Heath,
The thirteen books?), p. 165/8 (Note de G. Enestrom).*

48) Lettre & V. Giordano éerite en 16895 Werke, éd. C. I Gerhardt, Math.
Schr. 1, Berlfn 1849, p. 196, 199.
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le plan en deux parties congruentes et le plan comme la surface qui
divise l'espace en deux parties congruentes.

Ces conceplions d'Fuclide et de G. W. Leibniz peuvent conduire
4 une fagon logique de formuler les principes de la géométrie, en
prenant comme notions primitives les notions de point et d'équidistance
et en établissant, 4 l'aide d'un systdme approprié de postulats, les
symetries sur la droite, dans le plan et dans l'espace®).

Archimede™) a considéré la droite comme la ligne la plus courte
entre deux points et ce concept a été repris par A. M. Legendre™).

Cette conception d’Archiméde peut aussi conduire 3 une définition
logique de la droite, en premant comme notion primitive celle de
distance entre dewx points ou, d’une fagon plus précise, la notion qui
nous permet de comparer entre elles deux paires de points donndes
d’'une fagon quelconque en disant suivant les eas, que la distance entre
les deux points de la premitre paire de points est égale, est supé-
rieure, ou est inférienre 4 la distance entre les deux points de la
seconde paire de points. Un systéme approprié de postulats permet
alors de déterminer, sous certaines conditions, la longuewr dune ligne
of, par suite, de définir la droite comme la ligne de longueur mi-
nimée entre deux points®?).

Une autre définition dont G. W. Leibniz%®) a fait usage, et qui
est rapportée déja par Prnclus“), est souvent®) mentionnée®). Elle
consiste & envisager la droite comme I'unique ligne qui reste immobile
quand on la fait tourner antour de deux de ses points.

49) Voir T’ Brodén, Pedagogisk tidskrift (Halmstad) 26 (1890), p. 255/71.

30) ITeol opaipms mal nviivdgov (De la sphire et du cylindre), postulat 1,
Opera, éd. J. L. Heiberg 1, Leipzig 1880, p. 8; cf. P. du Bois- Reymond, Math.
Ann. 15 (1879), p. 283. ,On ne sait pas si Archimide o envisagé ce concept
comme une définition ou comme un postulat [voir a ce sujet H. G. Zeuthen,
Archiv fiir die Geschichte der Naturw. (Leipzig) 1 (1909), p. 320/7; G. Enestrom,
Bibl. math. (3) 8 (1907/8), p. 66; (3) 10 (1909/10), p. 63/4.*

51) Eléments de geomeme, (1% éd.) Paris an II, p. 1; (1280 éd) Paris
1823, p. 1.

52) Voir R. Bettazzi, Ann. mat. pura appl. (2) 20 (1892/3), p. 19.

53) Lettre & V. Giordano écrite en 1689; Werke, éd. C. I. Gerhardt, Math.
Schr. 1, Berlin 1849, p.196; c£.*7) id. 5, Halle 1858, p. 164; 7, Hualle 1863, p. 27.

84) ,Procli Diadochi?), p. 110.*

55) ,Voir par ex. P. Ramus (Pierre de la Ramée) Scholarum mathematicarum
libri unus et triginta, Bale 1569, p. 148.*

56) ,La méme définition se trouve aussi [cf. G. Friedlein, Bull. bibl. storia
mat. 4 (1871), p. 95; Heronis Al drini Geometri et at ricorum
reliquiae, éd. F. Hulisch, Berlin 1864, p. 8/9] dans les soit-disant ,Définitions*
attribudes sans qu'on sache pourquoi & Heéron et dont la rédaction actuellement
connue est postérieure 4 Proclus (Notes 54 2 56 de G. Enestrom).**
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C. F. Gauss®™) a observé, en passant, que dans la pratique on a
recours & cette propriété de la ligne droite quand on opére avec le
théodolite pour contrdler si une ligne est droite ou non.

Plusieurs géomatres, parmi lesquels il convient de citer tout parti-
culierement H. Grassmann®), ont regardé la droite comme la ligne
qui conserve en chacun de ses points une direction constante. Pour
que cette définition soit acceptable il faut prendre comme notion pri-
mitive celle de direction, et cela peut se faire, par exemple par rapport
a deux points, sans tenir compte de la notion de droite.

Cette idée a 6té développée par E. T. Dizon®®). Elle se rattache
d’ailleurs & une autre idée de I Grassmann®™) d'aprés laquelle la
géométrie peut etre envisagée comme un caleul géometrique effectué sur
des wvecteurs ou, suivant le langage adopté aujourd’hui, comme une
analyse vectorielle.

G. Peano®) a analysé avec le plus grand soin les notions et
propositions fondamentales de ce calcul géométrique. &. Darbouxz®?),
F. Siacei®), R. Schimmack®), F. Schur®), (. Hamel®) ont aussi publié
des recherches plus ou moins étendues sur ce méme sujet.

Une définition hien plus remarquable de la droite et du plan
est celle qu'a imaginée G. W. Leibniz®") et qui a été ensuite reprise

57) Note posthume s. d. (semble dtre écrite entre 1840 et 1850); Werke 8,
Gottingue (Leipzig) 1900, p. 196/7.

58) Die lineale Ausdehnungslehre, Leipzig 1844; (2° éd.) Leipzig 1878, p. XXIX
(introd. section C); Werke 1%, publ. par F. Engel Leipzig 1894, p. 28: ,Die ein-
fachste Ausdehnungsform ist die Form, welche durch eine aus demselben Gesetze
erfolgende Anderung des er den Elementes entstehtt [La forme simple d'ex-
tension est la forme qui résulte d’un changement de 'élément générateur, d’apres
une wméme loi], et p. 29: ,In der Raumlehre ist die Gleichheit der Richtung
das die einzelnen Anderungen umfassende Gresetz* [Dans la théorie de l'espace,
la constance de la direction est la loi qui comprend les divers chang ts].

59) The foundations of geometry, Cambridge 1891, p. 32 et suiv.

60) Pour avoir une idée générale de la question, lire par exemple V'article
do H. Grassmann intitulé ,Kurze Ubersicht iiber das Wesen der Ausdehnungs-
Jehre* [Archiv Math. Phys. (1) 6 (1845), p. 887/60; Werke 1!, publ. par F. Engel,
Leipzig 1894, p. 287 et suiv. (voir surtout les sections III et IV)].

61) Caleolo geometrico secondo I’ Ausdeh lehredi H.G: Tarin 1888.

62) Bull. sc. math. (1) 9 (1875), p. 281; réimpr. dans Ch. Despeyrous, Cours de
mécanique 1, Paris 1884, p. 871/7 (note I).

63) Rend. Accad. Napoli (3) 6 (1899), p. 34.

64) Nachr, Ges. Gott. 1903, p. 34.

65) Z. Math. Phys. 49 (1908), p. 352.

66) Z. Math. Phys. 49 (1903), p. 362.

67) Characteristica geometria, ms. bibl. Hanovre daté du 10 avit 1679;
Werke, 6. C. I Gerhardt, Math. Schr. 5, Halle 1858, p. 166, 16T.
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et développée par J. Bolyai®) ct par N. I Lobaievskij®). Elle con-
siste & regarder le plan comme le lieu des points équidistants de deux
points donnés™) et la droite comme le lien des points équidistants
de trois points non alignés, on aussi comme le lieu des centres des
sphéres ayant un méme point de contact™). La notion de Iégui-
distance de paires de points figure ici comme primitive.

Quand la définition du plan et celle de la droite ne somt pas
données simultanément, ou que la définition du plan ne précede pas
celle de la droite, on peut ramener sans difficulté la notion du plan
i celle de la droite.

FEuclide™) détinit le plan:

iminedog mupdvet oy, fmig £ isov Tals éy Eaveiig
evdelong xeiren

ce que lon traduit généralement?™):
»un plan est une surface qui est également située par rapport
a ses droites”.

(ette définition contient certainement quelque chose de superflu,
car le plan est déja défini comme étant la surface contenant entierement
la droite qui joint deux quelconques de ses points, et cette définition,
que Yon fait souvent remonter & Heron™), est plus simple que la
précédente.

C. . Gauss™) a d'ailleurs mis en évidence que, dans la définition

68) Tentamen juventutem studiosam in elementa matheseos purae elemen-
tarie me sublimioris methodo intuitiva evidentiaque huic propria introducendi 2,
Maros-Vasarhelyini 1832; (2¢ éd.) 2, Budapest 1904, p. 8.

69) O nadalach geometrii, Kazan 1829/30; Novyla nalala geometrii s polnof
teoriej parallelinych, Kazan 1835/8; trad. allemande par F. Engel, Zwei geo-
metrische Abhandlungen, Leipzig 1899, p. 7, 95.

70) Ces données mémes conduisent tout naturellement & écrire I'équation du
plan sous la forme normale [of. III 22] (sous laquelle elle a été envisagée par
1. O. Hesse).

71) Voir aussi, & ce sujet, G. Peano, Atti Accad. Torino 88 (190%3), p. 6.

72) Elementa, livre 1, déf. 7; Opera, éd. J. L. Hesberg 1, Leipzig 1883, p. 2.

73) ,Le véritable sens de ln définition était déja perdu du tempe de Proclus
(5%=e siccle de notre ére); cf. mote 43 (Note de G. Enestrim).*

74) ,La définition se trouve chez Théon de Smyrne (qui vivait au second
sitcle de notre ore) [cf. Expositio rerum mathematicarum, publ. par FE. Hiller,
Leipzig 1878, p. 112] et dans les soi-disant ,Définitions" attribuées sans qu'on sache
pourquoi a Heéron®) [voir G. Friedlein, Bull. bibl. storia mat. 4 (1871), p. 97;
Heronis Alexandrini geometricorum et stereometricorum reliquiae, éd. ¥. Hultsch,
Berlin 1864, p. 10/1; voir aussi: Anaritii in decem libros priores elementorum
Buclidis commentarii, éd. M. Curtze, Leipzig 1899, p. 10] (Note de G. Knestrom).*

75) Lettre & F. W. Bessel datée du 27 janvier 1829; Werke 8, Gottingue
(Leipzig) 1900, p. 200.
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&' Euclide, se trouve contenu implicitement un nouveau postulat, puis-
qu'une droite et un point extérieur & cette droite suffisent pour dé-
terminer un plan. (Vest pourquoi il a proposé de définir plutét Ie
plan comme le lien des perpendiculaires & une droite menées par un
point arbitrairement fixé sur cette droite.

La définition d'Euclide se présente alors sous la forme dun
théorime dont la démonstration a préoccupé C. F. Gauss™®) comme on
le voit en consultant ses ceuvres posthumes.

Des considérations analognes ont amené F. Deahna™) & une dé-
finition du plan qui ne differe pas essentiellement de celle de
C. F. Gauss. Aprés avoir établi les concepts de la droite et de la
sphére en sappuyant sur le concept de I'équidistance comme sur un
concept primitif, il suppose que l'on peut mouvoir la sphéere autour
d'm de ses diametres de fagon que chaque point de la surface décrive
une ligne fermée (une circonférence de cercle); parmi ces circonfé-
rences il y en a une qui partage la surface de la sphére en deux
parties congruentes: les droites qui joignent les points de cette cir-
conférence au centre de la sphere engendrent un plan'™).

G. Veronese™) a repris & nouveau l'examen des définitions que
Ton peut donner du plan. Aprés avoir énoncé quelques postulats
sur la droite et la congruemee (cf. n°11), il définit deux droites
comme paralléles (dans la géométrie euclidienne) quand ces deux
droites sont opposées (symétriques) relativement & un point, et il
introduit le postulat suivant:

Deux droites paralléles sont opposées par rapport au milieu de
chaque segment dont les extrémités sont situées sur ces deux droites.

En s'appuyant sur ce postulat il définit le plan par lensemble
des droites (le faisceau de droites) qui projettent, d'un point 4 exté-
rieur & une droite (a), les points de cette droite (a), en adjoignant &
cet ensemble de droites la paralléle menée par A & (a). Ceci posé,
il démontre que le plan ainsi défini et comstruit contient la droite qui
joint deux quelconques de ses points®).

76) Note écrite trés probablement en wars 1832; Werke 8, Gottingue
(Leipzig), p. 194.

77) Diss. Marbourg 1837. Cf W. Killing, Einfihrung in die Grundlagen
der Geometrio 1, Paderborn 1893; 2, Paderborn 1898, p. 183.

78) ,Les développements de F. Deahna renferment un cercle vicienx. Ils
supposent, en effet, les postulats de congruence qui eux-mémes ne peuvent étre
établis sans supposer préalablement la notion du plan (Note de F. Schur).*

79) Fondamenti®%), p. 299 (livre I n°19, livre II n° 7). Pour plus de détails
voir G. Veronese et P. Gagzaniga, Elementi*?), (2° éd.) p. 31, 32.

80) G. Veromese a indiqué comment on pourrait définir le plan dans I'hypo-
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La droite et le plan®!) peuvent aussi tre introduits conformément
aux principes de la théorie des groupes dont il est question dans
d'autres articles de I'Encyclopédie®),

9. Droite et plan définis & l'side de postulats. Au lieu de
définir les concepts ,droite” et ,plan“ & laide des notions de ,eon-
gruence et de ,mouvement®, on peut les envisager comme des concepts
fondamentaux caractérisés par un groupe de postulats.

S8i P'on envisage comme primitif le concept du segment rectiligne,
on peut donner une définition de la droite®) a I'abri de toute critique.
Si Ton postule d’'une fagon convenable les attributs d’une surface
plane, on peut de méme définir nettement ce quil faut entendre par
plan illimité. Si, au contraire, on part du concept de la droite comme
fondamental, on ne peut définir le segment de droife sans faire inter-
venir encore un autre concept primitif.

Quand il sera question des principes de la géométrie projective
(n* 29 & 31) nous énumérerons les postulats anxquels on parvient en
suivant la premibre de ces deux voies. Nous nous bornerons ici a
montrer que, en suivant la seconde voie, les attributs concermant les
rapports de position mutuelle, ou Lappartenance, des droites et des
plans [ce que D. Hilbert®) appelle die Verknmiipfung cest-a-dive en
quelque sorte Venchevétrement des notions de droite et de plan]
apparaissent, dans une certaine mesure, comme distincts des attributs
que ces figures possedent en tant que lignes et surfaces, c'est-a-dire des
postulats d'ordre et de séparation.

Voici comment on peut d'ailleurs formuler ces postulats d'appar-
tenance:

thése de N. 1. Lobajevsiij (donc indépend t du postulat du texte qui
contient le postulat des paralléles d'Euclide et peut-étre un peun plus). G. Veronese
a aussi examiné le cas de B. Riemann (n° 14) it par un point il o’y o aucune
droite paralléle & une droite domnée: lo plan fout entier est alors domné par
les droites, issues d'un point extérieur & une droite fermée, qui projettent les
points de cette droite fermée; mais, dans ce cas de B. Riemann, il n’a donné la
définition du plan quen faisant aussi appel & une auntre hypothése dans laquelle
apparait le double concept d'un espace infiniment petit et d'un espace infiniment
grand. G. Veronese estime d'ailleurs que cette dernidre hypothése est inutile
dans son systdme; mais cette affirmation demanderait & &tre Justifiée.

81) ,Pour la définition du plan par la droite, voir F. Schur, Grundlagen
der Geometrie, Leipzig 1909, p. 9.*

82) ,Cela n'est toutefois possible que si I'on suppose que T'espace est une
variété analytique (Note de F. Schur)*

83) M. Pasch, Neuere Geom.*), p. 7/8; G. Peano, Prineipii®®), p. 9; Sui
fondamenti della geometria [Rivista di mat. 4 (1894), p. 511

84) Grundlagen®), (1 éd.) p. 5; (2¢ éd) p. 2; (3° éd) p. 3.
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@ On suppose donnée une classe d’éléments appelés points [dont
Fensemble se nomme espace] et, dans cette classe, on envisage des
sous-classes (droites et plans) qui satisfont aux postulats suivants:

1) deux points appartiennent A une droite et & une seule
droite;

2) trois points n'appartenant pas & une méme droite appar-
tiennent & un plan et & un seul plan;

3) la droite déterminée par deux points d'un plan appartient
4 ce plan;

4) deux plans qui ont un point commun ont néeessairement
encore un second point commun (et ont donc, par suite,
une droite commune).

A ces postulats d'une forme d’abord hypothétique seulement, on
adjoint les postulats affirmant Vewistence de plusieurs points différents
et celle de points exferieurs & une droite et & un plan. Llexistence
dun nombre énfini de points distinets, de droites distinctes, ou de
plans distinets les uns des autres, résulte alors des postulats de la dis-
position dont on parlera plus loin [ef. n° 10, 8].

Il convient de remarquer que lo quatritme des postulat @ ex-
prime que l'espace a trois dimensions et qu'on peut le démontrer
en se hasant sur ce que le plan divise I'espace en deux parties dis-
tinctes (n° 10) et en énongant convenablement cette propristé sous
forme de postulat.

10. Segment; angle; le concept ,situé entre®. Nous allons
maintenant nous occuper des postulats qui expriment les propriétés
linéaires de la droite et les propriétés de surface du plan (cf. n°* 20 & 23)
attributs qui se rapportent aux concepts ,situé entre®, ,ordre naturel
de succession des points d'une droite”, ,segment?, pdemi-droite®, ,coté
du plan®, ,angle“.

Ni Buclide, ni ceux qui l'ont suivi n’ont examiné ces concepts;
ils n'ont formulé aucun postulat les comcernant. De tels postulats
sont cependant nécessaires si Fon veut que le raisomnement géomé-
trique soit purement logique et indépendant de toute intuition.

C. F. Gauss®™) a abtiré Vattention sur ce qu'il est absolument in-
dispensable de formuler nettement le concept ,pitué entre®.

Le concept concernant la disposition (ordre de succession) des
points d'une droite forme la base de toute la géométrie®). En fait ce

85) Letire & W. Bolyai datée dn 6 mars 1832; Werke 8, Gottingue (Leipzig)
1900, p. 222,
86) Cf. J. F. Herbart, Werke, publ. par G. Hartenstein 3, Schriften zur
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concept s'introduit systématiquement en géométrie analytique par
'usage des signes. Le principe des signes a été utilisé en géométrie
pure par A. F. Mobius et H. Grassmonn®) en a, lui aussi, fait
systématiquement usage.

Mais cest & M. Pasch®) gue l'on doit d’avoir formulé le premier
ensemble de postulats caractérisant ces relations. Aprés lni, G. Peano™),
G. Veronese™), D. Hilbert®) et plusieurs autres géombtres ont étudié
4 nouveau ces mémes (uestions®).

On peut distinguer deux maniéres de procéder i cet examen;
elles se rattachent toutes deux, au moins dans une certaine mesure,
aux remarques de C. F. Gauss et de J. F. Hearbart et se distinguent
l'une de Pautre en ce que dans l'une on se place & un point de vue que
I'on peut désigner comme actuel, o il s'agit de la figure achevée, tandis
que dans l'autre on se place au point de vue de la génération des figures:
nous désignerons ce dernier point de vue sous le nom de geénelique.

A. Envisageons d’sbord les attributs lindaires de la droite. Ils
peuvent étre postulés au point de vue actuel en partant du conecept
Lsitué entre“ ou ,division en parties de la fagon suivante:

8. 1) Si 4, B, ¢ sont des points d'une droite et que B se trouve
entre A et C, B se trouve entre C et 4.

2) 8i A et C sont deux points d'une droite, il y a toujours
au moins un point B entre A et C et au moins un
point D tel que C se trouve entre 4 et D.

3) De trois points quelconques d'une droite il y en a fou-
jours un et un seul qui se trouve placé entre les deux
autres*).

Au point de vue actuel, on peut aussi postuler comme il suit:

#. Chaque point 4 de la droite divise la droite en deux classes
de points [constituant deux parties distinctes de la droite] que Pon
Metaphysik I, Leipzig 1861, p. 18; 5, Schriften zur Psychologie T, Leipzig 1850,
p. 114 et suiv.

87) A. F. Mébius, Der barycentrische Caleul, Leipzig 1827, p. 3/4; Werke 1,
Leipzig 1885, p. 25; I. Grassmann, Die lineale Ausdehnungslehre, Leipzig 1844,
p. 17; (2° éd.) Leipzig 1878, p. 17; Werke 1!, p. 47/5.

88) Neuere Geom.'), p. 5.

89) Principii®), p. 9/17; Sui fondamenti della geometria [Rivista mat. 4
(1894), p. 61).

90) Fondamenti*), p. 55, 8.

91) Grundlagen ", (1 6d) p. 6; (2° éd) p. 4; (3° éd) p. 4/9.

92) Voir n™ 20 a 23.

93) D. Hilbert, Grundlagen ™, (2¢ éd) p. 4; (3" éd) p.
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peut appeler I'une ,partie a droite“, I'autre ,partie & gauche” du point
A et qui sont telles gue:

1) chaque point de la droite, autre que A, appartient 2 une
et une seule des deux parties;

2) si A se trouve i gauche [4 droite] d’'un point B distinet
de A4, chaque point qui est & gauche [a droite] de A4 se
trouve & gaache [a droite] de I3

3) si 4 se trouve & gauche de B, B se trouve i droite de 4.

Si lon se place au point de vue gdndtique on postule comme
il suit:

3", Les points de la droite sont rangés les uns & coté des autres
en deux ordres (natwrels) opposés I'un a lautre, de fagon qu'en con-
sidérant un ordre déterminé on ait:

1) deux points A, B de la droite étant donnés, si l'un d'eux,
par exemple A, pricide I'autre B, alors B suit 4;

2) trois points A, B, C de la droite étant donnés, si d'une
part A précéde B et que d'autre part B précede O, alors
A précede Cj

3) entre deux points A et B existent des points infermediaires
(préeédant l'un eb suivant l'autre);

4) il wexiste aucun premier point (précédant tous les autres)
ni auneun dernier point (suivant tous les autres).

En se basant sur ces postulats, on peut définir sur la droite le
segment ayant ses points extrémes en deux points donnés 4 et B de
la droite et contenant les points intermédiaires. Et l'on peut aussi
obtenir les attributs élémentaires d'un tel segment AB.

B. Envisageons en second lieu les attributs de surface du plan.

Si Yon se place an point de vue du plan actuel on peut pren-
dre comme base la division du plan en deux parties par une de ses
droites et caractériser, avec M. Pasch®), lattribut fondamental cor-
respondant par le postulat suivant (qui fait pendant en quelque sorte
aux trois postulats @ énoncés plus haut) pour la droite.

8. 4) Si, dans un plan, trois segments 4B, BC, U4 sont donnés,
une droite (du plan) qui a un point commun avec I'un d’eux a aussi
un point commun avec l'un des deux autres.

En raison de ce postulat, le plan est divisé par une quelconque
de ses droites (d) en deux parties [citds ou demi-plans] de fagon que
le segment joignant deux points situés du méme coté de (d), mais

94) M. Pasch, Neuere Geom.**), p. 21.
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extérienrs & (d), w'a aucun point commun avee (d); au contraire, le
segment joignant deux points qui me se trouvent pas du méme coté
de (d) a un point commun avec (d).

On peut introduire les mémes attributs en se plagant au point
de vue génetigue. Pour la géométrie euclidienne on y parvient trés
simplement en postulant comme il suit:

1) le postulat des paralltles d’Euclide;

2) si deux paives de droites (a, a’), (b, %) issues d’'un méme point O
sont coupées par ume transversale (d) [qui est supposée n'étre pa-
rallele & aucune des quatre droites et ne pas passer par 0] en deux
paires de points (4, 4°), (B, B) tels que A et A4 soient séparés par
Pun des deux points B ou B et que B et B soient séparés par I'un
des deux points A ou A4, il en est nécessaircment de méme pour
loute transversale qui ne passe pas par O et n'est paralltle i aucune
des quatre droites envisagées (ef. n* 24 3 28),

Ce postulat de M. Pasch conduit directement & la définition des
surfaces plames dans lesquelles deux droites qui se coupent partagent
le plan et & la définition des angles formés par ces deux droites.

La question de la définition de Vangle a soulevé autrefois bien
des discussions.

Euclide™) désigne Vangle comme L'inclinaison de deux droites se
coupant, ce qui est une tautologie manifeste®). D’autres ont considéré
langle comme la ,mesure d’une rotation’. Lessentiel dans toutes les
définitions que l'on donnait consistait d'aillenrs & affirmer lexistence
d'une certaine invariabilité, concernant une paire de droites qui se
coupent, par rapport au groupe des mouvements. Le concept d'un
tel invariant (la grandeur de V'angle) suffit évidemment pour constituer
Ia théorie élémentaire des congruences des figures.

Mais l'angle joue dans d’autres questions un role différent. On
le voit, en particulier, quand il s'agit de certains rapports de situation

tels que la notion de ,point situé a Vintérieur d'un angle?, par

95) Elementa, livre 1, déf, 7; Opera, éd. J. L. Heiberg 1, Leipug 1883, p. 2.

96) ,Déja dans l'antiquité des efforts avaient 6t tentés pour obtenir une
meilleure définition de I'angle, mais presque tous ces efforts n'ont abouti 2 an-
cun résultat. D'aprés Apollonius un angle est la contraction ou le resserrement
[svveyoyr] d’une surface ou d'un solide autonr d’un poiat sous forme de ligne
brisée ou de surface ayant une pointe [en latin du moyen dge: angulus est
coniunctio superficiei aut corporis ad unum punctum, que comprehenditur a linea
curva aut superficie acuta] définition qui n'est gudre préférable & celle d'Buclide.
Drautres définitions presque aussi obscures ont €t¢ données par Plutarque et
Carpus [cf. Procli Diadochi®), p. 121/8; Anaritii In libros Euclidis commentarii ™,
p. 11/4] (Note de G. Enestrim).*
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exemple. Au point de vue de ¢es relations, on a besoin d’un concept
de V'angle qui soit indépendant du concept de la congruence des angles.

C'est pourquoi Louis Bertrand®") a défini langle comme partic
dun plan. D'une fagon précise: l'angle de deux droifes est la partie
du plan qui est commune aux deux demi-plans limités par ces deux
droites; ou encore: I'angle de deux droites est Vinterférence de ces
deux demi-plans. Les deux droites sont les cstés de I'angle.

G. Veronese®) remarque que la figure ainsi définie, qu'il appelle
»champ angulaire ou ,section angulaire’, ne correspond pas & la
conception habituelle de 'angle; on considére en général I'angle comme
une figure n'ayant qu'une dimension, appartenant non i un plan mais
a un faisceau de droites. C’est pourquoi il propose plutdt, en
s'appuyant sur le principe de dualité qui domine toute la géométrie
projective, de définir 'angle de deux demi-droites a, b comme Vensemble
des demi-droites situces entre les deux demi-droites a et b.

On peut -développer tous les rapports de situation des figures.
polygonales quelconques en se basant sur le postulat de M. Pasch.
On peut, en particulier, définir ainsi la surface d'un polygone.

G. Veronese®®) parvient & ce méme résultat d'une fagon récurrente,
en considérant d’abord la surfuce du triangle comme la partie du plan
qui est commune & deux angles, puis en considérant la surface du
polygone convexe comme une somme [une juxtaposition] de surfaces
de triangles. Si l'on rattache ces développements 3 la construction
génétique du plan, ils entrent en rapport avec le concept des parallzles
(cf. n° 14).

F. Enriques et U. Amaldi*) définissent la surface du polygone
convexe comme l'interférence des demi-plans qui contiennent les sommets
et sont limités par les ¢Otés du polygone. Ils en déduisent les abtri-
buts élémentaires de situation des polygones en appliquant directement
le postulat de M. Pasch.

Les deux parties dans lesquelles un plan est divisé par un po-
lygone convexe peuvent de méme &ire définies soit par juataposition,
soit par interférence de demi-plans et Uon en déduit alors cette pro-
priété fondamentale qu'un segment, ne passant pas par un sommet du

97) Développement nouvean de la partie élémentaire des mathématiques 2,
Gendve 1778, p. 6.

98) Fondamenti®*®), p. 619; trad. 4. Schepp, Grundziige®®), p. 307 et suiv.
et p. 695; Elementi*®), (2° éd.) p. 35.

99) Fondamenti®®), p. 821 et suiv.; trad. A. Schepp, Grundziige *%), p. 346
et suiv.; Elementi®), (2° éd.) p. 105; (8° éd.) p. 118.

100) Elementi %), (17 éd.) p. 98.
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polygone et joignant deux points du plan, coupe le périmétre du
polygone en un nombre pair ou impair de points selon que ces deux
points appartiennent, ou non, 3 la méme partie du plan.

La partie intéricure (surface du polygone) ne semble pouvoir étre
distinguée de la partie extériewre qu'en raison de l'infinité de cette
dernidre,

(. Les concepts de géométrie plane dont on vient de parler s'ap-
pliquent aussi & la géométrie dans l'espace.

Les parties (ou ¢dtés du plan) dans lesquelles I'espace est divisé
par un plan peuvent dtre définies, si I'on admet un postulat [analogue
au postulat de M. Pasch relatif au plan] affirmant que l'espace a
trois dimensions et permettant de prouver que ,deux plans ayant un
point commun ont nécessairement une droite commune. Si, au con-
traire, on prend cette propriété comme postulat (comme dans le n° %)
la division de P'espace par un plan résulte du postulat de M. Pasch
relatif au plan.

Le concept de Vangle diédre est analogue & celui de I'angle plan
et n'appelle pas de nouvelles réflexions.

La définition générale du polyddre (ou plutdt de la figure polyé-
drique) et celle du corps fermé d dent quelque attenti En
effet une nouvelle difficulté apparait déja ici quand on envisage les
figures polyédriques et & cette premiére difficulté vient s'en ajouter
une autre encore quand on envisage des corps fermés limités par
des surfaces courbes. Ces questions seront traitées dans des articles
spéeiaux relatifs aux polyedres.

Nous terminerons l'examen de ces concepts en remarquant que
les concepts du sens d'un amgle, du sens d'une figure, du sens d'un
segment, . . . dans le plan, ainsi que les concepts du sens dun angle
diédre, du sens heélicoidal, ... dans 'espace, peuvent &tre établis en
prenant comme base le postulat de M. Pasch relatif au plan, et le
postulat snalogue dans Lespace, sans recourir & d'autres intuitions
primitives.

Ce sujet a été traité de facons différentes par G.Veronese'®') dune
part, par F. Enriques et U. Amaldi®®?) d'autre part'®), et enfin par
F. Schuri*)*

101) Elementi *), (2° éd.) p. 5%,

102) Elementi®®), (17 éd.) p. 58.

103) Voir aussi, & ce sujet, l'article de U/. Amaldi dans F. Enrigues, Questioni,
p. 56; et voir encore B. Levi, Periodico di mat. (8) 1 (1903/4), p. 207/14.
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11. Congruence et mouvement. A la congruence (ou égalité
géométrique) et au mouvement (des corps rigides) qui permet de la
controler (daus lespace physique) se rattachent deux manibres de
voir distinctes.

Selon les uns le mouvement géométrique fournit la définition
de la congruence, puisque par mouvement on peut distinguer les
figures superposables de celles qui ne le sont pas.

Pour d'autres, le concept méme de mouvement géométrique, re-
présentant une variation de position sans dcformation, contient impli-
citement l'idée de congruence.

Nous ne parlerons pas ici des tentatives faites depuis Fuclide
pour écarter des principes de la géométrie lidée du mouvement.
Nous rappellerons seulement que, vers 1868, IH. von Helmholtz ™) a
soutenu que le concept du mouvement (abstraction faite du temps)
est le fondement naturel du concept de congruence [ef. n™* 39 & 42]
d'ot il apparait & G.J. Hoiiel™™) que L'on fait une confusion d'idées
en voulant bannir le mouvement des éléments de la géométrie.

Ch. Méray™) partege aussi cette fagon de voir. Il part du concept
de la tramslation pour parvenir & celui du parallélisme et cest le
concept de la rofation qui le mene au concept de Yorthogonalité.

H. Poincaré™), lui aussi, considere le concept du mouvement
comme le fondement propre de la géométrie.

Dans le domaine mathématique les deux theses opposées que
nous venons de mentionner peuvent également se défendre comme
légitimes.

Si méme on admet que, dans la gendse psychologique, l'idée de
congruence est née du mouvement physique des corps rigides, on ne
peut nier que lesprit forme du mathématicien comprend, en fait, les
deux notions de congruence et de mouvement de telle fagon qu'il
puisse logiquement prendre chacune d'elles, indépendamment de V'autre,
comme notion primitive caractérisée par un systeme convenable de
postulats.

Peut-dtre aussi, & un certain point de vue, serait-il possible de

104) ,Grundlagen®’, p. 79.*

105) Verh. des Naturhist. medic. Versins Heidelberg (1) 4 (1865/8), p. 1973
(1) 5 (1869/70), p. 81/2; Mém. Soc. sc. phys. nat. Bordeaux (1) 5 (1867), p. 372/8;
Nachr, Ges. Gott, 1868, p. 193/221; Wiss. Abh, 2, Leipzig 1843, p. 610/617; 618/39

106) Fssai critique sur les principes fondamentaux de la géométrie élémen-
taire, Paris 1867; (2° 6d.) Paris 1883.

107) Nouveaux éléments de géométrie, Dijon 1874; (2° éd.) Dijon 1903,
p. 21, 31,

108) La science et I'hypothése, Paris s. d. [1903], p. 60,1.
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soutenir que la congruence, entendue comme un rapport physique,
a par elleméme une signification indépendamment du mouvement
des corps.

Qutre les deux manitres de voir déja indiquées, il en est une
troisitme'®) qui cherche & rattacher Vidée de la congruence géomé-
trique & l'identité logique. Mais les critiques ont déja noté, et cela
i juste titre, que ceux qui procédent ainsi se fondent sur une fausse
interprétation du principe logique d’identité.

Sans quitter I'ordre élémentaire, nous allons exposer briévement
les systemes de postulats par lesquels M. Pasch, G- Veronese et D. Hilbert
ont formulé logiquement les propriétés fondamentales de la congruence
géométrique. Nous examinerons plus loin (n® 39 & 42) les développe-
ments qui, d'aprés les idées de H. von Helmholtz, permettent de caracts-
riser l'ensemble des mouvements comme un groupe de transformations.

a, Systémes de postulats de Pasch'). Aprés avoir donné les
postulats [de la géométrie projective] qui concernent les propriétés
graphiques'"') de la droite et du plan dans une région de lespace
(Raumstiick) convenablement délimitée [n® 15], M. Pasch introduit
comme notion logiquement primitive (quoique psychologiquement
acquise par l'expérience du mouvement) la notion de la relation de
congruence entre deux figures géométriques composées de points, re-
lation que nous désignerons par

M=M.

La congruence est congue comme une correspondance parfaite
[I1,1], cest-i-dire univoque et réeiproque, élément par élément, ainsi
qu'il suit:

Les parties homologues de figures congruentes sont congruentes.
Deux figures congruentes & ume troisitme sont congruentes entre
elles. i deux figures M, M’ sont congruentes M == I'] ot qu'a M on
adjoigne un point A, on peut toujours déterminer un point 4 de
fagon que les figures composées M + A, M+ A’ soient congruentes
[M+A=M + 47

Les propriétés fondamentales de la congruence par rapport a la
droite et an plan sont énoncées dans les sept postulats suivants dont

les cing premiers se rapportent & la droite et les deux derniers au

109) G- Veronese, Elementi*), (2° éd.) p. 22 [premibre partie, livre 1).

110) Neuere Geom.**), p. 103.

111) J. V. Poncelet a désigné successivement sous le nom de propriétés des-
criptives [Traité des propriétés projectives des figures, Paris 1823; (nouv. éd.)y 1,
Paris 1865, Introd. p. XIII] et de propridtés graphiques [id. 1, p. 8] les propriétés
des figures qui ne concernent que la position respective de ces figures.
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plan. [Dans les énoncés de ces sept postulats les lettres 4, B, C, . ..
représentent des points].

1) Les figures AB et B.A sont congruentes; en d’autres termes on a

AB=DBA.

2) Bi Y'on envisage la figure plane ABC, il existe sur la droite

qui joint 4 et €, du c6té de A o est €, un point B tel que
AB =AB.

3) 8i ABC=A'BC et si O est intérieur & AB, alors " est
intérieur & A'F.

4) Bi O, est intérieur & A B et que sur la droite qui joint A et B,
on construise, du c6té opposé & 4, le point C, de fagon qu'on ait
C,C, = AQ, puis, toujours du coté opposé & 4, le point C; tel que
Ton ait ¢,C; = C,C,, et ainsi de suite, on parvient nécessairement
aprés un nombre fini d'opérations & un point C,,, tel que C,C,,,
contienne le point B.

5) Si dans la figure 4BC on a

AB= BC,
il en résultera
ABC= CBA.

6) Si D, E, F sont trois points non en ligne droite et que l'on ait

AB= DE,
il existe, dans tout plan mené par AB, deux points C tels que
ABC=DEF.

7) 8i deux figures non planes A BCD, ABCE sont congruentes,
le point E coincide avec le point D.

Le postulat 4) contient le postulat d’Archimede dont nous par-
lerons au n° 13 avec plus de détail.

b, Systémes de postulods de Veromese. Quoique le systdme de
postulats de M. Pasch soit d'une logique parfaite, celui de G- Veronese
accuse si l'on veut un progrés en ce sens du moins qu'au lieu de
prendre comme notion primitive celle de la congruence de deux figures
gquelcongues, on n'y prend comme notion primitive que celle de la
congruence de deux segments.

Le systéme de G. Veronese est caractérisé par eing postulats dont
voici I'énoncé%):

112) En formulant ainsi cet énoncé, orn a égard non seulement au texte des
oFondamenti* mais aussi, en partie du moins, & celui des ,Elementi* de
G. Veromese. On reproduit tontefois ici le systtme général des postulats [non
contenu dans les ,Elementi"] qui fait abstraction du postulat des paralldles.
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1) La congruence de deux segments consiste en une correspon-
dance biunivoque entre les points de ces deux segments, telle que
a des points successifs de l'un correspondent des points successifs de
Tautre et que chaque segment partiel de l'un soit congruent au
segment partiel, homologue de l'autre.

2) Deux segments congruents & un troisieme sont congruents
entre eux.

3) Ktant donnés, sur une droite, un segment 4B et un point c,
il existe sur la droite un segment déterminé CD congruent 3 AL et
de méme sens.

4) Yitant donné sur une droite un segment AD, il existe sur
cette droite un segment déterminé 4B, qui est congruent & AL et
de sens contraire.

5) Si deux droites ont un point commun 4, & chaque segment 4 B
de l'une correspond un segment congruent AB de lautre (et un
segment A B de sens contraire).

Ces postulats, joints aux postulats relatifs & la notion primitive
de droite (ordre de ses points, leur coincidence au sens du n° 13,
leur détermination au moyen de deux points), permettent de comparer
deux segments quelconques en parlant de segments plus grands et
moins grands, de somme ou de différence de deux segments, ...

Ces postulats ne renferment d'ailleurs pas le postulat d’Archiméde,
quil faut done encore leur adjoindre quand on en a besoin.

La congruence de deux figures quelconques (composées de points)
peut ensuite étre definie comme une correspondance telle que les
segments homologues soient congruents.

Pour Vlétude des figures congruentes, G. Veromese propose un
postulat relatif aux paires de droites incidentes, c'est-a-dire aux angles:

6) Si (AB, AC) et (A'B, A'C") sont deux paires de droites et
que les trois paires de segments (4B, 4'R), (AC, 4'C), (BC, BC)
sont congruentes, alors les deux paires de droites (4B, 4C), (4'B, A'C))
sont aussi congruentes,

1 se sert en outre du postulat suivant:

7) Si un ¢oté d'un triangle devient infiniment petit, la différence
des deux autres cotés devient aussi infiniment petite.

Si, dans ce systtme de postulats et dans le développement des
conséquences que lon en tire plus d'un détail parait compliqué, cela
tient essentiellement & ce que G. Veromese s'est imposé d'une part de
ne pas prendre comme domnée la propriété fondamentale du plan
(ef. n° 8), et d’autre part de faire dépendre le concept général de la
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congruence, en particulier de la congruence des angles, uniquement
de celui de la congruence des segments.

L'importance du dernier postulat sur la continuité du plan (con-
tinuité qui, dans la méthode ordinaire, résulte de celle de la droite,
mais qui ici figure comme un complément de celle de la droite)
apparait nettement quand on cherche avec J. Mollerup™) i développer
les construetions dans le plan sans faire intervenir le concept de la
congruence des angles.

Dans la méthode de J. Mollerup il est nécessaire d’établir un
postulat d’aprés lequel ,on puisse construire sur une droite donnée
comme base, et d'un des cotés de cette droite, un seul triangle ayant
ses eotés respectivement égaux i ceux d'un triangle donné“ Or dans
le systeme de G. Veromese, ce théordme peut étre prouvé en se basant
sur le postulat, déja mentionné, de la continuité du plant*),

¢. Systme de postdats de Hilbert). En distinguant l'un de
Pautre les postulats de I'appartenance et de la disposition [n 9 et 10,
@ et ] et en prenant par suite comme donnée la propriété fonda-
mentale [n° 9, e} du plan, D. Hilbert a établi un nouveau systéme de
postulats fort simples dans lequel le concept de la congruence des
segments et celui de la congruence des angles apparaissent tous les deux
comme primitifs.

Si Ton considere les segments et les angles comme définis in-
dépendamment de leur sens (n° 10), on peut formuler les postulats
de Hilbert de la fagon suivante:

v. Sous le nom de congruence, on suppose donnée une relation
symetrique entre les segments et les angles telle que les sept condi-
tions que voiel soient satisfaites:

1) Tout segment et tout angle est & lui-méme congruent.

2) Deux segments, ou deux angles, qui sont congruents 2 un
méme troisieme, sont congruents entre eux''?).

3) Sur une droite on peut déterminer, d'un coté d'un point 4"
donné sur cette droite, un segment A'B’ qui soit congruent & un
segment donné AB; on écrit

AR =AB.

113) Math. Ann. 58 (1904), p. 479.

114) Voir aussi A. Guarducci, dans F. Enriques, Questioni *"), p. 66.

1156) Grundlagen®’), (2° éd.) p. 7.

116) Ces deux premidres conditions [asuxquelles correspondent des propriétés
que les logici qui s'occupent de mathématiques appellent propriétés réflectives
et transitives] comme aussi la condition: si a=b on a anssi b=a [0 laquelie
correspond la propriété symétrique) constituent, en général, les attributs formels
de tout rapport pouvant tre envisagé comme une égalité.
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4) Si B est un point du segment AC, B un point du segment
A'C et si
AB=A'B, BO=BC,
on a aussi
AC=4'C.

5) 8i, dans un plan, on se donne une demi-droite (¥« partant
d’un point O et si Ton considére un des deux demi-plans limités par
la droite (a’), on peut déterminer, dans ce demi-plan, une demi-droite
OV issue de (F et formant avec O'a’ un angle congruent & um angle
donné < (a, b); on derit

(@, ¥) = ¥(a, b).

6) 8i Ob est une demi-droite issue du sommet O de l'angle
¥(a, ) et si 0D’ est une demi-droite issue du sommet O de l'angle
X(d, ¢), si enfin

(e, b) = 5@, ¥) ot E(b, ) =% o),
Xl o) = (, ).

7) 8i 4, B, C d’'une part, 4', B, ¢’ Iautre part, sont des ,triples
de points* [groupes de #rois points] non situés en ligne droite et si
AB=A4'B, AC=4'C,

XBAC=¥BAC,

on a aussi

on a aussi
FABC=<xA'B( et LACB=<CA'CH
et par conséquent aussi
BC=PBC.

Ces postulats ne contiennent pas le postulat d’Archiméde qui doit
done leur étre expressément adjoint quand on en a besoin. Tls
forment la base des théortmes ordinaires relatifs & la congruence des
triangles, théordmes sur lesquels repose toute la théorie de la con-
gruence des figures quelconques.

12. Sur la réduction des pts fond x idérés
dans les numéros précédents. L’Kcole de logique mathématique de
G. Peamo™"), faisant abstraction de tout ce qui ne regarde pas
uniquement la logique formelle, se propose de restreindre le mombre
des concepts dont il vient d’gtre question (n** 7 a4 11) et de pour-
suivre au point de vue formel, autant que faire se peut, l'examen
des postulats en les décomposant dans leurs éléments.

117) Voir G. Peano, Formulaire de mathématiques 4, Turin 1903, p. 253.
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Dans cet ordre d'idées, G. Peano''®) a pris comme point de départ
les postulats de caractdre projectif de M. Pasch se rapportant aux
concepts ,point, ,segment® ou ,situé entre“ et ,surface plane®. En
les traduisant en symboles empruntés & la logique mathématique déja
systématisée & cette époque, il commenga par ramener le concept
de la surface plane & celui du segment (cf. n° 11). Il montra ensuite'?)
que l'on peut remplacer le concept de la congruence par les postulats
de caractére projectif que nous venons d’énumérer en y joignant le
postulat du ,mouvement. Il se préoccupa aussi de prouver l'indé-
pendance de ses postulats en en domnant diverses interprétations
(cf. n° 4),

M. Pieri'®) a défini le ,segment” 3 Iaide des concepts ,point*
et ,mouvement” et, & cet effet, a développé un systéme convenable
de postulats.

M. Pieri'™") et A. Padoa'™) ont proposé de remplacer le concept
du mouvement par le concept »paire de points équidistants“ qui peut
éfre ramené au cas de ,paire ayant un point commun® et cela en
suivant une idée qui apparait déji dans les premiers théoremes
d'Buclide et qui a été développée par G. Veronese'®).

G. Peano'™) a montré que ces définitions ne sont pas sans re-
lations avec celles de la droite et du plan données par G. W. Leibniz
(n® 8); il 2 mis aussi en évidence le lien qui les unit & ses postulats
concernant la théorie des vecteurs.

I convient de remarquer que jusqulici M. Pieri seul a formulé
d'une fagon compléte les postulats dont il fait usage. II faut toutefois
ajouter que ces postulats se présentent sous une forme extrémement
compliquée et perdent tout caractére d’évidence relativement & lin-
tuition que nous en avons. Cela vient surtout de ce que les concepts
primitifs de la disposition (c'est-a-dire les attributs de la droite en taut
que ligne) ont 6t6 supprimés par M. Pieri. D'ailleurs M. Piers w'attache
aucune importance & I'dvidence plus ou moins grande de ses prémisses 129),

De son coté, B. Levi'®) a développé un sysitme de postulats en

118) Prineipii 2%), p. 9 et suiv.,

119) ,Rivista mat. 4 (1894), p. 75.*

120) Memorie Accad. Torino (2) 49 (1899), p. 173.

121) Memorie Accad. Torino (2) 49 (1899), p. 173 et suiv.

122) Voir en particulier: C.R. du deuxitme congrés intern. math. Paris 1900,
publ. par E. Duporcg, Paris 1902, p. 363,

123) ,G. Veronese, Fondamenti®), en pastic. p. 274.*

124) Afti Acead. Torino 38 (1902/8), p. 8.

125) Memorie Accad. Torino (2) 49 (1899), p. 178 et suiv.

126) Memorie Accad. Torino (2) 54 (1904), p. 261/353.
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ne s'appuyant que sur les concepts ,point* et ,paires équidistantes*;
mais les postulats de B. Levi ne définissent pas seulement la géomé-
trie habituelle: ils définissent aussi un systdme géométrique plus gé-
néral; & l'aide des concepts de disposition, ce systéme plus général
conduit d’ailleurs 4 la géométrie métrique habituelle (aussi bien eucli-
dienne que non-euclidienne).

A coté de ces travaux il y a lieu de mentionner un mémoire
de B Kagan'™) ou Yon trouve un systtme de définitions et de
postulats propres & caractériser la géométrie euclidienne en prenant
comme base les concepts fondamentaux ,point*, ,mouvement” (trans-
formation des points) et ,distance” (considérée comme invariante
au point de vue des mouvements). Les développements de B. Kagan
sont trés clairs et ses postulats sont plutét simples; mais cette
simplicité est obtenue en supposant que la distance est immédiate-
ment représentée par un nombre; cette supposition remplace en par-
ticulier les concepts de la disposition; il convient d'ailleurs d’observer
qu'elle semble en contradiction avec le point de vue auquel se place
B. Kagan.

Dans une voie différente, mais en suivant cependant encore les
idées directrices de I'Hcole de logique mathématique de G. Peano,
0. Vellen'™) a établi un systéme de postulats tres simples dans lesquels
le ,point‘ et les ,triples de points se succédant en ligne droite”
apparaissent comme des concepts primitifs; il a aussi cherché a dé-
finir la congruence en se basant sur ces postulats. Mais cette dernitre
définition se fonde sur le choix arbitraire d'une certaine polarité
[pour ce qui concerne le fondement projectif de la géométrie métrique,
of n” 28, 30] et elle semble, par suite, ne faire que déguiser I'infro-
duction d'un nouveau concept primitif,

13. Continuité et postulat d’Archiméde. L’analyse du con-
cept de continuité a regu de mos jours une grande extension par
suite du développement des eonsidérations infinitésimales (cf. n°* 46
4 52). On rencontre cependant déjd des traces de cette analyse dans
quelques théories développées par les géometres grecs, en particulier dans
la théorie des proportions, ou ces géometres sont parvenus i surmonter
les difficultés qui se présentent quand le rapport des grandeurs en
proportion est incommensurable!®), et dans l'emploi de la méthode

127) Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 11 (1902), p. 403.

128) Trans. Amer. math. Soc. 5 (1904), p. 343; ,voir aussi E. H. Moore, id. 3
(1902), p. 147; F. Schur, Grundlagen®?), p. 8.*

129) Euclide, Elementa, livre 5, déf. 5; Opera, éd. J. L. Heiberg 2, Leipzig
1884, p. 2.
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d'exhaustion'®). Dans ces deux cas toutefois, il g'introduit uniquement
ce qui, dans la notion de continuité, correspond au postulat d’Archi-
méde™): ,si deux segments sont donnés, il y a toujours un multiple
du plus petit qui surpasse le plus grand®.

Ce postulat est implicitement contenu dans la quatrieme défi-
nition du cinquidme livre des ,Eléments“ d'Buclide's?):

Abyov égerv modg Hiinhe peyidy Adyerar, & dbvarer morlamda-
Giafdueve GAMiAwy bmepéysiv il existe un rapport mutuel entre
des grandeurs qui peuvent en se multipliant se surpasser mutuelle-
ment*,

A notre point de vue moderne, Iimportance du postulat d’Archi-
méde résulte surtout de ce qu'on peut en conclure immédiatement la
possibilité de représenter chaque segment par un nombre soit ra-
tionnel, soit irrationnel. En effet, étant données deux grandeurs quel-
conques y satisfaisant, ce postulat permet de déterminer deux multiples
successifs de la premiére de ces deux grandeurs, encadrant la seconde,
en sorte que lon peut établir des calculs sur ces grandeurs et définir
le rapport (iépog) de deux dentre elles conformément & la théorie
des proportions d'Euclide. Si l'on convient de prendre une des deux
grandeurs envisagées comme unité de mesure, ce rapport est un nombre,
le nombre qui mesure l'autre grandeur!®).

Il résulte aussi du postulat d’Archiméde qu'il n'existe pas d'in-
finiment petit actuel par rapport aux longueurs que l'on considere.

Mais de ce postulat & lui seul on ne saurait conclure que réei-
proguement & tout nombre irrationnel correspond un segment mesuré
par ce nombre®®).

130) Euclide, Elementa, livre 10, prop. 1; Opera, ¢d. J. L. Heiberg 3, Leipzig
1886, p. 4.

131) C'est O.Stolz [Ber. naturw.-mediz. Ver. Innshruck 12 (1881/2), p. 763
réimpr. Math. Ann. 22 (1883), p. 504] qui a désigné cette proposition sous le nom
de postulat @ Archiméde. 1l ne faudrait pas croire toutefois que ce postulat
soit effectivement da & Archiméde. Comme le dit d'ailleurs 0. Stolz lui-méme,
[Ber. naturw.-mediz. Ver. Innsbruck 12 (1881/82), p. 86; Math. Ann. 22 (1883),
p. 512] bien avant Archiméde, plusienrs géometres avaient déja fait usage de
cette proposition fondamentale. Elle se trouve dans Aristote [voir J. L. Heiberg,
Abh. Gesch. Math, 18 (1904), p. 28] et il est méme vraisemblable [cf. H. G.
Zeuthen, Verhandl. des 3. i Math.-Ko Heidelberg 1904, publ. par
A. Krazer, Leipzig 1905, p. 541; Bibl. math. (8) 7 (1906/7), p. 344] qu' Budoxe
g'en est déja servi.

132) Elementa, livre 5, déf. 4; Opera, éd. J. L. Heiberg 2, Leipzig 1884, p. 2.

183) Cf. O. Holder, Ber. Ges. Leipzig 53 (1901), math. p. 1.

134) ,F. Schur [Grundiagen®?), p. 183] se place & un point de vue différent.
1 admet que l'existence géometrique d'un segment résulte de ce que d'une part
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Notre concept de continuité renferme i la fois le postulat
d’Archiméde et ce qu'il faut lui adjoindre pour qu'effectivement & tout
nombre réel corresponde un segment mesuré par ce nombre. Il ren-
ferme ainsi un énoncé positif d’existence que les Grees ne semblent
pas avoir connu: quelques sophismes célsbres, comme celui d’Achille
et de la tortue, paraissent le prouver.

Ce nest pas que les Grecs n'aient utilisé la représentation du
continu. Tout ce qui, dans cette représentation, leur était néces-
saire se retrouve implicitement dans les ,Eléments* &’ FEuclide: ainsi
les faits essentiels touchant l'intersection des cercles et des droites
y sont admis et les constructions basées sur ces faits sont pour
Euclide 'unique fagon de prouver Vewistence des figures'™).

A notre point de vue moderne, le postulat de la continuité des
droites (et, par suite, celui de la continuité de Tespace) apparait
quand on cherche & représenter géométriquement tous les nombres
réels eb clest sur ce fondement que repose pour mous la géométrie
analytique.

Dans ses cours professés & I'Université de Berlin, K. Weierstrass'ét)
a déja formulé ce postulat; G. Cantor'®") et R. Dedelind®®) Yont
énoncé différemment

Postulat de continuité de Cantor. Ce postulat Sexprime géomé-
triquement de la manidre suivante:

8l y a sur un segment rectiligne’ O M deux suites illimitées de
segments OA;, Od;, 04y, ... dune part, 04',, O4,, 04, ...
d’autre part, tels que les segments de la premidre suite croissent in-
définiment et que les segments de la seconde suite décroissent indé-
finiment, et cela de fagon que les segments A4, A',, A, 4’,, Ag Ay, ...
déeroissent constamment pour devenir plus petit qu'un segment arbi-
trairement fixé & l'avance (quelque petit quon fixe ce segment), &
partir d'un indice # (qui dépend naturellement du choix de ce segment),
alors il existe sur le segment OM wn point X tel que OX soit plus

on le définit géométriquement sans ambiguité et que d’autre part on suppose
quil satisfait précisément aux mémes postulats que ceux qui conviennent au
segment analytique. A chaque segment géométrique correspond alors par dé-
finition un nombre réel ot 1'on pent déduire du postulat d'Archimdde qu’a chaque
nombre irrationnel correspond un segment existant géométriquement (Note de
F. Schur).*

135) Cf. H. G. Zeuthen, Math. Ann. 47 (1896), p. 292.

138) ,Ces cours n’ont pas été publids.*

137) Math. Anu, 5 (1872), p. 128.

138) Stetigkeit und irrationale Zahlen, Brunswick 18724 (3° 6d.) Brunswick
1905, p. 8.
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grand que tous les segments de la premidre suite et plus petit que
tous les segments de la seconde suite!®?).

En adjoignant ce postulat au postulat d Archimede, on peut
renverser la correspondance entre segments et nombres qui résulte
de la mesure des segments et 'on parvient ainsi au théoreme fon-
damental d’aprés lequel fout mombre réel (irrationnel aussi bien que
rationnel) correspond & un segment dont il est la mesure.

On peut done dire que I' ble des deux postulats d’ Archiméd
et de Cantor fournit la représentation cartésienne des points de la droite.

Le role joué iei par le postulat de Cantor peut aussi bien lstre
par un autre postulat auquel on a donné le nom de postulat d’inté-
gralité (Vollstindigkeit) et qu'on énonce ainsit):

L’espace est une variété d'éléments (points) qui ne saurait atre
agrandie par Padjonction d'autres éléments de telle fagon que le
systéme des postulats formant la base de la géométrie soit encore
satisfait dans la variété agrandie.

En traduisant géométriquement les expressions du postulat de la
continuité formulées par K. Weierstrass et par R. Dedekind on parvient
4 deux nouveaux énoncés de ce postulat qui se présentent sous une
forme descriptive.

Postulat de continuite de Weierstrass. Si un segment O M contient
ifs Ay, Ay, Ay, ... .. , il existe un
point (limite) B tel que, dans le voisinage!) de B, quelque petit que
soit fixé ce voisinage, se trouve un au moins des points de la suite
Ay, Ay, Ay, oo

Postulat de continuité de Dedekind. Si un segment QM est di-
visé en deux classes de points de telle sorte que si O appartient
4 la premiere classe et M & la seconde, chaque point de OM appar-
tienne & une des deux classes et qu'un point quelconque de la pre-
miére classe se trouve i lintérienr du segment formé par O avee
chacun des points de la scconde classe, alors il ezisfe un point X
tel que tous les points situés & Vlintérieur du segment OX appar-
tiennent & la premitre classe tandis que tous les points situés i lin-

une suite illimitée de points sue

139) Cest & propos de ce postulat de la continuité de & Cantor que
F. Klein [Bull. Soc, phys. math. Kazan (2) § (1898), p. 18; Math. Ann. 50 (1898),
Pp- 594] remarque qu’au point de vue physique on doit déja faire intervenir comme
postulat 'existence de ceux des points du segment O ayant une abscisse ra-
tionnelle dont le dénominateur est suffisamment grand.

140) C'est ce que fait D. Hilbert, Grundlagen ), (3* éd.) p. 22. Cf. note 134.

141) ,Au lieu de voisinage d’un point, on dit aussi souvent environs de ce
point. 11 vaudrait peut-étre mieux dire entourage du point, mais cette locution
est peu usitée. ™
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térieur du segment XM appartiennent & la seconde classe. On dé-
montre qu’il n'existe quun sewl point X jouissant de cette propriété.
Il peut d'ailleurs arriver que X coincide soit avec O soit avee B

Les deux postulats de K. Wesersirass et de R. Dedekind sont
entierement équivalents.

Si l'on adjoint I'un de ces deux postulats de continuité aux pos-
tulats de congruence des segments sur la droite [n° 11, y] on peut:

a) prouver'*) le postulat d’Archimede %)

b) représenter les points de la droite sur le continuum numérique
au moyen d'une correspondance biunivoque [dite aussi parfaite I 1, 1].

On peut done dire que st les postulats sur la congruence des seg-
ments sont donnés [n° 11, y 1 & 4], le postulat de continuité de Weier-
strass (ou celui de Dedekind) est équivalent a U ble des postulats
de continwité de Camtor et dArchiméde.

La question se pose maintenant de savoir si le postulat d’Archi-
mede est aussi une conséquence des postulats sur la congruence des
segments et du postulat de la continuité de Cantor.

G. Veronese™) a montré qu’a cette question il faut répondre né-
gativement et a ainsi prouvé que le postulat de la continuité de
Cantor est compatible avec la supposition d’un segment actuel, infi-
niment petit (par rapport 4 une unité donnée) [cf n° 47]

Cela résulte, en somme, du raisonnement que voici'):

Supposons, dans un méme plan, un systeme @, @, a”, ... de
droites horizontales en nombre illimité, & distances égales les unes
des autres, et considérons I'ensemble de tous les points de ces droites
comme un systéme de points ordonnés de fagon que chaque point B

situé @ droite dun point A sur une
R w—b=————— méme horizontale, et que chaque

D
c point C' ou D situé plus haut que
—_— S . . .
A, soient regardés comme ,suivant
o R A% au contraire ‘A precede B, C et
A B D. Dans ce systeme de points que
Fig. 1. T'on peut supposer ordonné dans les

142) Cf. O. Stolz [Ber. naturw.-mediz. Ver. Innsbruck 12 (1881/2), p. 75;
Math. Ann. 22 (1883), p. 504].

148) O. Holder [Ber. Ges. Lpz 53 (1901), math. p. 1] & énuméré d'une fagon
précise les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’il en soit ainsi.

144) Atti Accad. Lincei Memorie mat. (4) 6 (1890), p. 603; Fondamenti®?),
p. 105; trad. A. Schepp, Grundziige®?) 1, (Einleitung § 105).

145) G. Veronese, Fondamenti®®), p. 166; trad. 4. Schepp, Grundziige *), Ein-
leitung, p. 184 en note.
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deux sens i partir de chaque point 4, la définition du segment est
fixée (aussi bien celle dn segment fini AB que celle du segment
indéfini composé d'une demi-droite, ou celle du segment tel que 4C
ou AD chevauchant sur deux ou plusieurs demi-droites) et L'on peut
aussi parler de segments congruents relativement & une translation quel-
conque du plan qui superposerait les droites envisagées.

Ainsi se trouvent réalisés & la fois tous les postulats concernant
la congruence des segments et ceux qui regardent la disposition. 11
en est de méme pour le postulat de la continuité de Cantor (mais
non pour le postulat de la continuité de Weierstrass ou de Dedekind).

Au contraire, le postulat d’Archiméde ne convient pas au systéme
envisagé, car un multiple quelconque du segment (fini) AB est toujours
plus petit que le segment (indéfini) 4C composé de deux demi-droites.

On en conclut que le postulat dArchiméde est indépendant du
postulat de la continuité de Cantor.

On peut aussi formuler la différence entre le concept de con-
tinuité de Cantor-Dedekind et celui de G. Veronese de la fagon
suivante %)

Si ensemble des points d’un segment OM est divisé en deux
classes M’ et M” conformément au postulat de Dedekind, il peut se
présenter quatre cas:

1°) M & un dernier point A’ et M " un premier A" (on dit alors
quil se produit un saut dans le segment);

29) M a un demnier point A, mais M” n’a pas de premier point;

39) M’ n'a pas de dernier point, mais M a un premier point 4"}

49) M n'a pas de dernier point et M” n'a pas de premier point
(on dit daps ce cas qu'il y a un vide dans le segment).

Le concept de continuité de R. Dedekind exclut les vides et les
sauts; celui de G. Veronese exclut toujours les sauts, mais n'exclut les
vides que dans des conditions particulires. Dans le continuum de
G. Veronese des vides apparaissent par exemple toujours quand les
segments A; A'y, Ay 4y, Az A, ... dont on a parlé dans I'énoncé du
postulat de continuité de Cantor ne deviennent pas inférieurs & tout
segment du systdme envisagé, ce qui est possible.

On peut encore se demander si le postulat d’Archimede peut &tre
démontré a laide des postulats de I'appartenance, de la disposition
et de la congruence [n> 9, 10, 11, ¢, 3, v

11 faut aussi répondre négativement & cette question (ef u° 47).

146) A. Schoenflies, Jabresb. deutsch. Math.-Ver. 15 (1908), p. 26.
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Nous nous attacherons néanmoins, dans ce qui suit, au postulat
de la continuité de Dedekind-Weierstrass, sauf dans certaines recherches
spéeiales ol nous dirons explicilement que ce n'est pas ce postulat de
continuité que nous avons en vue. Toutefois nous ferons abstraction
de la manitre dont R. Dedekind ou K. Weierstrass ont formulé leur
postulat et nous le rapporterons plutot & des concepts purement des-
criptifs, en particulier aux concepts qui sont déterminés par le groupe
de postulats y énoucés an n° 11.

14. Le postulat des paralldles. Le cinquitme postulat des
Eléments® d'Buclide™") affirme que ,deux droites d'un plan qui for-
ment avee une troisidme droite de ce plan et du méme c¢6té de celle-ci,
des angles dont la somme cst inférienre & deux droits, se rencontrent
si on les prolonge suffisamment®.

Kol éov &g 0%o eddeing edBeln dumimroven tig fvrog nel émb
T8 wdtd wigy yoviag dve deSav hdecovas morfj, éxfullouives tig
0o ebBelag & dmspov evumimrew, ¢ & ploy sloly of AV Svo
bpdoY édeaoves”.

Ce postulat se trouve & la base de la théorie des paralleles. I1
revient & affirmer que par un point extérieur i une droite donnée
on peut mener une, et une seule paralltle & cette droite.

Les grees déja™®) ont cherché & démontrer ce postulat en le
rattachant aux postulats déja admis et anx 28 premitres propositions
des ,HBléments &' Fuclide qui n'ont rien & voir avec le postulat des
paralleles. Il suffit de rappeler les essais tentés dans cet ordre d'idées,
au second sidcle de notre ére, par Claude Ptolémée™) et, au cinquitme,
par Proclus'™). A ces essais!™) se rattachent ceux de Nassir ed Din'5?)

147) Elementa, livre 1, postulat 5; Opera, éd. J. L. Heiberg 1, Leipzig
1888, p. 8.

148) L'histoire de ces recherches depuis I'antiquité jusqu'a N. I. Lobadevshij
et J. Bolyai a été exposée par P. Stickel et F. Engel, Die Theorie der Parallel-
linien von Euklid bis auf Gauss, Leipzig 1895. Voir aussi R. Bonola, dans
F. Enriques, Questioni®?), p. 143/222.

149) Louvrage od Claude Ptolémdée traite de cette question est perdu, mais
Proclus nous a conservé son essai [Procli Diadochi?), p. 362/3).*

150) ,Procli Diadochi?), p. 371/3.%

151) ,Un géomeétre grec, probablement un pen postérieur & Proclus et dont
le nom ne nous est connu que sous la forme arabe Agumis a essayé de dé-
montrer le postulat des paralldles d'une maniére que rappelle Vessai de J. Wallis.
Quel que soit le triangle que 'on envisage, dganis suppose que I'on puisse cons-
truire un triangle semblable plus grand ce qui lui permet de déterminer le
point ou deux droites non paralléles se rencontrent [Anaritié Euclidis commen-
tarii 74), p. 70/3].*
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au treizieme siecle de notre &re. Il est d’ailleurs intéressant de re-
marquer que ce géometre arabe, dans ses développements, suppose
implicitement connu le postulat des paralltles puisqu'il part d’un triangle
dont la somme des angles est égal & deux droits.

J. Wallis*®) a introduit dans la théorie des paralldles un point
de vue nouveau en remarquant que le postulat d'Euclide peut atre
remplacé par un postulat affirmant l'existence dun triangle semblable
a un triangle domnné et d'une grandeur arbitraire’™). En fait, il suffit,
pour éliminer les hypothéses contraires au postulat d'Euclide, d’admettre
Vexistence de deux triangles semblables et inégaux.

Cest précisément ce dernier postulat que L. N. M. Carnot™®) et
P. 8. Laplace™®) ont proposé de substituer au postulat dFuclide.

V. Giordano™), qui considérait les droites paralltles comme des
droites équidistantes, ce qui concordait avec la définition que plusieurs
géometres en avaient douné avant lui, a prouvé que si trois points
d'une droite () sont & égale distance § d’une autre droite (d), les
deux droites (d) et (d') sont équidistantes, c’est-a-dire qu'alors fout
point de la droite (@) est & la meéme distance & de la droite ().

G. Saccheri'™), dans un ouvrage sur Fuclide, sest livré & une
critique approfondie du postulat des paralléles ™), en se plagant au

152) ,Une traduction latine de cet essai de Nassir ed Din a 6té publide
par J. Walhs [Opera 2, Oxford 1698, p. 669/73]. Lloriginal de l'essai de Nassir
ed Din se trouve dans la traduction arabe des Eléments d’Euclide par Nassir
ed Din publiée & Rome en 1594 on ne sait par qui (Notes 149 a 152 de
G. Enestrom).*

153) De postulato quinto et definitione quinta lib. 6 Euclidis disceptatio
geometrica; Opera 2, Oxford 1693, p. 665/78.

154) ,Effectivement J. Wallis [Opers 9% 2, p. 667} se sert du postulat indiqué
dans le texte, mais le postulat posé par Iui [Opera?®®) 2, p. 676] est plus général;
il admet qu'a chaque figure correspond une figure scmblable (Note de . FEnestrom).*

133) Géométrie de position, Paris 1803, p. 481, en note.

156) Exposition du systtme du monde, note ajoutée i la 5* édition, Paris
1824; (Buvres 6, Paris 1884, p. 472.

157) Euclide restituto overo gli antichi elementi geometrici ristaurati e
facilitati, Rome 1680; (2 éd.) [d’apres P. Riccards, elle ne differe de la précédente
que par le feuillet de titre], Rome 1686. Cf. R. Bonola, Bolletino bibl, storia mat.
8 (1905), p. 33/6.

158) Euclides ab omni naevo vindicatus: sive conatus geometricus quo stabi-
liuntur prima ipsa universae geometriae principia, Milan 1783; JIéimpression
partielle publiée sous le titre: L'Euclide emendato dal G. Saccheri; traduzione
e note di G. Boccardini, Milan 1904 (Note de G. Loria).*

159) C'est E. Beltrami [Un e italiano di L dre et di Loba-
tschewsky, Atti. R. Accrd. Lincei Rendic. (4) b II (1889), p. 441/8] qui a mis en
pleine lumidre I'importance des travaux de ce géométre italien.
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point de vue suivant qui se rattache d'une part aux idées de Nassir
ed Din et de lautre & celles de V. Giordano:

Si l'on prend dans un plan un segment A B et qu'on éleve & ses
deux extrémités A et B les perpendiculaires au segment d'un méme
¢oté de celui-ci, puis que l'on porte sur ces deux perpendiculaires
deux segments égaux AC, BD, on obtient un quadrilatere ABCD
dont deux des angles sont droits et dont on peut démontrer que les
deux autres angles sont nécessairement égaux entre eux; on peut
dailleurs faire sur ces deux angles trois hypotheses distinetes: on
peut les supposer aigus, droits ou obtus. G. Saccheri a démontré que
si Pune de ces trois hypothéses est vérifiée une seule fois, elle le sera
toujours, de quelque fagon que Uon fasse varier les données.

La scconde des trois hypotheses équivaut au postulat d’Euclide
tandis que la premiere conduit & la géométrie de N. I Lobacevskij et
la troisitme & celle de B. Ricmann. G. Saccheri prétend démontrer
absurdité de la premiére et de la troisieme hypothese; il exelut le
cas de Tangle obtus en se basant sur linfinité de la droite et il eroit
tronver un élément ,discordant dans le caractére asymptotique des
paralltles od aboutit Ihypothese de V'angle aigu'®®).

J. H. Lambert'®) s'est placé & un point de vue qui ne differe pas
beaucoup de celui de G- Saccheri®). Lui aussi part d'un quadrilatére,
mais il le suppose construit avee #rois angles droits; il considere trois
hypothises suivant que le quatrieme angle est aigu, droit ou obtus.
Il montre que si pour un seul quadrilatére on se trouve dans le cas
de langle droit, il en est de méme pour fous les autres quadrilatéres
envisagés, et que ce cas est celui qui convient au postulat d'Euclide.”

J. H. Lambert observe, en outre, que dans les cas ou le quatrieme
angle est soit aigu, soit obtus, cas qui conviennent aux géométries
non-euclidiennes, il doit y avoir une espece dunité de mesure naturelle
ou absolue, Cest-i-dire une unité définie par ses relations avec le plan
(dans la géométrie euclidienne il v’y a rien de semblable; une longueur
queleonque ne saurait y étre déterminée dans le plan tant qu'on ne
s'y donne pas une unité arbitrairement fixée). J. H. Lambert montre
que le rapport de Iaire d’'un triangle & I'unité des aires est égal au

160) Theoric der Parallellinien [Leipziger Magazin fir die reine und angew.
Math. 1 (1786), p. 137/64, 325/58]. Ce mémoire est daté de 1766. ,Voir aussi
P. Stiickel, Bibl. math. (2) 18 (1899), p. 107/10.

160%) ,Cf. O. Langekamp, Diss. Munster (en Westphalie) 1907 (Note de
G. Loria).*

161) ,Cependant J. II. Lamberi, contrairement & ce qu'avait fait G. Saccheri,
n'utilise en général aucun postulat de continuité (Note de F. Schur).*
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rapport 3 lunité d'angle de la différence entre la somme des angles
du triangle et deux angles droits. Enfin il remarque, et ici il devance
B. Riemann, que Uhypothése du quatridme angle obtus se vérifie dans
la géométrie sphérique et que Ihypothese du quatrieme angle aigu
se vérifierait sur une sphere de rayon purement imaginaire.

Aux critiques formulées par G. Saccheri et J. H. Lambert rela-
tivement 2 la théorie euclidienne des paralleles se rattachent les vues
sur le postulat d'Euclide exposées par plusieurs des plus grands géo-
métres frangais de la fin du 18¢me sivcle, ,entre autres par J. d'Alem-
bert's?), P. S. Laplace'®), L. N. M. Carnot*™), J-B. J. Fourier'®) et
peut-étre J. L. Lagrange®). Les résultats obtenus par ces géometres'®")
comprennent d'ailleurs la partie la plus essentielle du théoreme formulé
un peu plus tard par A. M. Legendre'®), tout & fait indépendamment
d’ailleurs des travaux de ses devanciers®, & savoir que le postulat & Euclide
dquivaut enticrement & Uhypothise que la somme des angles dun seul
triangle, arbitrairement choisi, est égale & deuz angles droits, hypothese
de laquelle découle alors la méme propriété pour tous les triangles
possibles, au moins quand on admet comme dounés tous les postulats
¢ 3,7 des n® 9 & 11, ainsi que le postulat d’Archimede.

C. F. Gauss'™) semble avoir €té le premier & concevoir I'impossi-
bilité de démontrer le postulat des paralléles et, par suite, la possibilité
d’une géométrie plus générale que celle d'Fuclide dans laquelle on
ferait sbstraction de ce postulat. Il a d’ailleurs établi les fondements
d’une telle géométrie.

162) ,Mélanges de littérature, d'histoire et de philosophie 5, Amsterdam 1769;
nouv. éd. Amsterdam 1770, p. 202; (Euvres 1, Paris 1821, p. 278; Encyclopédie
ou Dictionnaire raisonné 11, Neufchastel 1765, p. 905; Encyclopédie méthodique,
math. 2, Paris et Liége 1785, p. 520 (article paralltles)*

163) , P. S. Laplace '*¢), Buvres 6, Paris 1884, p. 472.*

164) ,Géom, de position®®), p. 481.*

165) ,Séances des Kcoles normales 1, Paris an III, p.28/38; réimpr. Mathesis
(1) 9 (1589), p. 139/41. Cf. L. Couturat, Opuscules et fragments inédits de Leibniz,
Paris 1903, p. 554/5.*

166) ,Le mémoire de Daviet de Foncenex [Misc. Taurinensia (Mélanges de
philos. et de math) 2 (1760/1), éd. 1762, p. 209/322] a peut-ttre été rédigé d'apres
des communications verbales de J. L. Lagrange. Sur les vues de J. L. Lagrange
voir la communication de F. Lefort dans G..J. Hoviel, Essai critique sur les
principes fondamentaux de lu géométrie élémentaire, Paris 1867, p. 76 en note.*

167) ,Voir R. Bonola, Nicht-euklidische Geometrie, Leipzig 1908, p. 54/8.

168) Réflexions sur diffé: i de démontrer la théorie des pa-
ralléles ou le théoréme sur la somme des trois angles d'un trinogle [Mém. Acad.
sc. Institut France (2) 12 (1833), p. 367/410].

169) En tous cus avant 1816, Cf. Werke 8, Gottingue (Leipzig) 1900, p. 175, 182.
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Avec C. F. Gauss il faut aussi nommer F. K. Schweil:art1™),
F. A Tawrinus'™) et F. L. Wachier1™)* qui, entre 1816 et 1826, se
sont occupés de ces mémes questions. Il est, en effet, bien remar-
quable que F. K. Schuweikart dans des lettres et communications ver-
bales ait, déja i cette époque, nettement exprimé la conviction quun
systtme de géométrie est possible od Fon ne tiendrait wucunement
compte du postulat des parallsles. De son eoté F. A. Taurinus, en
développant une idée dont le germe se trouve dams les publications
de J. H. Lambert, a obtenu les formules de la trigonométrie non-eucli-
dienne et a observé que le systtme de ces formules n'a rien de con-
tradictoire; une fausse interprétation des constantes (de la courbure)
contenues dans ces formules Pavait toutefois amené A croire que la
géométrie euclidienne est seule valable dans I'espace physigue.

N. I Lobacevslij*™), dans des mémoires publiés i partir de 1829,
a, le premier, énoneé la possibilité d'une géométric ot lon ferait
abstraction du postulat d’Euclide, et en a posé les fondements. Il
fot d'ailleurs suivi de pras, dans cette voie, par oJ. Bolyai'™). Les
résultats concordants obtenus par ces denx géomdtres'™) furent ensuite
confirmés par C. F. Gauss'™) dans sa correspondance avee F' W, Dessel,

W. Bolyai, H. W. M. Olbers et H. C. Schumacher. Tls constituent un
corps de doctrine que I'on a désigné tour & tour sous le nom de »géo-
métrie imaginaire¥, ,géométrie absolue®, ,géométrie non-euclidienne™
et ,pangéométrie” ou ,géométrie générale”.

Le nom de ,géométric imaginaire* fait allusion au Jjugement
porté par la plupart des géomdtres sur I'absurdité physique des noun-

170) Cf. P. Stickel et F. Engel, Parallellinien ), p. 243; C. F. Gauss,
Werke 8, Gottingue (Leipzig) 1900, p. 178,

171) Theorie der Parallellinien, Cologne 1825; Geometrine prima elementa,
Cologne 1826. Cf. P. Stickel ¢t F. Engel, Parallellinien 145)| p. 246; P. Stickel,
Abh. Gesch. Math. 9 (1899), p. 899/427; C. F. Gauss, Werke 8, Gittingue (Leipzig)
1900, p. 186.

172) ,Cf. P. Stiickel, Math. Ann. 34 (1901), p. 49/85; C. F. Gauss, Werke 8,
Gittingue (Leipzig) 1900, p. 175/6.*

173) Cf. I. Engel, N. L Lobatschefskij, Zwei geometrische Abhandlungen 1,
Uber die Anfangsgriinde der Geometrie, Leipzig 1898, p. 1 [1830]; 2, Geometrische
Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien, Leipzig 1899, p. 67 [1840].

174) Appendix scientiam spatii absolute veram exhibens, Leipzig 1403, [déja
publié une premitre fois en appendice (28 p) & W. Bolyai, Tentamen °% 1, Maros
Vésarhelyini 1832] J. Bolyai possédait ces résultats des 1828,

176) Cf. P. Stiickel ¢t T Engel, Muth. Ann. 49 (1897), p.149/206; Bull. sc. muth.
(2) 21 (1897), p. 206/28; P. Steickel, Math.-Naturw. Ber. Ungarn 16 (1899), p. 263/97;
17 (1901), p. 1/19; 18 (1902), p. 260/307; 19 (1903), p. 1/12.

176) ,Werke 8, Gottingue (Leipzig) 1900, p. 165/6, 200/1, 210/9.%
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velles théories. Le nom de ,géométrie absolue provient de la eroyance
a la validité absolue des postulats géométriques autres que celui des
paralléles. Le nom de ,géométrie non-euclidienne, dont C. F. Gauss'™)
faisait unsage, peut &tre pris & bon droit au sens propre quand on
considere le systtme géométrique correspondant comme résnitant de
la négation du postulat d'Fuclide; on s'en est servi quelquefois
d'une fagon impropre pour désigner la géométrie qui comprend a la
fois le cas euclidien et le cas non-euclidien. Nous ne ferons usage
de ce nom de ,géométrie non-euclidienne® qu'au sens propre et nous
adopterons pour désigner le systéme géométrique comprenant i la fois
la géométrie euclidienne et la géométrie non-euclidienne le nom de
géomdtrie géndrale.

Les résultats de N. I Lobacevskij et de J. Bolyai n’épuisent d'ailleurs
pas toul le champ de la géométrie non-euclidienne. Ils supposent
toujours, en effet, que la droite a une lomguewr infinic. Or on peut
supposer, au contraire, que la droite a une longucur finic et, dans cette
hypothése, on arrive 4 un systéme de géométrie non-euclidienne bien
différent des précédents, comme 1'a montrs B. Riemann'™) (cf. n° 26).

15. Développement de la théoric des parallsles. Nous allons
chercher a préciser le fondement sur lequel repose la théorie générale
des paralltles.

Convenons tout d’'abord d’admettre les propositions fondamentales
relatives a la droite et au plan ainsi qua la congruence et au
mouvement, sur lesquelles s'appuient les 28 premiéres propositions
d'Buclide. Considérons une droite et un point extérieur 4. Con-
struisons le faisceau de droites projetant, depuis 4, les points de a.
Les droites limites de ce faiscean sont désignées sous le nom de paralliles
@ a mendes par A. Dans Phypothese euclidienne il y a une parallele
4 @ menée par 4, et une seule. Mais deux autres hypotheses sont
compatibles avec les postulats déji admis: dans Fune de ces hypotheses,
qui est celle de J. Bolyai et N. I Lobacevskij, on peut mener deux
paralleles & @ par A; dans l'autre, qui est celle de B. Riemann, on ne
peut mener aucune paralltle & @ par 4.

Si, relativement & une droite @ et & un point 4, on admet une
de ces trois hypotheses, cette méme hypothise se trouve vérifide par
rapport & toute autre droite b et & un point B quelconque extérieur
4 b. De toute fagon, si b est une parallole & a mende par un point 4,

177) Werke 8, Gottingue (Leipzig) 1900, p. 220.*

178) ,B. Riemann, Habilitationsschrift™); Abh. Ges. Gott. 13 (1866/7), éd. 1868,
math. p. 133 et suiv.; Werke, (2° éd.) publ. par H. Weber, Leipzig 1892, p. 272
et suiv.; trad. L. Laugel, Paris 1898, p. 280 et suiv.*
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b est aussi une parallele & @ pour un autre point A’ fixé arbitrai-
rement sur b; de plus a est parallele & b en sorte que le parallélisme
est une relation réciproque entre deux droites (dites paralleles) qui ne
dépend que de ces deux droites.

Les trois systémes de géométrie résultant, le premier de I'hypotheése
&Budlide, le second de celle de J. Bolyai et .N. I Lobacevskij, le
troisieme de celle de B. Riemann, ont été respectivement désignés
par F. Klein'™) sous le nom de ,géométrie parabolique®, ngéométrie
hyperbolique® et ,géométrie elliptique” [cf. n° 30]. On peut les carac-
tériser par la valeur de la somme des angles d’un triangle rectiligne
quelconque: dans la géométrie parabolique cette somme est égale &
deux angles droits, dans la géométrie hyperbolique elle est inférieure

deux angles droits, et dans la géométrie elliptique elle est supérieure
a deux angles droits.

Dans les géométries non-euclidiennes, le théoréme de Pythagore
est remplacé par une relation plus générale qui sert de base aux for-
mules de la trigonométrie non-euclidienne (elliptique et hyperbolique).
La trigonométrie euclidienne, ou parabolique, rentre dans cette trigo-
nométrie comme cas Limite®). Pour des triangles infiniment petits
les formules de la trigonométrie non-euclidienne sont les mémes ')
que celles de la trigonométrie euclidienne'™).

16. Nouveaux développements sur la théorie des paralléles.
Deux questions concernant la théorie des paralleles et intéressant les

179y ,F. Klein, Math. Aon. 4 (1871), p. 577, 606, 607, 611>

180) Les formules de la trigonométrie hyperbolique ont été données par
J. Bolyai et N.I. Lobaéevskij. Celles du cas elliptique sont les formules de la
trigonométrie sphérique dues pour la plupart a J. H. Lambert. Pour passer de
ces formules de trigonométrie sphérique (dans lesquelles figure le rayon R dela
sphere sur laquelle sont tracés les triangles sphériques) aux formules de la tri-
gonométrie hyperbolique, il suffit d'aillenrs de remplacer dans les formules de
trigonométrie sphérique le nombre réel R par le nombre purement imaginaire ¢ R.

181) Ceite remarque a servi de base & un procédé dintégration par lequel
on obtient les formules ordinaires de la crigonométrie en partant de celles qui con-
cernent les triangles infiniment petits. ,Ce proctdé est dd a L. Euler [Hist.
Acad. sc. Berlin 9 (1753), éd. 1755, p. 223/57).*

Voir & ce sujet C. Flye St¢ Marie, Etudes analytiques sur la théorie des
paralléles, Paris 1871, p. 70 et suiv.; , W. Killing, Die nicht-euklidischen Raum-
formen in analytischer Behandlung, Leipzig 1885;* Ch. J. de la Vallée Poussin,
Mathesis (2) 5 (1895), supplément &, p. 7/15; Ann. Soc. scient. Bruxzelles 197
(1894/5), p. 17/26 et Aéja C. F. Gauss, Werke 8, Gottingue (Leipzig) 1900, p. 255.

182) Pour ce qui concerne la possibilité de fonder la géométrie hyperbo-
lique sans faire usage de la continuité, cf. D. Hilbert, Grundlagen®), (3° éd.)
p. 156/76.  Pour ce qui, dans cet ordre d’idées, concerne la géométrie générale,
voir F. Schuwr, Grundlagen®?), p. 100/2.

o
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fondements de la géométrie se posent encore et demandent i étre
examinées avec soin:

a) Comment arriveton & établir la possibilité logique de la
géométrie non-euclidienne et, par suite, lindépendance du postulat
d'Buclide & Pégard des postulats qui le précedent.

b) Sous quelles formes simples, équivalant au postulat d’Euclide,
peut-on énoncer I'hypothese qui se trouve & la base de la théorie
ordinaire des paralleles.

a) En ce qui concerne la premiére de ces deux questions,
N. I Lobaierskij™®®) a déja observé que les formules de la trigomo-
métrie hyperbolique peuvent étre réalisées par un systeme analytique
abstrait et il en a tiré la premitre démonstration de la possibilité
logique de la géométrie non-euclidienne.

B. Riemann'®) et E. Beltrami'®) eurent ensuite 'idée de donmer
une interprétation effective de la géométrie non-euclidienne plane en
utilisant la géométrie sur les surfaces & courbure constante (cf. n° 24).
1l en résulte une nouvelle preuve de la possibilité logique des systémes
non-euclidiens dans le plan. Mais une telle surface a courbure constante
ne représente jamais qu'une partie du plan.

Dapres F. Kiein®) on a une représentation de la géométrie
non-euclidienne qui répond mieux & une intuition d’ensemble, dans la
détermination métrique que A. Cayley™) a appliquée & chaque co-
nique. Tout le plan non-euclidien est ainsi mis en pleine lumidre
et non plus seulement une partie du plan. Nous reviendrons sur
cette question dans le chapitre cobsacré 4 la géomdtrie projective.

Par cette interprétation projective on a aussi envisagé un point qui
mérite de fixer l'attention du lecteur.

Souvent, en suivant lexemple de J. H. Lambert, on a pris pour
modile de, la géométrie plane elliptique la géométrie sur la sphere;
et comme, sur celle-ci, deus cercles trés grands (figurant des droites)

188) ,N. J. Lobaceuskij ") 1, p. 63; 2, p. 60.*

184) ,B. Riemann, Habilitationsschrift%); Abh. Ges. Gatt. 13 (1866/7), éd.
1868, math, p. 143; Werke, (2 éd.), publ. par H. Weber, Leipzig 1892, p. 282/3;
trad. L. Laugel, Paris 1898, p. 293.*

185) , E. Beltrami, Saggio d'una interpretazione della g
[Giorn. mat. (1) 6 (1868), p. 284/312; trad. par G. J. Houel, Aun Ee. Norm. (1) 6
(1869), p. 251/88]).%

186) 1. Klein, Math. Ann. 6 (1873), p. 140.

187) ,A. Cayley, Philos. Trans. London 149 (1859), p. 82; Papers 2, Cam-
bridge 1889, p. 583.%

" byl 1id
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86 coupent toujours en deux points, on a regardé cette propriété
comme convenant & la géométrie analytique plane & laquelle ne saurait
des lors s'appliquer le postulat: ,deux points déterminent une droite®.

Cette maniére de voir a 6té rectifiée par F. Klein'™) qui a mon-
tré que quand on reporte sur une surface donnée les constructions
concernant la géométrie plane non euclidienne, ce n'est que ce qui
concerne une région limitde du plan qui s'identifie avec ce qui con-
cerne une rdgion limitée de la surface et que, par suite, il n'est pas
permis a priori d'appliquer au plan ce qui se dit de la surface con-
sidérée dans sa totalité (cf. n* 24 et 43).

La géométrie plane non-euclidienne se reflete entizrement, non
dans la géométrie sur la sphére, mais dans la géométrie ordinaire des
gerbes de droites, ce qui signifie qu'en substituant aux ,points* du
plan Jes ,droites” de la gerbe et aux expressions ,droite” et ,distance,
celles de ,faiscean” et ,angle®, toutes les propositions du plan elliptique
qui constituent la géométrie elliptique se ramément aux propositions
ordinaires de la géométrie de la gerbe, et inversement.

On voit ainsi la parfaite compatibilité de Y'hypothese elliptique
du plan avec les postulats de la droite et de la congruence dans
le plan.

Toutefois les interprétations des géométries planes non-euclidiennes
ne sauraient suffire pour établir I'indépendance du postulat d’Euclide
& l'égard des premiers postulats de la géométrie dans Despace, parce
qu'elles n’excluent pas la possibilité de démontrer le postulat d’Euclide
par des constructions daus l'espace (analogues & celles par lesquelles
on démontre le théortme des triangles homologues situés dans un
méme plan sans s'astreindre & ne construire que des figures situées
dans ce plan).

On se rend ainsi bien nettement compte de la nécessité de chercher
dans Uespace la preuve de la possibilité logique de la géométrie non-
euclidienne.

Cette preuve se tire de la théorie des variétés & trois dimensions
ayant une courbure constante (n° 31b) ou encore, quand on se place
au point de vue de F. Klein, elle se rattache a la détermination mé-
trique que A. Cayley applique & chaque quadrique ),

188) ,F. Klein, Math. Ann. 6 (1873), p. 140. Voir aussi ce que dit F. Klein
[Jahrb. Fortschr. Math. 8 (1876), éd. 1878, p. 313/4] 4 propos de J. Frischauf,
Elemente der absoluten Geometrie, Leipzig 1876. Cf. W. Killing, Geometrie "
1, p. 3562, note 12,*

189) Cf. 4. Clebsch, Vorlesungen iiber Geometrie publ. par F. Lindemann 21,
Leipzig 1891, p. 540 (section 3, § 8).
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Chacune de ces démonstrations fournit la preuve de I'indépen-
dance du postulat d'Euclide par rapport aux postulats qui concernent
les rclations de droites et de plans, la congruence et la continuité;
elle montre aussi la possibilité d’établir Vexistence logique des procédés
employés soit par les formules analytiques non contradictoires que
Ton a établies, soit en supposant donnde comme possible, sur la base
de Iintuition, la géométrie euclidienne ordinaire [voir & ce sujet n® 4].

Clest ainsi que se pose, au point de vue philosophique, le pro-
bleme de savoir si la géométrie non euclidienne peut représenter non
seulement une possibilité logique, mais aussi une possibilite physique.

A cet égard on observera tout d'abord que I'expérience seule
peut décider en dernier ressort. Mais une expérience ne saurait étre
effectuée qu'avec une certaine approximation. Il en résulte que si des
expériences dans lesquelles on constaterait par exemple que la somme
des angles d'un triangle est, au degré d’approximation avec lequel on
opére, inférieure 4 deux angles droits, fourniraient une preuve certaine
de la légitimité de la géométrie hyperbolique, il ne sera jamais
possible, quelque loin que l'on pousse Papproximation des mesures, do
conclure de mesures effectuées, concernant Ja somme des angles d'un
triangle, la certitude physique de Ihypothese euclidienne 1),

En fait, les mesures géodésiquesi®) ou astromomiques*?) d’angles
de triangles physiques effectudes jusqulici n'ont jamais permis de
reconnaitre que la somme des angles de quelque triangle physique
differe effectivement de dewx angles droits, soit en plus, soit en moins 193,

b) Pour répondre & la seconde des deux questions posées, nous
nous contenterons d'énumérer les principales hypotheses équivalentes
au postulat d’Euclide, quand on admet toutes les hypothéses con-
cernant la laison (n° 9, @), la disposition (n° 10, 8), la congruence
(n° 11, 8) et la continuité, en modifiant toutefois les postulats 8 du
n° 10 de fagon qu'ils n'impliquent pas nécessairement I'idée de la droite.

1) Existence d'une seule paralltle menée par un point & une
droite donnée.

2) Existence de deux droites d’un plan qui ne se coupent pas
et soni équidistantes.

190) Cf. F. Enriques, Problemi della scienza®®), p. 289.

191) C. I’ Gauss, Disquisitiones circa superficies curvas {Commentat. Soc. Gott.
recent. 6 (1823/7), 6d Gotlingen 1828, § 28]; Gottingische gelehrte Anzeigen 1827,
p. 1767/8; Werke 4, Gottingue 1880, p. 2578, 846/7; cf. Werke 8, Gottingue
(Leipzig) 1900, p. 267/8.

192) F. Engel, N, I Lobatschewskij 1%%) 1, p. 22, 78.

193) Cf. F. Zsllner, Wiss. Abh. 1, Leiprig 1878, p. 229.
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3) Existence de deux triangles semblables et non congruents'®).

4) Existence d'un triangle od la somme des angles est égale
i deux angles droits'®®),

5) Existence de triangles rectilignes ayant une aire aussi grande
que lon veut®).

Si I'on admet Vinfinité de la droite, le postulat d’Euclide peut
étre remplacé par l'un ou l'autre des deux postulats suivants:

Par un point situé dans le plan d’un angle aigu et & Iintérieur
de cet angle, on peut toujours mener une droite qui rencontre les
deux cotés de I'angle®).

Trois points non en ligne droite se trouvent toujours sur la
surface d'une sphére!%).

Enfin on peut aussi caractériser, comme il suit, la géométrie
euclidienne par rapport & la mécanique:

Le postulat d’Euclide se raméne au postulat mécanique d’Archi-
mede ™) suivant lequel, étant données deux forces égales et dirigées
dans le méme sens gue I'on applique aux extrémités A et B d'un
segment 4 B perpendiculairement & ce segment, la résultante des deux
forces est une force appliquée au point C milien du segment AB,
paralléle aux deux forces données, de méme sens que ces deux forces
200

).

et d'intensité égale i la somme de leurs intensités
Dans les géométries non euclidiennes Vintensité de la résultante

des deux forces envisagées serait non la somme®"!), mais une autre

fonction déterminée®?) des intensités des forces composantes®®).

194) Voir les notes 151, 154, 155 et 156.

195) Cf. A. M. Legendre, Mém. Acad. sc. Institut France (2) 12 (1833), p. 375.

196) C. F. Gauss, lettre & W. Bolyai datée du 16 décembre 1799; Werke 8,
Gittingue (Leipzig) 1900, p. 159. Cf. n° 18.

197) A. M. Legendre, Eléments de géométrie, (9¢ éd) Paris 1812, p. 280/2.
Voir & ce sujet id. (12° éd.) Daris 1823, p. 278/80.

198) W. Bolyai, Kurzer Grundriss eines Versuches, Meros Vésarhelyini
1851, p. 46.

199) ,Une partie de ce postulat est indiqué dans Archiméde [émmidov
Ilsopgomiiw 7 uévroe fapdv fmmédmv o (de l'équilibre des plans ou de leurs
centres de gravité livre 1); trad. F. Peyrard, Paris 1507, p. 275; Opera, éd.
J. L. Heiberg 2, Leipzig 1881, p. 142] mais le postulat tout entier me semble
pas contenu dans ses écrits (Note de . Enestrim).*

200) , A. Genocchi, Dei primi principii della meccanica e della geometria
in relazione al postulato d’Euclide [Mem. mat. fia. Soc. ital. delle scienze (3) 2
(1869/76), p. 153/89, en partic. p. 162] (Note de (. Loriu).”

201) A. Genocehi, Atti Accad. Torino 12 (1876/7), p. 489; Memorie Accad.
Torino (2) 29 (1878), p. 305 et suiv. [1877]. Cf. J. Andrade, Legons de méeanique
physique, Paris 1897, p. 355 et suiv.

17, Aire et volume. 51

17, Aire et volume®™), Euclide®®) traite les aires et volumes
comme des grandeurs sui gemeris en premant comme base les aziomes
suivants ol il voit des attributs du concept général de la grandeur:

1) Ta ¢ adrd ide xal dliflog éotiv iew.

2) Kol v igowg iGe mpootedf), ta bAe fotiv ida.

3) Kot éov a0 iswv oo atymge&q, 1o xuwlsméywa dotvy ioa.

7) Koi ta .s(pagyogovm éz a}.l)ﬂ.a iGo ullnlmg daziv.

8) Kol 7o §Aov tod pdoovg meildv [foriv].
clest-a-dire:

1) Les quantités égales & une méme quantité sont égales entre elles.

2) Si Von ajoute des quantités égales & des quantités égales, les
sommes sont égales.

3) Si de quantités égales on soustrait des quantités égales les
restes sont egaux

7 Des qumtxtcs superposables sont egales entre elles.
8) Le tout est plus grand que la partie.

A. Bornons-nous d’abord au cas des figures planes.

Les quatre premiers de ces cinq axiomes établissent deux eritéres
nettement distinets pour recomnaitre I'équivalence des surfaces planes,
c'est-d-dire 1'égalité des aires des surfaces planes:

a) le partage de ces surfaces en parties congruentes [équivalence
des surfaces par addition: axiomes 1, 2 et 7].

202) Les premiers travaux concernant la mécanique dans espace non
euclidien sont cenx de J. de Tilly, Ftudes de mécanique abstraite [Mém. couronnés
et autres mém. Acad. Belgique in 8% 21 (1870), mém. n° b, p. 8/98 [1868]]. Voir
aussi J. de Tily, Mém. Soc. sc. phys. nat. Bordeaux (2) 3 (1880), p. 1/190 [voir sur-
tout p. 177 (chap. 5, n° 21)).

Apres J. de Tilly, on peut citer E. Schering, Nachr. Ges. Gott. 1870, p. 311;
1873, p. 149; R. Lipsclitz, J. reine angew. Math. 74 (1872), p. 116; W. Killing,
id. 98 (1883), p. 1/49 (surtout p. 24 et suiv.).

203) Pour ce qui concerne le rapport du postulat des paralltles et du
postulat d’'Archimade, voir n® B2.

204) Ces questions sont traitées d'une fagon détaillée par U. Amaldi, dans
F. Enriques, Questioni *®), p. 103 et suiv., et par 0. Holder, Ber. Ges. Lpz. 53 (1901),
math. p. 1 et suiv.

205) Elementa, livre 1, xowet Evvorae o, §, v, ¢, 7' (Communes animi
conceptiones); Opera, éd. J. L. Heiberg 1, Leipzig 1883, p. 10.
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b) la possibilité de considérer deux figures comme différences
entre figures congruentes [équivalence des surfaces, par soustraction:
axiomes 3 et 7).

De ces deux critéres, Euclide emploie tantot T'un, tantét lautre,
dans la théorie de 'équivalence (Iégalités des aires) des polygones plans.

C'est en se basant sur l'axiome 8 quil prouve les théorémes in-
verses ol de l'équivalence (égalité des aires) de certains polygones
il conelut & V'égalité de certains segments déterminés.

Aux criteres a et b, Fuckide en ajoute un troisitme dans lequel
Pégalité des aires (I'Squivalence des sarfaces) est prouvée indirectement.
Cest l'emploi de ce troisibme ecritdre qui constitue la mdthode der-
haustion®®) [of. 13, 14].

Ce crittre se fonde sur la supposition implicite que ,si deux
surfaces sont inégales, il existe une surface qui, ajoutée & Pune des
deux (a la plus petite), donne une somme égale & l'autre (3 la plus
grande).

Cette supposition, et par suite la méthode d’exhaustion, s'applique
d'ailleurs aussi bien aux surfaces gauches et aux volumes qu'aux sur-
faces planes.

En appliquant alternativement les critéres a et b pour reconnaitre
Téquivalence des polygones plans, Fuclide se trouve avoir fait quel-
que chose de superflu. P. Gervien™) a, en effet, prouvé que deus
polygones plans [ou sphériques], d’aires égales, peuvent toujours &tre
envisagés comme équivalents par addition, en sorte que le critire b
est inutile et quil suffit d'appliquer le eritére a seulement.

W. Bolyai®®) avait déja fait la méme remarque. II voulait, en
outre, démontrer, pour des surfaces quelconques, le théorame que voici:

Lorsque deux figures congruentes ont ume partie commune, les
parties de ces deux figures qui me sont pas superposées peuvent &tre
divisées en parties congruentes.

Si cette proposition était démontrée, il en résulterait le théorsme
plus général:

Quand de deux surfaces congruentes on enldve des parties con-
gruentes, ce qui reste des deux surfaces peut &tre divisé en parties
respectivement congruentes.

Mais la proposition de W. Bolyai ne peut étre actuellement en-

206) Elementa, livre 10 prop. 1; livre 12 prop. 2; Opera, éd. J. L. Heiberg
3, Leipzig 1886, p. 4/7; 4, Leipzig 1885, p. 140/9.

207) J. reine angew. Math. 10 (1833), p. 228, 235.

208) Tentamen ®®) 1, Maros-Vasarhelyini 1832, p. 51 (§ 35).
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visagée comme démontrée: en tous cas la démonstration qu’en a donnée
W. Bolyai est tout & fait insuffisante.

J. M. C. Duhamel™), qui a étudié au point de vue critique la
question qui nous préoccupe, a, le premier, montré la nécessité lo-
gique de définir & nouveau, pour toute classe de grandeurs géomsé-
triques, les concepts ,somme®, ,partic, ,plus grand“ et »plus petit®.
Il a ét¢ ainsi amené, dans la théorie de Péquivalence des surfaces
(Iégalité des aires), & suivre une nouvelle voie ou le concept de
Téquivalence (de V'égalité) n'apparait plus comme une relation mon
définie vérifiant les conditions euclidiennes 1 & 5.

oJ. M. C. Duhamel définit, tout au contraire, P'équivalence des sur-
faces (I'égalité des aires) comme une équivalence ou ume égalité par
addition de parties congruentes et cette définition remplace complote-
ment les axiomes I & 4 d'Fuclide. Il développe ensuite quelques
théorémes concernant I'égalité des aires en cherchant i éviter systé-
matiquement l'emploi de la soustraction et, par suite, de I'axiome 3
& Euclide. 11 a, en particulier, prouvé, par un procédé dans lequel
apparait I'axiome d'drchiméde®™), que deux parallélogrammes de base
et de hauteur égales sont équivalents (c’est-a-dire décomposables en
parties congruentes).

Ces développements ont ét6 complétés par A. Faifofer™): la
théorie ainsi construite ne repose que sur des définitions; elle ne fait
appel & aucun nouveau concept primitif.

Mais 4. de Zolt*®) a remarqué que dans la démonstration des
théorémes inverses o, de 'égalité des aires, on comclut & celle
de segments, apparait toujours l'axiome 8 & FEuclide qui, si l'on dé-
finit 'égalité des aires par addition, e traduit par le principe que
voici: si I'on partage un polygone d’'une maniére quelconque, il est
impossible, aprés avoir supprimé une de ses parties, de disposer les
autres de telle sorte qu'elles couvrent eomplitement le polygone.

8i Ton suppose que ce principe est évident, on doit lemvi-

209) Des méthodes dams les sci de t (2° éd.) 2, Paris
1866, p. 446 en note; (3° éd.) 2, Paris 1896, p. 445 en note; voir aussi les cha-
pitres 1 et 5.

210) D. Hilbert [Grundlagen®”), (3°éd.), p. 60] a insisté sur I'impossibilité
de se passer de cet axiome (voir n® 50).

211) Elementi di geometria ad uso degli istituti tecnici e dei licei, Venise
1895, p. 180.

212) Principii dells eguaglianza di poligoni (equivalenza di poligoni) pre-
ceduti ds aleuni cenni critici sulla teoria della equivalenza geometrica, Milan
1881; Principii della eguaglianza di poliedri e di poligoni sferici, Milan 1883.
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sager comme un postulat. Cest ce qu'a fait: effectivement 1. de Paolis®3).
Les géometres italiens désignent ordinairement ce postulat sous le
nom de postulat de A. de Zolt.

Ce postulat est d'ailleurs tout & fait superflu. Son énomeé ré-
sulte de l'ensemble des suppositions énoncées dans les numéros pré-
cédents. Il est bien facile de le reconnaitre en envisageant, con-
formément & notre fagon de voir actuelle, une surface quelconque
comme la limite vers laquelle tend une somme de carrés convena-
blement choisie et, par suite, I'aire de cette surface comme une inté-
grale déterminée; car alors le principe de 4. de Zolt west plus qu'un
corollaire du théoréme fondamental sur l'existence de Pintégrale en-
visagée. €e fait a ét¢ mis en pleine lumitre par W.Killing®).

Une preuve directe et élémentajre du principe de Zolt a £t6 donnée
d'abord par F. Schur®S), puis, de diverses maniéres, par 0. Rausen-
Berger®®), par G. Veronese™), par L. Gérard™®) et par G. Laszeri®'®).

En résumé, on peut envisager comme démontré d’une fagon élé-
mentaire que si Yon définit I'égalité des aires de deux polygones par
1a distribution de leurs surfaces en parties respectivement congruentes,
la théorie de D'égalité des aires des polygones plans peut &re dé-
veloppée sans avoir & ajouter aux postulats d’appartenance, de con-
gruence et de disposition [y compris le postulat de continuité ou
celui d’Archimede] quelque autre postulat.

Si, au lieu de surfaces polygonales, on envisage des surfaces planes
limitées par des lignes courbes, on ne peut plus faire usage du eri-
tore élémentaire & l'aide duquel on a comparé les surfaces des po-
lygones; car, d'aprés un théoreme de M. Rethy®®), les conditions qui
doivent étre vérifides pour que deux surfaces équivalentes puissent dtre
divisées en un nombre fini de parties congruentes ne sont en général
pas réalisées pour des surfaces planes limitées par des lignes courbes.
Pour me citer quun exemple, elles ne le sont jamais quand l'une des
deux surfaces planes est un cercle et l'autre un carré.

213) Elementi di geometria, Turin 1884, p. 281.

214) Nichteuklidische Raumformen'®), p. 49. Pour plus de détails, voir:
Geometrie ’%) 2, p. 24 et suiv.

215) Sitagsb. Naturf. Ges. Univ. Dorpat (Jurjev) 13 (1892), p. 26; G. Biasi
[Periodico mat. (1) 9 (1893/4), p. 85/7] a complété ces recherches.

216) Math. Ann. 42 (1893), p. 275.

217) Atti Ist. Vensto (7) 6 (1894/5), p. 421/37.

218) Bull. Soc. math, France 23 (1895), p. 268.

219) Periodico mat. (1) 10 (1894/5), p. 77/98, 133/41,

220) Math.-Naturw. Ber. Ungarn 11 (1892/3), éd. 1894, p. 66/76; Math. Ann.
38 (1891), p. 145.
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La théorie générale des aires exige dome que Ionm ait recours,
soit & la méthode d’exhaustion des anciens qui leur u permis de dé-
terminer plusieurs aires comme celle de la gurface du cercle et celle
Qun secteur parabolique?), soit aux procédés du calecul intégral
(ef. 13, 14).

On a pu ainsi démontrer que les résultats obtenus pour les po-
lygones, s'appliquent aux surfaces planes limitées par des lignes
courbes, en sorte que Von sait actuellement que:

Les postulats de I'appartenance, de Ia congruence et de la dis-
position (y compris le postulat de la continuité ou celui d’Archimede)
ont pour conséquence que les surfaces planes peuvent étre considérées
comme une classe bien déterminée de grandeurs si lon définit I'équiva-
Jence de deux surfaces par la distribution des deux surfaces en un
nombre fini ou infini de parties respectivement congruentes.

B. Nous envisagerons maintenant les volumes de parties limitées
de Y'espace.

Eudlide®™) traite les étendues limitées & trois dimensions eomme
des grandeurs analogues aux surfaces planes limitées. Cela implique
une proposition que 'on peut exprimer par le principe de Zolt appli-
qué aux étendues & trois dimensions. On peut d'ailleurs, dans ce cas,
démontrer encore ce principe par une extension & l'espace des preuves
déja mentionnées pour les surfaces planes. Cette extension a été
brievement indiquée par O. Rausenberger®®) et L. Giérard®); elle est
exposée en détail par G. Veronese ).

Il en résulte que la théorie de I'équivalence des figures dans
I'espace peut, tout aussi bien que celle des figures planes, étre basée
sur les postulats et définitions ordinaires, sans quiil soit nécessaire
de leur adjoindre aucun postulat particulier®®).

Mais quand on étudie l'équivalence des polyédres, une nouvelle

§thode d'exhausti 1;

221) Un développement critique de cotte PP
exclusivement & la détermination des aires dans les cas les plus élémentaires,
est contenu dans F Enriques et U. Amaldi, Elementi di geometria, Bologne 1903,
p. 35L.

229) Huclide, Elementa, livre 12; Opera, éd. J. L. Heiberg 4, Leipzig 1885,
p. 138/247 [voir par es. prop. b (p. 164/9)]. Fuclide traite auesi de cette méme
manitre des surfaces gauches limitées: voir par ex. prop. 10 (p. 186/97).

223) Math. Ann, 43 (1893), p. 601/4.

224) Bull. Soc. math. France 23 (1895), p. 268/9.

296) Atti Ist. Veneto (7) 6 (1894/5), p. 421/37.

226) Cf. 8. 0. Satunovskij (Schatunovsky), Math. Ann. 57 (1903), p. 496.
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question se pose: il agit de savoir si deux polyddres de volumes
égaux peuvent toujours étre divisés en un nombre fini de parties con-
gruentes. Les nombreuses tentatives inutiles que l'on avait faites
pour obtenir une telle division du télraddre et une remarque de
G. Sforza™") permettait de prévoir que la réponse i cette question
serait, en général, négative; la démonstration en a 6t donnée par
M. Dehn ).

Avant de passer & un autre ordre d’idées, nous envisagerons
encore ici d'une part le rapport de la théorie des aives (ou des volumes)
avec le postulat des paralléles, et le rapport de cette méme théorie
avec le postulat & Archiméde.

1) Le principe d'aprés lequel on peut conmsidérer les surfaces et
les étendues & trois dimensions comme des grandeurs est indépendant
du postulat des paralleles: c'est un principe de géométrie générale;
il peut aussi bien &tre établi dans la géométrie non euclidienne que
dans la géométrie euclidienne. Mais tous les théorémes sur Téqui-
valence des surfaces (égalité des aires), ou sur Féquivalence des éten-
dues (limitées) & trois dimensions (égalité des volumes), dépendent com-
pletement de la fagon dont on énonce le postulat des parallbles.

La théorie non euclidienne de aire, développée par C. F. Gauss,
J. Bolyai, N. 1. Lobacevskij, permet de constater que l'aire d’un triangle
est égale & la différence entre la somme de ses angles et deux angles
droits; de 1 résulte par exemple l'existence dune limite supérieure
pour laire d'un triangle®™). Dans la géométrie elliptique la somme
des angles est plus grande que deux droits, dans la géométrie hyper
bolique elle est plus petite que deux droits®),

2) Dans la théorie de Pégalité des aires (équivalence des surfaces),
ainsi d’ailleurs que dans le développement des principes du ealeul
intégral, on applique ordinairement le postulat d’Archimede.

D. Hilbert®') a démontré que l'on peut obtenir une mesure des
surfaces polygonales sans faire usage de ce postulat. Mais alors deux
figures d'aires égales ne peuvent plus étre toujours divisées en un
nombre fini de parties respectivement congruentes [cf. n° 51).

227) Periodico mat. (1) 12 (1896/7), p. 105/9. Voir aussi R. Bricard, Nouv.
Ann, math. (3) 15 (1896), p. 331.

228) Math. Ann. 55 (1902), p. 465,

229) C. F. Gauss, lettre & Ch. L. Gerling datée du 16 mars 1819; Werke 8,
Gittingue (Leipzig) 1900, p- 181, Cf n° 16.

280) En ce qui concerne les ,volumes* dans un espace non euclidien, voir
F. Engel, N. L. Lobadevekij %3) 1, p. 46/7; 2, p. 63.

281) Grundlagen ®"), (3° éd.), p. 62/8.
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18. Nouvesux développ de la théorie des proportions
au sens des anciens. Dans les Eléments &' Fuclide®?) on rencontre
quelques propositions qui sont établies deux fois, une fois & l'aide
de Y'égalité des aires, une seconde fois & Vaide de la théorie arithmé-
tique des proportions. H. G. Zeuthen®®) suppose qu'il y a 13 comme
le dernier reflet d’'une ancienne divergence de vues sur la fagon de
traiter les problémes, divergence naturelle reposant en derniére analyse
sur les difficultés inhérentes & lintroduction des rapports incommen-
surables. Ces difficultés ayant été complétement surmontées par les
géometres qui ont fondé la théorie des proportions, vraisemblablement
peu de temps seulement avant qu Fuclide n'ait rassemblé les maté-
riaux & laide desquels il a composé ses ,Eléments“?*), il est fort
compréhensible que, tout en cherchant dans son ouvrage & mettre en
pleine lumiére les procédés arithmétiques de la théorie des proportions,
il ait aussi insisté sur les démonstrations usuelles faites & I'aside des
méthodes purement géométriques.

Les développements qui visent 4 dégager la géométrie de toute
considération relative au concept du nombre omt ét¢ reprises de nos
jours et l'on est ainsi parvenu & édifier une théorie purement géométrique
des proportions entre segments de droite. Cette théorie fournit une
méthode directe d'investigation géométrique entitrement indépendante
de l'arithmétique.

Les théormes qui peuvent servir de fondement & cette fagon
de procéder sont:

1) le théoréme concernant la proportionalité des segments déter-
minés sur les eotés d'un angle par des droites paralléles entre elles %),

Ce théortme o ét¢ attribué par quelques auteurs®®) 3 Thalés ef,
pour abréger, nous conserverons dans ce qui suit cette dénomination
quoi qu'elle nait aucune raison d’étre.

232) Par exemple, le probléme résolu deux fois: Elements, livre 2 prop. 11
et livre 6 prop. 30 [Opera, éd. J. L. Heiberg 1, Leipzig 1883, p. 152; 2, Leipzig
1884, p. 170].

233) H. G. Zeuthen, Forelaesning *9), trad. J. Mascart, p. 90, lignes 5/8.

234) ,On attribue ordinairement a Fudowe la théorie des proportions for-
mulée d'une fagon rigoureuse. Voir i ce sujet H. G. Zeuthen, Forelaesning ),
trad, J. Mascart, p. 89. Cette théorio était déja familidre & Aristote qui était
de vingt ans plus jeune qu'Budoze [cf. J. L. Heiberg, Abh. Gesch. Math. 18 (1904),
p- 11/2] (Note de G. Enestrim).*

285) Cf. Euclide, Elementa, livre 6, prop, 2; Opera, éd. J. .. Heiberg 2, Leipzig
1884, p. 76/81.

236) ,Pour ce qui concerne les raisons peu concluantes de cette attribu-
tion, voir P. Tammery, La géométrie grecque, Paris 1887, p. 91 (Note de
G. Enestrém).*
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2) D'égalité des aires de deux triangles (ou parallélogrammes) qui
ont un angle commun et dans lesquels les cotés adjacents & cet angle
sont inversement proportionnels*").

Suivant que 'on s'appuie sur I'un ou l'autre de ces deux théorémes
pour formuler une définition de la proportion entre segments, les
attributs fondamentaux des proportions s'expriment en suppositions sur
le parallélisme ou sur Végalité des aires. Ces suppositions doivent né-
cessairement &tre prouvées directement sans avoir recours au concept
du rapport qui revient a celui du nombre.

Chacun des deux procédés 1 et 2 peuvent étre rattachés & la
théorie de Vextension de H. Gir #8) dans laguelle les segments
ne sont pas seulement considérés au point de vue de leur grandeur,
mais aussi & celui de leur direction. La propriété distributive de la
multiplication dens le ea'cul de Grassmann g'exprime tout de suite ici
par lidentité des deux définitions de la proportion fondées l'une sur
le théortme de Thales, l'autre sur le théoreme de I'égalité des aires.

JD'aprés H. Grassmann, deux paires de segments

a, a; b b
sont dites proportionnelles et Von écrit

aza =0b:b
quand, en portant ces segments sur deux demi-droites concourantes
a partir de leur point dintersection, @ et b sur l'une d'elles, a, et b,
sur Pautre, la droite qui joint les extrémités des segments a, a, et
la droite qui joint les extrémités des segments b, b, sont paralleles.
En gappuyant sur le théortme de Desargues (démontré a laide
de considérations de géométrie a trois dimensions) H. Grassmann
montre que

1°) cette notion de proportion est indépendante de Iangle d'in-
clinaison des deux demi-droites envisagdes;

2°) que si l'on a simultanément

) a:a,—=b:b et a:rg =c:g
on a aussi
biby=c:g.

Pour démontrer que dans une proportion ainsi définie on peut
intervertir les termes extrémes, ou les termes moyens, II. Grassmann
a du faire appel aux théorémes d'Euclide concernant la mesure des

237) Buclide, Elementa, livre 6, prop. 14; Opera, éd. J. L. Heiberg 2, Leipzig
1884, . 110/6.

238) Die lineale Ausdehnungalehre, Leipzig 1844, p. 118 (n>* 76 & 78); (2* éd.)
Leipzig 1878, p. 118; Werke®®) 17, p. 138/40.
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aires planes, théoremes qui supposent le postulat d'aprés lequel l'aire
d’une surface ne peut étre égale & celle d'une partie de cette surface.*

Rajola-Pescarini®) définit la proportion entre des segments &
Taide du théoreme de Thalés relativement & un avgle donné arbi-
trairement fixé et il en déduit géométriquement le théortme sur
égalité des aires en s'appuyant sur le 35"¢ {héoréme du livre 3
des Eléments & Fuclide®®) concernant les arcs de cercle; dans les
Eléments d'Euclide, ce théortme 35 est d'ailleurs établi & l'aide du
théoreme de Pythagore. Rajola-Pescarini réussit de cette facon &
étendre & fous les angles la définition des proportions donnée d'abord
pour Vangle arbitrairement fixé dont il est parti. Il développe en-
suite une démonstration du théortme d’aprés lequel ,deux paires de
segments proportionnels 4 une troisiéme paire sont proportionnels
entre eux. (Vest en cela que consiste la propriété dite tramsitive de
D'égalité des rapports. II ne démontre d’ailleurs ce théoreme que
sous une restriction facilement évitable si Ion emploie un procédé
de démonstration indiqué par G. Vailati®!).

E. R. E. Hoppe®?) a imaginé un développement géométrique de la
théorie des proportions en prenant aussi comme point de départ le
théoreme de Thalés, du moins en tant que la définition des propor-
tions coincide avec cclle donnée par H. Grassmann. Ses développe-
ments ne different d’ailleurs de ceux de H. Grassmann que par lintro-
duetion d’éléments d’ordre infinitéaimal**).

E. R. E. Hoppe démontre aussi le théoreme suivant plus général
que la proposition (2°) de H. Grassmann

S oab=e:f etsi bie=d:e alors a:c=d:f"
6.

qu'il appelle ,le théorsme du rapport #roubl Mais ici encore inter-

vient le concept de I'égalité des aires.
Ce théoreme revient au suivant:
Si sur les deux cotés d’un angle on marque un triple couple de points,

les points (1, 3, 5) sur I'un des cotés, les points (2, 4, 6) sur l'autre

239) Studio sulla proporzionality grafica e sue applicazioni alla similitudine
e alla omotetia, Naples 1876.

240) Elementa, livre 1, prop. 36; Opera, éd. J. L. Heiberg 1, Leipzig 1883,
p. 84/,

241) Atti del 2° Congresso tenuto ad iniziativa dell'Associazione Mathesis,
Livourne 1902, p. 176.

242) Archiv Math. Phys. (1) 62 (1878), p. 158.

243) E. B. E. Hoppe se place encors i un autre point de vue consistant
essentiellement & prendre comme point de départ le théordme 2.

Voir aussi G. Biasi, Corso di lezioni sulla teorin delle proporzioni (aunto-
graphié), Sassari 1882,
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coté, de facon que les paires de droites (12, 45) et (23, 56) soient
paralltles, alors les droites (34, 61) seront aussi nécessairement paralleles.

Ce théortme et sa démonstration, basée sur des réflexions touchant
Pégalité des aires (Véquivalence des surfaces), sont contenus dams la
»Collection” de Pappus®*): c'est pourquoi, afin d’abréger, nous dé-
signerons ce théortme sous le nom de théoréme de Pappus %),

Une démonstration fort simple du théortme de Pappus, due
vraisemblablement & K. Kupffer®S), est fondée sur l'égalité des angles
périphériques dans le cercle; elle est indépendante du concept de laire.

Une démonstration dans laquelle intervient un hyperboloide de
révolution a été indiquée par F. Schur®"), D'antres démonstrations,
conservant le caractére de geometric plane ont été données par
D. Hilbert ™).

D. Hilbert a d’ailleurs construit & nouvean toute la théorie géoms-
trique des proportions entre segments.

De ce qui précede on conclut que le théoreme de géométrie plane
de G. Desargues (o° 27, a) qui, comme on sait, ne peut &tre démontré,
& l'aide des postulats de la dépend: mutuelle, de la disposition, et
des paralléles, qu'en effectuant des constructions dans T'espace, peut
étre démontré, en se plagant an point de vue qui nous oceupe, sans
quitter le plan. Si, en effet, la possibilité de Vinterversion des termes
moyens d'une proportion fait partie des données, la propriété tran-
sitive de D'égalité des rapports et le théoréme du rapport composé
se raménent l'on & l'autre, en sorte que le théordme de Desargues
conduit au caractére transitif du parallélisme (postulat des paralleles).

Des recherches de F. Schur et de D. Hilbert découle encore un
autre résultat important:

Dans le plan, la propricté géométrique des proportions entre segments,
basée sur les propridtés des paralliles e de la congruence, est indépen-
dante du postulat & Archiméde.

Le développement de cette théorie géométrique des proportions
a encore été quelque peu simplifié par plusieurs recherches que nous
allons énumérer:

244) Zwvayoy) pednuanid (crit vers 1 295) livve 7, prop. 134; éd.
F. Hultsch, Pappi Alexandrini math. collectiones 2, Berlin 1877, p. 878/9.

246) Ce théortme de Pappus (et plus généralement celui qui en découle
par projection et se rapporte & I'hexagone inscrit dans une paire de droites)
rentre comme cas particulier dans celui de B. Pascal sur Thexagone inscrit
dans une conique [cf. IT[15).

246) Sitzgeb. Naturf. Ges. Univ. Dorpat (Jurgev) 14 (1893), p. 373 et suiv.

247) Math. Ann. 51 (1899), p. 401.

248) Grundlagen *"), (8¢ éd.), p. 38/45, 97/106.
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F. Schur*®) a remarqué quil suffit de prouver le théortme de
Poppus dans un seul cas particulier, par exemple quand I'angle sur
les cotés duquel sont les deux triples de points envisagés est un angle
droit. Dans ce cas particulier, il a démontré fort simplement le
théoréme en s’appuyant seulement sur ce que les trois hauteurs d’un
triangle concourent en un méme point.

J. Mollerup®®) a donné une démonstration fort simple du méme
théortme dans le cas général, mais cette démonstration me contient
au fond rien qui la distingue tiellement des précédents

B. Levi™) a donné une forme élémentaire aux développements
qui sont néeessaires & I'établissement du cas particulier du théordme
de Pappus correspondant & la possibilité de linterversion des termes
moyens dune proportion. La théorie des proportions est d’ailleurs
intimement liée aux questions qui se rapportent au théortme fonda-
mental de la géométrie projective (ef. n° 27).

En ce qui concerne le théortme de Pappus dans la géométrie
non archimédienne, voir n° 50.

19. Conclusion. Ce qui précéde permet de reconnaitre’ trois
groupes distincts de propriétés géométriques:

1) Les propriétés qui se rapportent aux concepts situé entre,
cités dun plan, segment, angle, . .. (propriétés linéasires des droites
qui comprennent aussi la continuité, et propriétés des surfaces planes).

2) Les propriétés qui se rapportent aun concept d'appartenance
(de points, de droites et de plans).

3) Les propriétés qui se rapportent au concept de congruence.

En géométrie 6lémentaire, ces trois sortes de propriétés sont in-
timement liées entre elles. FElles y sont dans un rapport de sub-
ordination réciproque tel quon ne peut énoncer les propriétés d'un
groupe sans se reporter, au moing en partie, a des propriétés d’un
autre groupe. Mais le développement de la gométrie a précisément
conduit & les distinguer les unes des autres.

On comprend bien comment cette distinction s'est produite si
Pon caractérise, comme l'a fait F. Klein®2) pour la premitre fois
dans son programme d'Erlangen, les divers ordres de recherches de
la géoméirie par les groupes de transformation qui leur corres-
pondent.

249) Math. Anu. 57 (1903), p. 205.

250) Math. Ann. 58 (1904), p. 479,

251) Supplemento al periodico mat. 6 (1903/4), p. 114/7.

252) F. Klein, Progr. Erlangen 1872; Math. Ann. 43 (1893), p. 63/100.
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A la géométrie élémentaire correspond un groupe de trausfor-
mations, le groupe des ts et renver {s, y compris les
transformations de similitude. Ce groupe, nommé par F. Klein
groupe principal (Hauptgruppe), laisse invariantes toutes les propriétés
énumérées 1, 2 et 3.

Au lieu de mouvements, on peut d’ailleurs considérer des frans-
formations plus générales qui ne laissent invariantes qu'une partie de
ces propriétés 1, 2 ou 3, et modifient les autres. On obtient ainsi
plusieurs espices de géométries dans chacune desquelles on ne g'occupe
que de celles de ces propriétés que Pon y considere comme inva-
riantes. Nous ne mentionnerons ici que les deux principales d'cntre
elles:

a. Cest d’abord la géométrie projective ot Ton étudie les pro-
priétés qui sont invariantes relativement an groupe des collinéations,
Cest-a-dire les propriétés résultant de l'ensemble des postulats « et 3
des numéros 9 et 10 auxquels on a adjoint le postulat (ordinaire)
de la continuité.

b. Clest ensuite la théorie du continuum [ou Analysis situs] ou
Yon considere les propriétés qui sont invariantes relativement i des
transformations continues quelconques. Ce sont les propriétés corres-
pondant & Vensemble des postulats @ du 1n° 9 détachées, par le procédsé
employé, des propriétés particulieres des droites et du plan.

A cette fagon de voir ajoutons encore une autre considération®?).
Si l'on examine un groupe de transformations relativement & ume
figure particulitre (en faisant abstraction de ce qui est hors de cette
figure), celles des propriétés géométriques qui sont invariantes rela-
tivement au groupe prennent une signification nouvelle et conduisent
ainsi & une géométrie sur la figure envisagée.

Si, par exemple, on examine, relativement & une surface quel-
conque, le groupe des mouvements qui forme la base de la géométrie
élémentaire, on est amené & des considérations générales sur les
rapports métriques des figures situées sur une surface, considérations
dont Vensemble constitue la géomctric sur les surfaces (géométrie
différentielle de mesure dans laquelle on considere les propriétés inva-
riantes relatives & l'applicabilité des surfaces).

En généralisant ensuite cette géométrie sur les surfaces on aboutit
a la géométrie métrique sur les variétés 2 plusieurs dimensions, et,
en particulier, sur les variétés i trois dimensions. Cette géométrie

253) Cf. F. Enriques, Conferenze di geometria [cours autographié], Bologne
1894/5, p. 124 (n° 28).
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comprend les propriétés 3 de la congruence qui sont définies rela-
tivernent aux propriétés 1 de UAnalysis situs, mais indépendamment
des concepts de la droite et du plan.

Un méme procédé d’abstraction comsistant essentiellement dans
Vélargissement du groupe de transformations qui correspond & la
géométrie élémentaire, méne ainsi a trois ordres de recherches géo-
métriques plus générales que celles de la géométrie élémentaire.

On peut représenter ces trois ordres de recherches, dans leur
rapport de dépendance mutuelle, et dans leur dépendance de la géo-
métrie élémentaire, par le schéma suivant:

Théorie du continuum [Analysis situs]
¥
7 - ¥ Géomeétrie metrigue
génbralo sur los variéiés

Geomeétric projestive
2 an

Géométrie élementaire

Fig. 2.

Les propriétés contenues dans les trois ordres de recherches gé-
nérales dont on vient de parler pourraient &tre rattachées a trois
groupes de sensations distinctes de la fagon snivante #4):

les propriétés qui se rapportent au sens général du toucher et du
muscle;

les propriétés optiques (descriptives);

les propriétés mécaniques (métriques) relatives 4 un organe tactile
différencié, muni de mobilité.

On peut parcourir dans deux sens opposés le systeme de la
Géométrie que I'on vient d'ébaucher. X

Ou bien on étudie d'abord la géomeirie élémentaire, pour s'élever
ensuite d'une part & la géometrie projective, de Yautre & la glometrie
méwrique sur les variétés & n dimensions et l'on finit par aborder
Yétude de 1'Analysis situs.

Ou bien lon commence par envisager la théorie du continuum;

254) F. Klein [Math. Ann. 37 (1890), p. 544] a le premier remarqué cette
différence entre les propriétés descriptives et les propriétés métriques.

F. Enriques [Questioni*®), p. 16, 18; Rivista filosofica (Pavie) 4 (1901), p. 76;
Problemi della scienza®s), p. 300 (chap. 4); la trad. frangaise de J. Dubois,
Problémes de la science, Paris 1908, ne contient pas ce chapitre 4] a essayé d'en

prouver la nécessité en t m t les faits 3 la lumitre de la
psychologie physiologique. Il a 6t¢ ainsi amené & rattacher les proprictés de
1a théorie du continuum au sens général du toucher et du muscle, base commune
de pos sensations spatiales.




64 11 1. F. Enriques. Théorie du continuum.

on passe ensuite aux recherches de caracttre plus restreint de géome-
trie projective d'ane part, de géometrie métrigue sur les variétés 3 un
nombre quelconque de dimensions d’autre part, pour aboutir a Istude
plus restreinte encore de la géométrie élémentaire.

Le passage de I'Awualysis situs 4 la géométrie projective se fait
en imaginant un systtme particulier de courbes et de surfaces données
(jouissant de propriétés convenablement choisies) que Pon appelle
lignes droites et plans?®).

Le passage de VAnalysis situs & la géométrie métrique géndrale
sur les variétés & n dimensions se fait, soit avec B. Riemann®*) en
imaginant comme donnde une certaine opération métrique (telle que
la mesure d'une ligne ou de la distance de deux poiuts par exemple)
Jjouissant de propriétés déterminées, soit en supposant donné un certain
systeme de lignes et de surfaces (felle que des lignes géodésiques
par exemple) relativement a I'opération métrique envisagée.

On passe de la géométrie projective & la géométrie métrique
élémentaire en distinguant dans la détermination métrique une courhe
(ou surface) du second degré®). Si l'on veut, en particulier, parvenir
4 la détermination métrique ordinaire envisagée par BEuclide, on peut
le faire en envisageant la géometrie de Uaffinité comme une étape inter-
médiaire ®%),

On passe de la géométrie métrique géndrale des varistés & n di-
mensions i la géométrie élémentaire d’Buclide, ou aussi & la géométrie
élémentaire non euclidienne, en imposant & Popération métrique adoptée
des conditions particulidres, par cxemple homogénéité et l'isotropie
de Tespace, ou encore un caractére particulier du groupe des mou-
vements #?).

285) Cf. . Klein (qui ici se rattache & K. G. Chr. von Staudt), Math. Ann, 6
(1873), p. 112; Progr. Erlangen 1872, p. 32; Math. Ann. 43 (1898), p. 63/100.

256) B. Riemann, Habilitationsschrift'*); Abh, Ges. Gitt. 13 (1866/7), éd. 1868,
math, p. 188; Werke (2 éd.) publ. par H. Weber, Leiprig 1892, p. 277; trad.
L. Laugel, Paris 1898, p. 286.

267) Cf. 4. Cayley, Philos. Trans. London 149 (1859), p. 82; Papers 2, Cam-
bridge 1889, p. 583; F. Klein, Math. Ann. 6 (1873), p. 1217.

258) Cf. A. F. Mibius, Der barycentrische Caleul, Leipzig 1827, § 16172;
Werke 1, Leipsig 1885, p. 194/5; H. Grassmann, Die lineale Ausdehnungslebre,
Leipzig 1844, Section IT chap. 4; Werke®) 1Y, p. 249/81.

239) Cf. B. Riemann, Habilitationsschrift1%), Abh. Ges. Gutt. 13 (1866/T),
éd. 1868, math. p. 134; Werke (2° 6d.), publ. par H. Weber, Leipzig 1892, p. 273;
trad. L. Laugel, Paris 1898, p. 282; E. Beltrami, Teoria degli spazi di curvatura
costante [Ann. mat. pura appl. (2) 2 (1868/9), p. 232; L. Schlifli, id. (2) & (1871/3),
p. 178 [1872}; 8. Lie et F. Engel, Thoorie der Transformationsgruppen 3, Leipzig
1893, p. 3935 F. Schur, Math. Ann. 27 (1886), p. 537 et suiv. Cf n™ 89 & 42.

20. Préliminaires. 65

Dans les chapitres suivants nous adopterons la seconde fagon de
procéder. Nous exposerons d'abord les fondements de I'Analysis situs,
pour envisager ensuite, d'une part la géométrie projective, dautre part
la géométrie métrique générale, et aboutir enfin, aussi hien par l'in-
termédiaire de la géométrie projective que par celui de la géométrie
métrique générale, i la géométrie élémentaire.

Principes de la théorie du continuum,

20. Préliminaires. 1l conviendrait sans aucun doute de chercher
3 établir les principes de la théorie du continnum sans faire: appel
4 des considérations étrangéres 4 la géométrie®™), mais jusqu'ici on a
plutét essayé de rattacher ces principes a des notions analytiques
comme celle de la représentation des lignes et des surfaces [cf. III 2]
ou a la théorie des ensembles [cf. IT 2].

Cependant, dans quelques-unes de ses recherches, G. Cantor®t)
a abordé direclement Vétude de quelques questions concernant le con-
tinuum *62).

Quoi qu'il en soit, pour édifier actuellement une théorie du con-
tinuum il est indispensable de rappeler un certain nombre de résultats
empruntés & d’autres théories:

1%) Cest d'abord la possibilité, démontrée par G. Cantor, de faire
correspondre d'une fagon biwnivogue [que nous avons nommée parfaite
(L1, 2)] les points d'un segment de droite donné () aux points d'un
carré domné (z, y), et cela, comme I'n montré G. Peano, aussi bien
a l'aide de fonctions continues non univoquement réversibles qua Yaide
de fonctions continues univoquement réversibles

z=F0), y=Ff.
2°) C’est ensuite I'impossibilité d’établir entre deux variétés
@0 2 B)y W Yy s ¥
d'ordres m et #, ol m et n sont plus grands que un et oit m est
différent de », une correspondance biunivoque et continue 263),
3°) Cest aussi le théoreme de C. Jordan®®): Toute courbe plane

fermée

z=g), y=v(®

260) F. Enriques, Rend. Circ. mat. Palermo 12 (1898), p. 222.

261) Math. Ann. 46 (1895), p. 481.

262) ,Depuis la constitution de la géométrie non-urchimédienne [nos 46 252},
ane orientation différente a ét¢ imprimée A ces recherches *

263) Pour ce qui concerne les résultats (19) et (2°) voir T 7, 2.

264) Cf 100 2, 8.
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sans point double (ou multiple), od ¢(¥) et ¥ (¢) sont des fonctions
finies et continues de ¢, partage le plan en deux régions telles que,
si l'on joint par un trait continu un point fixé arbitrairement dans
Pune des deux régions & un point fixé arbitrairement dans l'sutre
région, ce trait continu rencontre Ja courbe en un point au moins.
On donne & l'une de ces régions le nom de région intérieure, & Vautre
le nom de région extérieure a la courbe fermée.

4°) C'est enfin le fait que la distinction entre courbes planes
analytiques et courbes planes non-analytiques n'est possible, en général,
que si l'on tient compte, non sculement de la courbe envisagée elle-
méme, mais encore du systéme de coordonnées auquel on rapporte la
courbe dans le plan.

Si Yon exclut les points singuliers et si 'on ne considéere qu’une
région finie du plan, T'ensemble des courbes analytiques satisfait a
la condition fondamentale qui nous est donnée par lintuition que
nous avons des courbes (que I'on imagine entitrement tracées):

a. Deux courbes ne se coupent qu'en un nombre fini de points.

Si I'on considere inversement comme donnés tous les segments
de droite et tous les arcs de parabole d’ordres quelconques 2,3,...
que Lon peut concevoir  lintéricur d’une région finie, arbitrairement
fixée dans le plan, on peut démontrer®*) qne toute ligne (I) devant
satisfaire, relativement & ces segments de droite et & ces arcs de
parabole, 3 la condition & a en chacun de ses points une tangente,
ou tout au moins une tangente 3 droite et une tangente & gauche;
et l'on peut aussi démontrer que la ligne (I) a, par suite aussi, en
chacun de ses points une parabole osculatrice d’ordre 2, d’ordre 3, . ..
et en général d'ordre entier quelconque n. La ligne (1) peut done
ttre représentée em coordonudes cartésiennes par trois fonctions F
admettant des dérivées de tous les ordres ou, tout au moins, des
dérivées a droite de tous les ordres et des dérivées a gauche de tous
les ordres. Si l'on admet que, dans une région du plan convenable-
ment limitée, la ligne (I) ne coupe qu'en un nombre fini de points
chaque ligne analytique sans points singuliers dans cette région, il
eat d’ailleurs fort vraisemblable que, dans cette région du plan, les
trois fonctions F sont des fonctions analytiques.

21. La notion de ligne. Dans la théorie du continuum le pre-
mier concept que l'on rencontre cst celui de la varidé continue & une
dimension.

On peut, par abstraction, identifier ce concept & celui de la

265) ,Cotte démonstration, due & F. Enriques, n'a pas encore 6t publice.”
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ligne, & condition de prendre le point de la ligne comme ¢lément de
la variété continue 3 une dimension et de faire, en outre, abstraction
des relations de la ligne avec lespace dans lequel elle est située
ainsi que de toute notion métrique (notion de longueur) concernant
sen segments &'l s'agit d'une ligne droite, ses arcs #'il 'agit d'une
ligne courbe. Les seules propriétés de la ligne que I'on doive prendre
en considération sont celles qui se rattachent & sa détermination gé-
nétique par le mouvement d'un point, comme, par exemple, les pro-
priétés concernant la suite naturelle des points d'une ligne, ou la
continuité de la ligne, ou encore la notion de segment sur une droite,
ou d’arc sur une courbe,

Pour formuler dans un systéme logique, en se plagant unique-
ment au point de vue de la théorie du continuum, les propriétés qui
caractérisent une variété i une dimension, ou une ligne envisagée
comme on vient de le dire, il convient d’envisager d’abord un type
déterminé de ligne, suffisamment simple, auquel on cherchera ensuite
A ramener tous les autres.

Nous prendrons pour ce type la ligne (sans point double) que
nous appellerons ligne ouverte, clest-d-dire ligne non limitée. Nous
appellerons variété clémentaire et nous représenterons par le symbole v,
chaque variété 3 une dimension que l'on peut identifier & une ligne
ouverte.

On peut caractériser les propriétés fondamentales des variétés
élémentaires v, soit en se plagant au point de vue génetique, soit en
se plagant au point de vue actuel.

Suivant que l'on se place & I'un ou & l'autre de ces deux points
de vue on devra dailleurs appliquer sous la forme de K. Weierstrass
ou sous celle do K. Dedekind [n° 13] les postulats de la droite et le
postulat de la continuité [n° 10}

Pour abréger, on convient de dire que chacun de ces deux points
de vue implique deux ordres continus opposés sur v, **).

Cela posé, il sagit de savoir si les hypothéses faites suffisent
pour permettre la représentation des points de v, sur le continuum
analytique d'une variable réelle z, ou, ce qui est identique, sur un
segment rectiligne dont les points extrémes sont exclus. En d'autres
termes, il s'agit de savoir si les hypothtses faites suffisent & l'intro-
duction des coordonndes.

B. Riemann®"), qui, le premier, a envisagé dans toute sa généra-

266) ,Un ordre continu sur une ligne fermée s'appelle une disposition.*
267) Habilitationsschrift'%); Abb. Ges. Gott. 13 (1866/7), éd. 1868, math.
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lité le concept du continuum & une dimension, considérait comme
évident que ces hypothéses sont suffisantes. 1! rattachait la variation
continuelle de I'élément générateur de v, & la motion de la durée
écoulée pendant cette génération. On n'a pas tardé toutefois & faire
ressortir que cette supposition contenait implicitement un postulat ),

Il est facile de formuler ce postulat si Pon admet que dans la
variété élémentaire v; on peut comparer entre elles denx parties limi-
tées quelconques d'aprés le critdre de la congruence, tout au moins
quand ces parties limitées de v, ont une extrémité commune.

Mais méme si T'on fait abrtraction de tels rapports de congruence,
il suffit d’admettre comme postulat que, par un procédé quelcongue,
on puisse construive dans », un ensemble dénombrable E de points
de fagon que tout point de v, soit un pointlimite de Yensemble E.

En sappuyant sur ce postulat, G. Canfor®®?) définit le concept
de v de fagon que cetie variété & une dimension puisse dtre repré-
sentée sur le continuum analytique de la variable réelle x, que l'on
envisage dans la théorie analytique des ensembles.

Il importe de remarquer que si ce postulat introduit & Dintérienr
de v, un ensemble particulier E, l'intuition que nous pouvons avoir
de la variété v, considérée en elle-méme, indépendamment du concept
de la congruence, ne nous renseigne en rien sur la construction de
cet ensemble. Clest pourquoi nous tenons le concept de la variété dlé-
mentaire vy comme plus général que celui du continuum analytique. Voir
a ce sujet les théories non-archimédiennes [n* 46 a 52].

La question de lintroduction des coordonnées dans la variété
€lémentaire v, se présente sous un nouveeu jour quand on envisage
¢, comme contenue dans une variété a deux dimensions; aussi ne
traiterons-nous cette question que plus loin.

Une fois en possession du concept de la variété élémentaire v,
on parvient aisément & celui d’une variété quelcongue & une dimension
et, en particulier, & celui dune varidté limitde b une dimension.

Convenons tout d’abord de désigner, pour abréger, sous le nom
de segment linduire soit un segment rectiligne soit un are de courbe,
On démontre qu'une variété limitde quelcongue & une dimension peut
étre représentée d'une fagon biunivoque [ou parfaite (11, 1)} sur un
segment lindaire. Or par la seule suppression de son origine et de

p. 136; Werke
Paris 1898, p. 283.
268) Voir F. Klein, Math. Ann. 6 (1878), p. 182, 143, 144.
269) Math. Ann, 46 (1895), p. 481.

éd.) publ. par H. Weber, Leipzig 1592, p. 275; trad. L. Laugel,
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son extrémité un segment linéaire devient une ligne ouverte comme
celles que nous avons envisagées plus haut. Il suffit done de modifier
quelque peu les propositions précédentes pour qu'elles s'appliquent
au concept d’une variété limitde quelconque & une dimension ou, si
Toun veut, du segment lindaire considéré en soi.

On observe eusuite que le concept le plus géncral d'une varictd
@ une dimension, ou d'une ligne, se rattache aux précédents, puisqu’on
peut considérer une ligne queleonque comme formée par une juxta-
position de plusieurs segments linéaires soudés les uns aux autres de
fagon que Vextrémité de I'un coincide avec l'origine de Pautre d'une
fagon convenable.

Si, en particulier, on juxtapose deux segments linéaires A B et
CD de fagon que A et D dune part, B et C d'autre part, coinei-
dent, on obtient une ligne fermde. Nous représenterons les lignes
fermées ou plutét les variétés & unme dimension correspondantes par
le symbolo V7.

En se plagant au point de vue génetique, les postulats qui, dans
la théorie du continuum, caractérisent les propriétés de la variété ¥,
peuvent é&tre établis directement si l'on admet deux ordres cycliques
opposés sur V;, en d’autres termes si Pon admet que les élements de
V; (quon identifie aux points de la ligne fermée correspondante)
puissent tre disposés®™) dans l'un et l'autre sens sur ¥, dune fagon
eyclique c’est-d-dire telle que les trois conditions que voici soient vérifides:

1°) Si un élément quelconque de ¥, est donné il existe un seul
ordre sur V,, ayant un sens déterminé avec cet élément comme pre-
mier Elément, et dans lequel:

a) de deux éléments B et C, toujours l'un précéde D'autre;
si B précede C, C suit B;

b) si B précéde C et si C préeede D, alors B précede D;

c) entre deux éléments queleconques B et C il y a une in-
finité d’éléments;

d) il n’y a aucun dernicr élément.

On appelle cette disposition des &léments de V, la disposition
naturelle de V,. Par rapport & cette disposition naturelle:

2°) Les deux ordres de ¥, correspondant au méme élément mais
aux deux sens opposés sont des inversions I'un de I'autre.
3°) 8i, dans I'un des ordres naturels correspondant & un premier

270) ,On entend par disposition d'éléments donnés sur une ligne formée
la régle suivant laquelle on fixe une infinité d'ordres possibles de ces éléments.
Pour fixer un de ces ordres, il suffit de fixer d'une part un d-s deux sens appar-
tenant & la disposition et d’autre part celui des éléments qui doit étre le premier.*
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élément A, trois éléments P,, P,, P, se suivent dans l'ordre indiqué
par leur indice, dans tout autre ordre naturel de méme sens que le
premier, mais ayant un autre premier élément A’, les trois éléments
envisagés se suivent, soit dans l'ordre

. P, B, P,
soit dans Fordre

N P, Py, P,
soit enfin dans l'ordre

B, Py, By

A ces postulats il faut encore adjoindre le postulat de la con-
tinuité dans le sens restreint de G. Camtor [n° 13].

En se placant au point de vue actuel, les postulats qui, dans la
théorie du continuum, caractérisent les propriétés de la variété ¥,
(correspondant & une ligne fermée) peuvent étre établis si Ton sup-
pose comme concept primitif le concept des paires déléments qui se
sépurent ™),

On postule alors:

Quatre éléments de ¥, ne peuvent étre groupés que d'une seule
manidre en paires qui se séparent.

Si les paires AB, CD et AC, BE se séparent, alors les paires
CD, BE et AC, ED se séparent aussi:

Ces postulats admis, on pent définir la disposition naturelle de
V, correspondant & un premier élément donné et dans laquelle denx
éléments B et C se suivent dans un ordre déterminé.

Aux postulats concernant les paires qui se séparent il faut en-
core adjoindre le postulat de la continuité sous une forme con-
venable.

On remarquera que, sans le postulat de la continuité, les postu-
lats précédents s'appliquent aussi bien & une ligne ouverte qua une
ligne fermée.

22, Surfaces. Variétés & » dimensions. De méme que la ligne
sert de type aux variétés & une dimension [n° 22], de méme la surface
envisagée en soi ou l'espace peuvent servir & fixer les notions de variété

271) F. Enriques, Reale Ist. Lombardo Rendic. (2) 27 (1894), p. 530; Lezioni
geom. proiettiva®?), (1™ éd), p. 9 et suiv; éd. allemande par H. Fleischer, Vor-
lesungen iiber projektivische Geometrie, Leipzig 1903, p. 23.

279) G. Vailati, Rivists mab. 5 (1895), p. T6/8. Of. M. Pieri, Atti Accad.
Torino 30 (1894/5), p. 607; 31 (1895/6), p. 38L, 457; G. Vadlati, Rivista mat. 5
(1895), p. 183/5; 4. Padoa, Revue math. [Rivista] 6 (1899), p. 35/41 [1896]; M. Pasch.
Math. Aon. 48 (1897), p. 111.
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4 deux ou & trois di Ces notions correspondent & des types

plus ou moins intuitifs. On généralise ensuite, & un nombre quel-
conque de dimensions, les notions ainsi acquises de variété & une,
deux ou trois dimensions.

11 semble difficile de dire qui a, le premier, tenté cette générali-
sation. Clest qu'en réalité elle a été d'abord réalisée dans un but
tout différent. Ainsi J. L. Lagrange®) assimile la Mécanique & une
Géométrie & quatre dimensions.

Dans les recherches de Géométrie pure, il s'agit essentiellement
de généraliser lo concept de la disposition des points d’une surface
suivant deux directions ou dams un ordre double, et celui de la dis-
position des points de l'espace suivant trois directions ou dans un
ordre triple.

Cette généralisation est analogue & celle qui permet de passer du
concept d’une ligne mobile, formée de points disposés convenablement, &
celui d’une surface, puis du concept de la surface supposée a son tour
mobile, au concept d'une étendue déterminée ou & celui de 'espace tout
entier. En continuant ainsi on parvient & la notion de variété 24, 5, ...
et, en général, & un nombre quelconque % de dimensions. Les élé-
ments de la variété & n dimensions ainsi engendrée sont dit disposés
en ordre multiple n.

La possibilité de cette généralisation a déjd été connue par
J. F. Herbart®™) dont le systeme philosophique a exercé dans cet ordre
didées une grande influence sur le développement des idées de
H. Gra. et de B. Ri

En se plagant & un point de vue exclusivement mathématique,
A. Cayley®™) a dailleurs développé, des 1843, le comcept de variété
3 un nombre quelconque de dimensions.

En 1844, H. Grassmann®™®) a, de son coté, formulé explicitement
la possibilité de soumettre au calcul 'étude de variétés plus générales
que Vespace & trois dimensions qu'elles sont supposé contenir. Il
a recours, & cet effet, & une analyse vectorielle généralisée dans la-
quelle, en particulier, I'addition jouit encore de propriétés commuta-
tives. Le concept de grandeur extensive, auquel il parvient dans cette
analyse vectorielle, embrasse celui de variété i » dimensions dont

278) ,Théorie des fonctions analytiques, Paris anV, p. 223; (Euvres 9, Paris
1881, p. 337.%

274) ,Werke®) 3, p. 59.%

275) Cambr. math. J. 4 (1843/5), p. 119; Papers 1, Cambridge 1889, p. 55.

276) Die lineale Ausdehnungslehre, Leipzig 1844, préface p. IX, X; (2°6d.),
Leipzig 1»78, préface p. VII; Werke®) 17, p. 10/1.
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Tétude fait I'objet de la théorie du continuum; il contient d'ailleurs
quelque chose de plus.

Le concept de variété 3 » dimensions a 6t posé par B. Rie-
mann®) d'uve fagon tout & fait générale & Paide d'une definition
genélique récurrente.

B. Riemann considére une variéié & » dimensions comme une
Jjuxtaposition d’éléments pouvant étre distribués en une infinité de
variétés & » — 1 dimensions, I'ensemble de ces variétés & » — 1 di-
mensions formant une variété & ume dimension, et cela de fagon que
chaque élément de la variété & » dimensions appartienne a l'une des
variétés & n — 1 dimensions.

Une variété & deur dimensions apparait ainsi comme une juzta-
position d'éléments pouvant étre distribuds en une infinité de variétés
3 une dimension, P'ensemble de ces dernidres variétés formant lui-
méme une variété i une dimension. Cette distribution des éléments
de la variété & deux dimensions correspond i la génération d’une
surface par le mouvement d'une ligne, mouvement dans lequel Ia
suite des lignes génératrices forme une variété & une dimension. On
peut dire que les points de Ja surface sont disposés en quelque sorte
suivant deuz directions, ou dans un ordre double.

Comme type de variété & deux dimensions on peut prendre une
swface simplement connexe, ocuverte, c'est-d-dire non-limitée. Nous
appellerons varidlé dlémentaire ¢ deux dimensions et nous représen-
terons par le symbole v,, toute variété & deux dimensions dont les
éléments correspondent aux points de cette surface ouverte et sont
congus suivant les mémes relations d’ordre.

Le mode de génération des surfaces dont B. Riemann a fait
usage ameéne tout naturellement & considérer sur une surface quelcon-
que donnée un faiscean de lignes genératrices et un faisceau de lignes
directrices; ces dernidres sont dderites par les différents points de la
ligne génératrice mobile. On peut alors définir la variété élémentaire
vy relativement & dewx faisceaux de varictés clémentaires v, d une di-
mension de fagon que

1°) un élément de v, appartienne & une variété v, de chacun des
deux faisceaux [c'est 1a la propricié fondameniale des faisceanx envisagés],

2°) une variété élémentaire queleonque v, de I'un des deux
faisceaux et ume variété élémentaire quelcongue v," de Vautre faisceau
aient en commun un et un seul élément de v,.

* 277) Habilitationsschrift'%); Abh. Ges. Gitt. 13 (1866/7), éd. 1868, math.

D- 184; Werke (2* éd.), publ. par H. Weber, Leipzig 1892, p. 273; trad. L. Laugel,
Paris 1898, p. 281.
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3%) étant donndes plusieurs variétés v, de Pun des deux faisceaux,
ceux de leurs éléments qui appartiennent & deux variétés v, de
Tautre faisceau sont disposés dans le méme ordre sur l'une et l'autre
de ces doux variétés v,

L’ensemble des deux faisceaux qui satisfont aux conditions (19),
(2°) et (3°) constitue un réseau dont les sommets sont les éléments
de v,. La dispositions en réseau de ces éléments de v, permet de
définir le concept du voisinage (ou entourage) d'un point d’une surface,
le concept de point-limite sur une surface, le concept de correspondance
biunivoque et continue entre deux variétés élémentaires z,, le concept de
correspondance biunivoque entre un faisceau continu de variétés v et
une variété v, sur laquelle il est situé, et d'autres concepts encore
dont Vimportance est moindre [cf. n° 21].

En sappuyant sur ce mode de génération de la variété élémen-
taire v, et sur les concepts qui 8’y rapportent, on peut développer
une théorie des variétés v, dans laquelle on démontre aisément les
propriétés concernant la distribution de v, en parties limitées par
des variétés v, faisant partie du faisceau des variétés v, situdes sur n,.

Toutefois la théorie des variétés élémentaires v, que lon édifie
ainsi ne saurait avoir quun simple caractére hypothétique, car on
n'apergoit aucun moyen de construire effectivement sur v, un faiscean
de variétés élémentaires & une dimension v,” distinct des deux faisceaux
v, eb v, constituant le réseau dont on a parlé, sans faire appel au
postulat de Cantor sur lexistence de l'ensemble spéeial g du n® 21
[ef III 2, 8 et 9].

En faisant appel & ce postulat on snpprime la difficulté par
Tintroduction sur », d’un systtme de coordonnées, autrement dit par
une représentation biunivoque de v, sur une variété analytique (z, y) ce
qui permet d'obtenir une représentation sur le continwum analytique
du faisceau 2,".

On peut toutefois éviter l'emploi de ce postulat de Cantor en
introduisant, outre les conditions (1), (2) et (3), le postulat que voici:

4°) Outre les deux faisceaux v, et »," constituant sur v, le réseau
dont on a parlé, il existe sur v, un troisitme faisceau de variétés v,”
qui sont continues sur v, et coupent chacune une et une seule fois
chacune des variétés v, et chacune des variétés v, des deux premiers
faisceaux.

On démontre en effet®™) que, une fois admise Uexistence de deux
modes distincts de génération d'une variété v, par deux faisceaux de

278) ¥. Eniriques, Rend. Cire. mat. Palermo 12 (1898), p. 222.
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variétés 3 une dimension formant résesu conformément aux condi-
tions (1), (2) et (8), il y » une infinité de modes semblables de géné-
ration de v,

En sappuyant sur (1), (2), (3) et (4) on peut représenter d'une
fagon biunivoque la variété élémentaire vy sur la varicté analytique (2, y).

Ceci fait, on obtient aisément une définition de v, convenant &
une étude systématique et compléte de toutes les variétés a deux di-
mensions. Il suffit pour cela d'observer tout d’abord que le conmcept
de voisinage d'un point et, par suite celui de point-limite sur une sur-
face sont indépendants de la notion des réseaux de cette surface qu'on
a utilisée pour définir ces pts; ils apparti t au pt de
la variété v, elleméme. De la résulte que si 'on se domne un pre-
mier réseau sur vy, on peut définir tout autre réseau sur vy en le
rapportant au premier. Mais si l'on se donne seulement la variété
v elle-méme, cette indépendance du concept de point-limite apparait
comme exprimant une relation entre deux distributions quelcongues
des éléments de v, en réseaux, et cette relation constitue une partie
des conditions permettant d’obtenir la définition complate cherchée des

variétés v,.

La définition génétique de v, résulte des postulats suivants qui
caractérisent vy:

a) Les éléments de v, peuvent étre disposés en réseanx conformé-
ment aux conditions (1), (2) et (3).

b) §il y & deux distributions en réseaux des éléments de v, et
si pour la premitre de ces deux distributions ¢ représente le voisinage
d'un élément S, il existe nécessairement, pour la seconde de ces deux
distributions, un voisinage o; de I'élément S contenu dans le voisinage ¢
de cet élément S.

¢) Sur v, il y a deuz réseaux Ry, Iy tels que I'un des faisceaux
générateurs de I, coincide avee lun des faisceaux générateurs de R,
eb que chaque variété ¢, du second faisceau génératour de R, et
chaque variété v, du second faisceau générateur de R, se coupent en
un et un seul élément.

Ces considérations s'étendent aisément aux variétés & un nombre
quelconque # de dimensions. Pour chaque indice n, toute variété
élémentaire v, est engendrée par n faisceaux générateurs de variétés
élémentaires v, _,.

On peut essayer de définir le concept de la variété élémentaire v,
en se placant au point de vue actuel.

11 suffit pour cela de caractériser les propriétés qui se rattachont
an concept des environs d'un élément de v, sans recourir au concept

22, Surfaces. Variétés a n dimensions. %

des environs fondé sur la distribution en réseau des éléments de v,
dont il a été rendu indépendant par le postulat (4). Dans ce but on
peut 'appuyer sur les postulats suivants & l'aide desquels .D. Hilbert™?)
a défini la variété v, en la rapportant au plan abstrait:

Le plan est un systéme d'éléments auxquels on donne le nom
de points. Chaque point A du plan détermine certains systemes par-
tiels de points auxquels il appartient lui-méme et qu'on appelle le
voisinage de A ou lentowrage de A.

Les points du voisinage ¢ d'un point A4 peuvent étre représentés
d'une fagon biunivoque par les points d'un certain domaine de Jordan
dans le plan analytique (z, y). On dit de ce domaine de Jordan
qu'il est une image des environs ¢ de A.

Chaque domaine de Jordan contenu dans upe image de o, et
comprenant & son intérieur I'image du point 4, est une image du
voisinage déterminé 6, du point A.

Si I'on envisage diverses images des mémes environs ¢ de 4,
la correspondance de ces diverses images est biunivoque et contimue.

Si B est un point déterminé des environs ¢ de 4, ¢ peut aussi
&tre envisagé comme formant les environs de B.

Etant donnés un voisinage 6, et un voisinage oy d'un méme
point 4, on peut toujours envisager un voisinage & de 4 commun
a0, et 4 G,

Si A et B sont deux points quelconques du plan abstrait, on
peut envisager un voisinage ¢ de A4 qui contienne B.

1l y a lien de remarquer quen formulant ainsi ees postulats on
envisage comme concept primitif non défini, non seulement le con-
cept du oisinage d'un point, mais aussi celui d'une certaine représen-
tation de ce voisinage sur un domaine de Jordan. Ceci suppose
quentre toutes les correspondances (continues ou discontinues) pou-
vant étre dtablies entre les deux variétés & deux dimensions envisagées
(le voisinage de A et son image) on ait fait un choix. Il faudrait
done formuler expressément une régle déterminée précisant ce choix.
Cette rogle ne se trouve pas, du moins explicitement, formulée dans
le systeme de .. Hilbert; mais D. Hilbert y supplée en supposant que
la correspondance biunivoque entre deux domaines de Jordan, images
du méme voisinage, est continue. Une telle hypothése ne permet pas
toutefois de reconnaitre si un domaine donné de Jordan correspondant
biunivoquement & un voisinage ¢ d’un point 4 est, ou non, une image
de ce voisinage, & moins qu'on ne suppose déja connue a priori de

279) Nachr, Ges. Gott. 1902, p. 233, Grandlagen®”), (3° ¢d) p. 122 en note.
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quelque fagon wne image, au moins, de G; or cette dernitre hypo-
thése revient 4 se donner dans le voisinage du point 4 la distribution
en réseau

& = constante, y = constante

et nous ramene done, en réalité, 3 la définition géndtique de v,

Au concept de variété élémentaire ouverte v, se rattachent les
concepts de toutes les variétés connexes & deux dimensions.

Pour passer du concept de v, au concept de surface ou de va-
riété élémentaire & deux dimensions limitée par une lgne il suffit de
modifier le concept de v, d'une fagon entidrement analogue & celle
qui nous a permis de passer du concept de v; & celui de V;. Cette
analogie parfaite nous dispensc Qinsister iei sur ces modifications.
Nous désignerons, dans ce qui suit, par ¥, les variétés i deux di-
mensions correspondant aux surfaces limitées par des lignes.

On parvient au concept plus général des variétés & deux dimen-
sions eorrespondant aux surfaces fermces sans bords, et finalement au
concept le plus général d'une variété quelconque & deux dimensions
par simple juxtaposition d’un nombre fini de varigtés V, dont les
lignes limites sont soudées convenablement.

Aprés avoir effectué ces soudures il faut toutefois faire abstrac-
tion de la fagon particulitre dont les variétés V, envisagées ont été
engendrées et, i cet effet, exprimer par un postulat les relations
existant entre deux formations distinctes d’une méme varidts V,.

Cela n'a pas encore été fait jusquici en se plagant, comme il
convient, au seul point de vue des principes de la géométrie. On
s'est contenté d'effectuer 3 cet égard quelques recherches d’un carac-
tere plus particulier, comme celles ayant pour objet de définir le
genre de la variété envisagée ou encore sa commexion.

Nous nous contenterons ici de faire remarquer que, & ce point de
vue, la propriété qui, pour les surfaces de I'espace ordinaire & trois
dimensions, se traduit par le mot ,unilatéral® et la propriété contraire
qui se traduit par le mot ,bilatéral® apparaissent comme des propriétés
intrinséques des variétés 2 deux dimensions. A ces deux propriétés con-
traires correspondent respectivement %) I'inversibilité du sens de rdtation
autour d'un point et la non-inversibilité de ce sens de rotation 1),

23. Lignes tracées sur une surface. Les recherches concernant

le concept de la ligne tracée sur une surface ou sur une variété a
280) Cf. F. Klein, Math. Ann. 9 (1876), p. 479.

281) Au sujet de ces considérations et de leur extonsion a des variétés &
un nombre quelconque de dimensions, voir 1'article III 6.

28, Ligues tracées sur une surface. k¥4

plus de deux dimensions et, plus généralement, les recherches con-
cernant le concept de la variété continue & m dimensions faisant
partie d'une variété continue & m -+ »n dimensions se rattachent tout
naturellement aux recherches sur les ensembles continus que G. Cantor
définit comme des ensembles i la fois parfaits et connexes 262),

On formule une définition complate d'une ligne [variété élémen-
taire »; (n° 21)] tracée sur une surface, en postulant *%);

1°) Yexistence d'une disposition continue [et, par suite aussi, de
Ia disposition contraire] & Vintérienwr de la ligne;

2°) que, si lon se donne un point 4 de la ligne et un voisinage
6 de 4 sur la surface, il existe toujours sur la ligne un segment
[n° 21] contenant le point 4 et enticrement situé dams .

De ces deux conditions, la premibre se rapporte aux propriétés
intérieures de la ligne en tant que variété élémentaire continue vy, la
seconde & sa propriété extdrieure (c'est-d-dire relative a la surface) par
laguelle la continuité intérieure de la ligne prend le sens de continuité
de cette ligne sur la surface.

L'ensemble des points rationnels d'un segment rectiligne dans le
plan et des points irrationnels dun segment rectiligne parallele au
premier peut d'aillenrs étre disposé de fagon que la condition (1)
soit remplie sans que, dans le plan de ces deux segments, la condi-
tion (2) le soit.

On remarquera que la proposition (2) indique que la ligne est
un ensemble dense daus un intervalle?) et que la condition de con-
tinuité intérieure (1) y ajoute que cet ensemble est clos ou fermé (ab-
geschlossen) en sorte que les conditions (1) et (2) réunies indiquent
que l'ensemble est parfait au sens de G. Cantor [ef. IL 1, 21 note 288].

De plus, d’apres la condition (1), la disposition intérieure est
telle quil y a toujours, entre deux points queleonques de la ligne,
une suite de points intermédiaires, ce qui exclut les ensembles formds
de plusieurs parties continues séparées les unes des autres.

La définition de la ligne continue fermee (sans point double)
fracée sur ume surface est entidrement analogue i celle de la ligne
(variété élémentaire continue v,) donnée au n° 21. Le théoreme de

282) Voir les articles T 7 et IT 2.

283) Voir F. Enrigues, Conferenze di geometria (cours autographié) Bologne
1894/5, p. 45; Rend. Circ. mat. Palermo 12 (1898), p. 222,

284) G. Cantor [Math. Ann. 21 (1888), p. 545; Acta math. 7 (1885/6) p. 105)
dit qu'un ensemble est dense dans wn intervalle (#n sich dicht) lorsque chaque
point de l'ensemble situé dans cet intervalle est un point-limite de points de
cet ensemble.
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C. Jordan [n° 20] s'applique®™) a ces lignes et la réciproque de ce
théoreme s’y applique aussi comme l'a montré A. Schoenflies ™),

Dans des recherches plus profondes concernant la décomposition
d'une surface par des lignes tracées sur cette surface, on est amené
a étudier le rapport de ces lignes avec les lignes coordonnées tracées
sur la surface. Nous nous contenteroms ici de remvoyer & cet égard
a ce qui a été dit [n° 22] sur les lignes tracées dans un plan.

Lorsque, dans ce qui suit, on aura occasion de parler d'une ligne
analytique tracée sur une surface (ou sur une variété quelconque) on
supposera tonjours qu'une double famille de lignes est domnée sur la
surface et y détermine un de coordonnées curvilignes. Clest
seulement relativement & cette double famille de lignes que le fait pour
une ligne donnée d'avoir le caractére d'une ligne analytique acquiert
un sens déterminé.

"y

Principes de la géométrie projective.

24, Postulats concernant une région de V'espace. En étudiant
systématiquement les propriétés graphiques des figures sans faire inter-
venir de notion métriqne, K. G. Chr. von Staudt®™") a posé les fonde-
ments de la géométrie projective.

Dans une analyse critique de principes sur lesquels repose cette
science, F. Klein®™) a surtout insisté sur ce que la géométrie pro-
jective est entidrement indépendante du postulat des paralizles: cela
résulte déja de ce qu'on peut y effectuer toutes les constructions dans
une région limifée de Vespace, convenablement choisie.

Les postulats de la géométrie projective dans une région Li-
mitée de l'espace ont été analysés et formulés en toute rigueur par
M. Pasch®™).

Si la région de lespace que lon envisage est limitée par un
tétraedre, ou par une surface convexe, il suffit de prolonger dams les
deux sens, & Uintérieur de cette région, chacun des segments recti-

285) F. Emriques estime que ce théordme pourrait &tre démontré en s'ap-
puyant seulement sur la définition de ces lignes continues fermées. IL serait
alors démontré que le théoréme de C. Jordam ne dépend aucunément du choix
que Von fait du systtme de coordonnées dans le plan.

286) COf. 111 2, n° 8

287) G trie der Lage, N
Tage (en 3 fascicules), Nuremberg 1856/60.

288) Nachr. Ges. Gott. 1871, p. 419; Math. Ann. 4 (1871), p. 573; 6 (1873),
p- 112; 7 (1874), p. 531; 17 (1880), p. 52.

289) Neuere Geom.™); ef. G. Peano, Principii*®).

1847; Beitrige zur Geometrie der

24, Postulats concernant une région de l'espace. 79
lignes qu'on y peut concevoir, pour parvenir & la notion générale de
ligne droite (en tant que définie & l'intérieur de cette région).

Les propriétés caractéristiques des segments rectilignes énoncées
au point de vue actuel [n°10], & Texclusion toutefois de la con-
tinuité, et la propriété que ,deux points déterminent un segment
rectiligne® forment le contenu des huit premiéres propositions fonda-
mentales de M. Pasch: ce sont, si lon veut, les postulats de la droite.

Viennent ensuite les postulats du plam, ou plutot de la surface
plane dans la région limitée envisagée. Ils sont au nombre de quatre
et concernent la détermination du plan par trois points non en ligne
droite, la propriété du plan de contenir le segment rectiligne déter-
miné par deux points arbitrairement fixés dans le plan, la propriété
de deux plans queleonques ayant un point commun d’avoir nécessaire-
ment un second point commun, enfin la propriété d'une droite quel-
conque située dans le plan d'un triangle ABC et rencontrant un des
cotés de ce triangle (c'est-d-dire un des trois segments rectilignes
AB, BC ou CA4) de rencontrer nécessairement un de ses deux autres
cot6s®9). Cette derniere propriéié exprime, au fond que »la droite

290) Ces postulats sont d’ailleurs équivalents aux postulats T du u° 9 et II
du n° 10. Si on leur adjoint le postulat de R. Dedekind sons la forme descrip-
tive du n° 13, on a un systéme complet de postulats descriptifs pour une région
limitée de l'espace.

La réduction du concept du plan proposée par G. Peano [Rivista mab. 4
(1894), p. 51] une fois admise, les postulats descriptifs dans une région limitée
de 'espace, at tion faite du postulat de la inuité, peuvent étre formulés
de la fagon suivante:

19 11 y a une infinité d'¢léments a chacun desquels on donne le nom
de point.

2°) Deux points distincts quelconques A, B déterminent univogquement une
clagse de points, renfermant une infinité de points, classe & laquelle ils appar-
tiennent eux-mémes et & laquelle on donne le nom de segment joignant les deux
points 4 et B, qu'on désigne par AB. Deux points quelconques C et D du
segment 4 B détermivent un segment CD dont chacun des points appartient au
segment AB. 8i C est un point du segment AB tout point D (autre que C)
de ce segment 4B appartient soit au segment AC soit au segment OB mais
ne peut appartenir & la fois & AC et & CB.

3%) Tout segment 4B détermine deux autres classes de points auxquelles
on donue respectivement le nom de prolongement de AB au deld de A et de
prolongement de AB eu deld de B.

Le prolongement de 4B au deld de B, par exemple, est une classe de
points tels:

) que tout point de ce prolongement détermine avec B un segment auguel
appartient B,

) que 8i C est un point quelconque de AB, le prolongement de CB au
dela de B coincide avee le prolongement de AB au deld de 4,
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divise le plan en dewx parties” et elle postule, par suite, que le plan
est une surface dont la droite est une ligne [cf. n° 21].
Dans ces postulats, les concepts de segment rectiligne et de sur-

7) que le prolongement de AC au deld de € est composé du segment OB
et de son prolongement an dela de B.

La définition du prolongement de AB au deld de 4 est identique, &
l'ordre des deux points 4, B prés.

4°) Il n'y a pas de point appartenant i la fois & I'un et & I'autre des doux
prolongements d'un segment.

JLa définition 3°) du prolongemen! d'un segment AB (au deld de B par
ex.) peut aussi 8tre formulée de la fagon suivante [cf. F. Sehur, Grundlagen der
Geometrie, Leipzig 1909, p. 1] aprbs avoir formulé (1°) et (2) comme plus haut:

8%) i € est un point de segment 4B distinct de B et si B appartient a
un segment CD), le point C, done aussi B, appartient su segment A D.

Deéfinition du prolongement. Les postulats 1°), 2°), 8') étunt posés, on appelle
prolongement du segment AB an deld de B l'ensemble des point D tels que le
point R appartienne & chacun des segments A D.

A cette définition on joint encore le postulat:

3") 8i € appartient simultanément aux deux ts AB et AD, ou bien
le point B est sur 4D, ou bien le point I est sur AR.*

Deéfinition de la droite. Une droite A B se compose des points du segment
AB et de ceux des deux prolongements de ce segment 4B au deld de A4 et
au deld de B.

5°) A l'extérieur de chaque droite il ¥ a des points.

6°) Soient A4, B, C trois points non en ligne droite; désignons par D un
queleconque des points du segment B(' et par I un quelconque des points du
segment AD. Il y a sur AR un point F tel que ¥ soit un des points du seg-
ment CF.

7°) Soient 4, B, C trois points non cn ligne droite. Désignons par D un
quelconque des points du segment BC et par F un quelconque des points du
segment 4 B. Les deux segments A7 et CF ont un point en commun.

Définition du triangle. Un triangle est formé par I'ensemble des points des
segments obtenus en joignant successivement, trois points 4, B, C, non en ligne
droite, & tous les points des segments BC, A0, AB.

Définition du plan. Un plan est formé par l'ensemble des points des
droites obtenues en joignant suceessivement trois points 4, B, ¢, non en ligne
droite, & tous les points des droites BC, C4, AB.

WF. Schur [Grundlagen®!), p. 7] ajoute encore:

8% A Vextérieur de chaque plan il y 2 des points.

Définition: de Vespace. L'espace est formé par l'ensemble des points des
droites obtenucs en joignant d'une part successivoment quatre points 4, B, G, D,
non situés dans un plan, respectivement & tous les points des triangles BCD,
CDA4, DAB, ABC, et d'antre part successivement les points de sogments A B,
AC, AD, BC, BD, CD & tous les points des segments CD, BD, B(, AD,
AC, AB.

A cette définition on joint encore le postulat: A T'extéricur de I'espace
il 0’y 2 aucun point.*

24, Postulats concernant une région de l'espace. 81

Pour passer de la notion d'un espace limité & celle de l'espace
projectif il suffit d'adjoindre aux points qui composent I'espace limit§
de nouveaux éléments convenablement définis auxquels on a donné le
nom de points idéauz.

Ces éléments sont idéaux au méme titre que les points que l'on
suppose communs & linfini & deux droites paralleles®!). On les dé-
finit en généralisant le concept de ,gerbe de droites“ qui, au sens
primitif du mot, représente I'ensemble des droites passant par un
méme point donné de la région limitée de I'espace que I'on envisage.

Solent @ et b deux droites situfes dans un méme plan. Si
chacune des deux droites ¢ et d est situde dans un méme plan avec
@ et dans un méme plan avec b, les deux droites ¢ et d seront aussi
situées dans un méme plan. Cette proposition, démontrée par
M. Pasch®?) sans supposer que les deux droites a et b aient un point
en commun, permet de généraliser le concept de la gerbe de droites.

On appellera gerbe de droites 'ensemble des droites, deux & deux
situées dans un méme plan, sans &tre toutes dans un méme plan.
Lorsque les droites de la gerbe ne se rencontrent pas toutes en un
méme point de la région limitée de I'espace envisagée, on dira que
la gerbe est impropre pour cette région et que ses droites ont en
commun un pomt déal.

De 13 les concepts de point idéal, de droite idcale, de plan idéal,
relativement & la région limitée de l'espace envisagée®®).

Lintroduction des éléments idéaux permet d'énoncer les propriétés
concernant la détermination des droites et des plans au moyen d’en-
sembles de points, et les propositions concernant les interseetions des
droites et des plans, sans avoir besoin de modifier ces énoncés dans
certains cas particuliers.

291) G. Battaglini [Rendic. Accad. Napoli (1) 6 (1867), p. 163; Nouv. Ann.
math. (2) 7 (1868), p. 202, 265] a déji observé que, dans la géométrie de Loba-
Zevakij, les points a linfini de la droite sont considérés comme reliés idéalement
entre eux; F. Klein | Math. Ann. 6 (1873), p. 130] remarque que les points iddaunx
sont, comme les points & l'infini, donnés par des gerbes de droites et cette re-
marque est faite & nouveau par G. Battaglini [Giorn. mat. (1) 12 (1874), p. 300].

La théorie compléte des points idéaux a été développée par M. Pasch
[Neuere Geom.*), p. 40]. Voir aussi V. Reyes y Prosper [Math. Ann. 32 (1888),
p. 157), M. Pasch [id. p. 159], F. Schur [id. 39 (1891), p. 113], R. Bonola [Giorn.
mat. (2) 7 (1900), p. 105].

292) Math. Ann. 32 (1888), p. 169,

2938) Le fait que ces éléments idéaux peuvent &tre introduits sans faire
usage du postulat sur lequel on s'appuie pour énoncer le théoréme fondamental
de la projectivité [u® 27 y] est important (Note de F. Schur).*
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Mais cette introduction d’éléments idéaux nous oblige & modifier
la notion intuitive que nous avons de la droite: par adjonction des
points idéaux cette ligne apparait plutot comme une ligne fermée que
comme une ligne ouverte.

Notre intuition journalitre de l'espace se trouve ainsi modifiée; le
concept de V'espace ordinaire est remplacé par celui de l'espace projectif.

25, Postulats de l'espace projectif complet. On peut aussi par-
venir au concept de l'espace projectif par une voie entiérement dis-
tincte de la précédente.

L'intuition visuelle peut, en effet, par simple abstraction, nous
amener & ce concept. Nous n'examinerons pas ici les difficultés que
cette fagon de procéder présente au point de vue psychologique.
Notre but sera plutét de montrer comment, en supposant le concept
de Yespace entitrement acquis, le géometre peut développer un systeme
de postulats élémentaires caractérisant l'espace projectif ).

Les postulats caractérisant I'espace projectif appartiennent & deux
groupes bien distinets:

a) Les postulats relatifs a la determination de droites et de plans
et auz intersections des droites entre elles, des plans enire eux ou des
droites et des plans.

Parmi ces postulats il faut signaler tout d’abord celui d'aprés lequel
ndenx points déterminent une droife”, c’est-d-dire un ensemble de points
d'ailleurs tout aussi bien déterminé par deux quelconques de ses points.

Le plan (complet) peut &tre engendré en projetant d’un point
extérieur Vensemble des points dune droite.

Le postulat fondamental du plan peut &tre énoncé de diverses
maniéres. M. Pier:®) I'a énoncé sous la forme trés simple que voici:

nSoient 4, B, C trois points non en ligne droite. La droite dé-
terminée par A et par un point fixé arbitrairement sur la droite BC
et la droite déterminée par B et par un point fixé arbitrairement sur
la droite C4, ont un point commun )%

294) A cet ordre d'idées appartiennent les recherches de F. Amodeo [Atti
Accad. Torino 26 (1890/1), p. 741}, G. Fano [Giorn. mat. (1) 30 (1892), p. 10€],
F. Enriques [Conferenze di geometria (cours autographié) Bologme 1894/5, p. &
(n° 3)), M. Pieri [Atti Accad. Torino 30 (1894/5), p. 607; 81 (1895/6), p. 381, 457;
32 (1896/7), p. 348; Reale Iat. Lombardo Rendic. (2) 31 (1898), p. 780; Memorie
Accad. Torino (2) 48 (1898), p. 1]; B. Levi {id. (2) 54 (1804), p. 278]. On peut
aussi consulter H. Thieme, Progr. Posen 1900.

295) Memorie Accad. Torino (2) 48 (1898), p. 16.

296) L'énoncé que F. Schur [Grundlagen®!), p. 7/9] donne d'aprés E. H.
Moore [Trans. Amer. math. Soc. 3 (1902), p. 147) postule moins que 1'énoncé de
M. Pieri.

25. Postulats de l'espace projectif complet. 83

De 1a résulte la propriété du plan complet dans l'espace projectif
de contenir la droite compléte déterminée par deux quelconques des
points de ce plan et aussi la propriété, pour deux droites d'un méme
plan, d'avoir toujours un point commun,

De méme que le plan peut étre engendré par projection centrale
d’'une droite, de méme 'espace projectif peut &tre engendré par pro-
jection centrale d'un plan. Pour parvenir ainsi au concept de I'espace
projectif ordinaire il faut alors postuler que par projection on épuise
I'ensemble de tous les points et admettre, & cet effet, quune droite et
un plan ont toujours un point commun. Ce dernier postulat équi-
vaut & celui d'aprés lequel, dans la région limitée de l'espace en-
visagée au n° 24, deux plans qui ont un point commun ont né-
cessairement un second point commun. Son role est de limiter a
trois le nombre des dimensions de lespace projectif.

En faisant abstraction de ce postulat, on engendre encore, en
effet, par projection centrale d'un plan, un espace projectif S, & trois
dimensions, mais rien n'empéche d'admettre qu'il existe un point an
moins hors de S;. Si de ce point on projette S; on engendre un
espace projectif S, & quatre dimensions, hors duquel on peut encore
admettre qu'il existe un point au moins, et en continuant ainsi on
parvient & un espace projectif S, 4 un nomhre quelconque n de di-
mensions.

Cette génération récurrente d’espaces projectifs & » dimensions a
été exposée par G. Veromese™). En y adjoignant les postulats b
dont il va &tre question, relatifs au caractére linéaire de la droite et
au caractére superficiel du plan, l'espace S, apparait comme une
variété particulitre & » dimensions dont la propriété caractéristique
est exprimée par le postulat du plan convenablement modifié pour
n> 2.

b) Les postulats relatifs aux propriétés linéaires de la droite et
aux propriétés superficielles du plan. ‘

La droite de l'espace projectif est une ligne fermée; ses points
sont rangés en un ordre cyclique [n° 22].

La propriété du plan d'étre une surface dans laquelle les droites
sont des lignes peut étre énoncée am point de vue génétique en postu-
lant le caractére projectif de la disposition cyclique des points de la
droite #%),

297) Il en sera question dans V'article ITT 26.
298) Voir ¥. Enriques, Lezioni geom. proiettiva?”), p.27; éd. allemande par
H. Fleischer, Vorlesungen iiber projektivische Geometrie, Leipzig 1903, p. 24.
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De ce postulat et de celni d'aprés lequel ,deux droites d'un méme
plan ont toujours un point commun®, il résulte que le plan projectif
est une surface d un sens®).

On peut remarquer, & ce propos, que la différence qui se mani-
feste & cet égard entre le plan métrique ordinaire euclidien et le
plan projectif ne se retrouve pas quand on passe des variétés & deux
dimensions aux variétés a trois dimensions.

Dans L'espace projectif aussi bien que dans I'espace métrique or-
dinaire euclidien il y a toujours deux sens hélicoidaux non réductibles
Pun & autre.

26, Coordonnées projectives. Les postulats du n° 24 ou les
postulats équivalents du n° 25 permettent de représemter les points
de Tespace projectif au moyen des rapports de quatre coordonnées
homogenes et cela de fagon que chaque plan soit reprégenté par une
équation du premier degré. On n donné & ces coordonnées homogénes
le nom de coordonndes projectives.

Dans l'espace ordinaire (euclidien ou non euclidien) on obtient
un systéme de coordonnées projectives en fixant un tétrasdre fonda-
mental et un point-unité E. Pour obtenir les coordonnées projectives
d’un point P on méne un plan par ce point P et chacune des six
arétes d,, du tétraddre fondamental et l'on détermine Tintersection
P, de ce plan et de V'aréte d;, du tétraddre opposée i d,,; on dit de
ce point P, qu'il est la projection de P sur laréte dy. On projette
de méme le point-unité £ sur les six arétes du tétraddre. On obtient
ainsi sur chacune de ces six arétes d,, quatre points: les deux som-
mets A;, 4, du tétraédre et les projections P, et E;, de P et de E.
Ces quatre points rangés dans Vordre indiqué déterminent un rapport
anharmonique.

(Aj: 4, P;m Ejk);
on appelle coordonnées projectives z,, z,, Z;, @, du point P quatre
nombres dont les rapports sont précisément égaux aux six rapports
projectifs ainsi définis sur les six ardtes du tétraddre, en sorte que,
pour j différent de %, on a
2,
;:: (4, 4, Py, ), (,k=1,2,8,4);

les propriétés fondamentales des rapports projectifs montrent aisément

299) L. Schlifli dans F. Klein, Math. Ann, 7 (1874), p. 550; W. Fiedler,
Die darstellende Geometrie in organischer Verbindung mit der Geometrie der
Lage, (2° éd) Loipzig 1875, p. 549, 789; (3° 6d.) 3, Leipzig 1888, p. 62, 75, 102/9.
Cf. n* 22, 80,

26. Coordonnées projectives. 85

que ces relations concordent et définissent les quatre nombres z,, &y,
#3, ¥, & un méme coefficient de proportionnalité pres®®),

Dans I'espace projectif la méme construction permet encore de
définir les coordonnées projectives d'un point queleonque P, pourvu
que l'on ait soin de définir le rapport anharmonique, ou comme dit
K. G. Chr. von Staudt, le quaterne (Wurf) de quatre points d’une
droite, rangés dans un ordre déterminé, comme un nombre, sans que
dans cette définition intervienne la notion de longueur d'un segment,
notion qui n’a aucun sens en géométrie projective.

La définition graphique du rappert projectif se rattache, comme
Pa montré K. G. Chr. von Staudt™) au caleul des quaternes qui lui
est di et que J. Liroth®®) a complété et systématisé.

La définition graphique du rapport anharmonique s'étend dailleurs
aux points imaginaires pourvu que l'on tienne compte du concept
dinvolution.

Dans le cas de points réels on peut définir graphiquement le
rapport projectif

4, B, ¢, P
de quatre points d'une droite domnée pris dans un ordre déterminé,
de fagon & ramener cette définition i la mesure ordinaire des longueurs.
I suffit, pour cela, d'envisager C' comme sl était le point & l'infini
de la droite donnée. Les points P pour lesquels le rapport projectif
(4, B, C, P) a une valeur rationnelle » appartiennent alors nécessai-
rement & la suife harmonique déterminée par 4, B et C comme on
Pexplique au n® 27; les constructions répétées du quatrieme harmo-
nique & trois points donnés & laide desquelles on les obtient dépen-
dent de la valeur de 7. Les points P pour lesquels le rapport an-

300) A.F. MGbius [Der barycentrische Caleul, Leipzig 1827, chap, 3; Werke 1,
Leipzig 1885, p. 54] a ét6 amené & introduire ce systime de coordonnées pro-
jectives (le plus général que V'on puisse concevoir} en remarquant que les rap-
ports de ses coordonnies barycentriques aux coordonnées respectives d'un point
fixe (le point-unité) s’expriment au moyen de rapports anharmoniques.

On peut consulter, au sujet de ces coordonnées, W. Fiedler, Viertelj. Naturf,
Ges. Zirich 15 (1870), p. 16%/82; Darstellende Geom.?"), (2° éd.) p. 549, 739;
(3° éd.) 3, p. 69, 75, 102/9.

Au sujet de lintroduction des rapports anharmoniques en géométrie non-
euclidicone, voir F. Klein, Math. Ann. 6 (1873), p. 129,

301) Beitriige zur Geometrie der Lage 2, Nuremberg 1857, p. 261. Cf.
W. R. Hamilton, Elements of quaternions, Londres 1866, p. 24, 62; W. Fiedler,
Darstellende Geom.?®%), (3° éd.) 3, p. 31.

302) Math. Ann. 8 (1875), p. 145.
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harmonique (4, B, C, P) a une valeur irrationnelle s'obtiennent en-
suite par un passage & la limite®”).

K. G- Chr. von Staudt a étendu ses résultats au cas od les élé-
ments envisagés sont imaginaires [cf. IIT 8].

27, Remarques concernant les propositions fondamentales de
1a géométrie projective. Du systéme de postulats du n° 24 et aussi
de celui du n° 25, on peut déduire toute la géométrie projective®..
Nous nous contenterons de faire ici quelques remarques concernant
la dépendance dans laquelle sc trouvent les principaux théoremes de
cette géométrie avec les postulats en question.

a. Théorime de Desargues®®): Si deux triangles ABC, A'B'C’
sont tels que les trois paires de cbtés

AB, A'B’; BC, B'C'; CA, C'4
se coupent en trois points en ligne droite, les trois droites
A4, BB, CC’
gont concourantes. Bt réciproquement.

E. G. Chr. von Staudt*®) a démontré ce théoreme en effectuant
des constructions dans l'espace et en ne s'appuyant que sur les postu-
lats de Pappartenance.

F. Klein®) a appelé Dattention sur ce que le théoréme de
Desargues ne peut étre démontré, en s'appuyant sur les postulats de
la géométrie projective, qu'a l'aide de constructions effectuées dans
Vespace. Si, en effet, on pouvait le démontrer en g'appuyant uni-
quement sur les postulats de la géométrie plane, sans quitter une
région limitée du plan, il en résulterait qu'étant donnée sur unme sur-

303) Voir par ex. R. de Paolis, Atti R. Accad. Lincei, Memorie mat. (3) 11
(1881), p. 491; F. Enrigues [Lezioni geom. proiettiva *?), (1™ éd.) p. 348 (appen-
dice); éd. allemande?*) Anbang; Rend. Circ. mat. Palermo 12 (1898), p. 222] met
en évidence la fagon dont lintroduction des coordonnées projectives dépend de
1a considération de la projectivité de deux espaces projectifs abstraits.

304) Voir l'article IIT 8.

305) ,Le théoreme a été publié pour la premiére fois par 4. Bosse [Manidre
universolle de M. Desargues pour pratiquer la perspective, Paris 1648, p. 340].
L'exposé de A. Busse a 6té réimprimée par N. G. Poudra, dans les (Euvres de
Desargues 1, Paris 1864, p. 413/5. G. Desargues démontre le théoréme d'abord
pour deux trinngles situés dans l'espace (& peu prés comme on le fait dans les
traités comtemporaing) puis pour deux triangles situés dans le méme plan en
a’appuyant sur le théoreme des transversales auguel on donne parfois le mom
de théoréme de Meénélas (Note de G. Enestrom).*

306) Geometrie der Lage, Nuremberg 1847, p. 52. G- Desargues lui-méme %)
en avait donné une démonstration métrique.

307) Math. Ann. 6 (1373), p. 112/45.

27. R tales. 817

t les prop

face quelconque une famille de lignes dont une et une seule passe par
deux points arbitrairement fixés sur la surface, il suffirait de choisir
convenablement sur cette surface un systtme de coordonnées curvi-
lignes (u, v) pour obtenir ume représentation de la famille de lignes
envisagées par des équations du premier degré en u, v. Or il 'en
est pas ainsi, comme on le voit immédiatement en envisageant la
famille des lignes géodésiques d'une surface & courbure varisble;
comme Va montré E. Beltrami®®) ces lignes ne peuvent &tre repré-
sentées par des équations du premier degré quel que soit le systéme
de coordonnées curvilignes fixées sur la surface.

D. Hilbert*®) a constitué par des procédés élémentaires une géo-
métrie conventionnelle du plan complet dans laquelle le théordme de
Desargues ne s'applique pas, bien que tous les postulats projectifs y
soient satisfaits. On voit done qu'en géométrie projective pure le
théoreme de Desargues ne découle pas des postulats du plan; il ne
découle que des postulats de Vespace & trois dimensions.

1l n'en est d’ailleurs plus ainsi lorsqu'on introduit en géométrie
projective les concepts métriques en posant les postulats de la con-
gruence. On peut alors en effet démontrer le théoreme de Desargues
daps le plan (sans effectuer de constructions dans l'espace [ef. n° 18]).

D. Hilbert a aussi remarqué qu'inversement le théoréme de
Desargues dans le plan permet de se passer complétement des postu-
lats de lespace dans la démonstration des propriétés des figures du
plan projectif *1%).

8. Sur la séparation des points comjugués d'une division har-
monique: Le fait de cette séparation des points conjugnés par l'un ou
Tautre des deux autres points de la division harmonique est établi
par K. G. Chr. von Staudt en faisant appel & une notion qui n'est pas
purement graphique, la notion d'un angle solide (ayant pour ardtes
des demi-droites concourantes) considéré au point de vue métrigue.

La démonstration que M. Pasch®") a donnée du méme théoreme
présente une lacune; elle m'exclut pas, en effet, la possibilité pour le

308) Ann. mat. pura appl. (1) 7 (1865), p. 185 [cf. TI133 et 84).

309) Grundlagen??), (2* éd.) p. 49 (§ 23).

Au sujet de la géométrie non désarguienne, voir aussi F. R. Moulton, Trans.
Amer. math Soc. 3 (1902), p. 192.

310) L'emploi d'espaces projectifs §, & un nombre de dimensions n>>3,
dans le but de démontrer les propositi t I'espace projectif 8, a troig
dimensions, n'aboutit & aucun résultat qu'on ne pourrait déduire directement des
postulats de la géométrie projective de I'espace S, lui-méme. Cf. C. Segre, Ri-
vista mat. 1 (1891), p. 42/66.

311) Neuere Geom.?¥), p. 85.
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quatritme harmonique & trois points donnés, de coincider avee l'un
de ces trois points. G. Fano®?) en a conclu qu'il y avait lien d'in-
troduire ici un nmouveau postulat. Il nen est rien cependant comme
il résulte nett t de la dé; tration du méme théoréme donnée
par F. Enriques®®): cette démonstration repose essentiellement sur la
disposition des points sur la droite et sur le caractere projectif de
cette disposition sans que la continuité intervienne en aucnne fagon,
en sorte que le théortme dépend uniquement des postulats projectifs
que I'on vient d'énoncer.

v. Sur le théoréme fond tal de la projectivité, ou théoréme de
Staudt :

»Lia projectivité de deux droites est entitrement déterminée par
trois paires de points homologues.

L’étude de la correspondance particulitre entre les points de deux
plans & laquelle on a donné le nom d’homographie (plane) [collinéa-
tion (plane)], correspondance dans laquelle & chague droite du premier
plan correspond une droite du second plan et inversement, a amené
K. G. Chr. von Staudt®™) & définir la projectivité entre droites, ou plus
généralement entre formes de rang un, comme wune correspondance
bi que dans laquelle a toute division har ique correspond ume
division harmonique.

La construction de figures projectives i laide de projections et
de sections repose alors sur le théortme fondamental cité au début
de co numéro. K. G. Chr. von Staudt en raméne dailleurs la dé-
monstration dans tous les cas & sa démonstration dans le cas ou les
deux formes envisagées sont deux ponctuelles projectives ayant méme
support. Dans ce cas particulier, le théoréme se raméne & celui-ci:

»Loute projectivité de deux ponctuelles sur nne méme droite
ayant trois points doubles revient & lidentité de ces deux ponctuelles
(en un point double les deux points correspondants des deux ponc-
tuelles sont confondus).”

Il est essentiel d'observer que le role fondamental joué par ce
théortme dans V'étude de la projectivité des figures repose sur la
fagon dont K. G. Chr. von Staudt définit la projectivits.

8i, au lieu de cette définition on adopte celle de J. V. Poneelct®),
d'apres laquelle:

812) Giorn. mat. (1) 30 (1892), p. 106,

313) Regle Ist. Lombardo Rendic. (2) 27 (1894), p- 560; Lezioni geom,
proiettivat?), (17 éd.) p. 58,

314) Geometrie der Lage, Nuremberg 1847, p. 49 (§ 9).

815) Cette définition a ét6 reprise par L. Cremona [Elementi di geometria

27. Remarques les iti fond, 1 89

wdeux droites sont dites projectives lorsqu'elles so corres-
pondent par projections ou sections®,

le fait que la détermination de la projectivité de deux figures ne dé-
pend que de trois paires d'éléments homologues a moins de portée,
en ce quil ne permet pas, a lui tout seul, d'édifier la théorie de
Ihomographie entre plans et espaces. Ce n'est donc plus qu'une
partie du ,théortme fondamental de la géométrie projective®. Quand
nous envisagerons cette proposition, en mous plagant au point de vue
de J. V. Poncelet, nous la désignerons sous le nom de théoreme
fondamental de la géométrie projective entendu au sens restreint.

La démonstration graphique que K. (. Chr. von Staudt a donnée
de son théortme présente une lacune qui a 6t6 signalée par K. Weicr-
strass®®) dans son cours professé 3 I'Université de Berlin. Cette la-
cune a ét6 comblée de diverses fagons en faisant appel & la conti-
nuité des droites envisagées ou & quelque autre notion qui en dépend.

F. Klein®™") ainsi que J. Liiroth et H. G. Zeuthen®®), abandonnant
la voie suivie par K. G Chr. von Staudt qui sappose domnée la eorres-
pondance projective, ont montré comment cette correspondance s'ob-
tient, quand on se donne trois paires (4, 4'), (B, B’), (C, C) de
points homologues, en construisant les deux ponctuelles engendrées
par les deux suites de points harmoniques détermindes l'une par les
trois points 4, B, C, Tautre par les trois points homologues A’, B, C.

Pour construire la suite de points harmoniques déterminée par
4, B, C par ‘exemple, on construit d’abord les quatritmes harmo-
niques D & A, B, C, rangés de toutes les manieres possibles, puis
les quatriemes harmoniques i trois quelconques des points A4, B, C, D,
et ainsi de suite indéfiniment.

La démonstration de F. Klein repose sur une répétition de la

projettiva ad uso degli istituti tecnici, Turin 1873, p. 20] et par J. Thomae
[Ebene geometrische Gebilde, Halle 1873, p. 12].

Méme dans les meilleurs des traités plus anciens, on confond souvent les
relations projectives entre figures élémentaires de rang un avec les correspon-
dances biunivoques de ces figures entre elles, ce qui n'est permis que lorsqu'il
s'agit de correspondances établies par une construction donnant lieu a des fone-
tions algébriques ou tout au moins analytiques.

316) K. Weierstrass o aussi douné une démonstration génétique, mais nou
descriptive, du méme théortme de K. G. Chr. von Staudt envisagé au sens
restreint. Cette démonstration a été publiée par E. Kitter et H. A. Schwarz
dans K. Weierstrass, Werke 3, Berlin 1903, p. 161.

817) F. Klein, Math. Ann. 7 (1874), p. 531.

318) Pour cen recherches de J. Liiroth et H. G. Zeuthen, voir F. Klein, Math.
Ann. 7 (1874), p. 535/6. Voir aussi les recherches de . Klein, Math Ann. 37 (1890),
P- 544/72, en partic. p. 666 et suiv.
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construction du quatritme harmonique pour les points-limites de
chacune des deux ponctuelles ainsi formées.

J. Liiroth et H. G. Zeuthen évitent, au moins au début, de faire
usage de la continuité de la droite en montrant de quelle fagon
figurent dans tout segment de la droite des points de chacune des
deux suites de points harmoniques ainsi formées. La construction qu'ils
indiquent est trés facile a réaliser quand on rejette & linfini un des
trois points fondamentanx 4, B, C. Les abscisses des points de chacune
des deux suites de points harmoniques qu'ils envisagent sont alors
représentées par une suite de fractions ayant pour dénominateurs les
puissances successives de 2 et il est aisé de voir que chaque segment
de la droite contient des points ayant pour abscisses des termes ou
des sommes de termes de chacune de ces deux suites, pourvu qwon
suppose le postulat d’Archimede. A I'époque o ces recherches ont eu
lieu, on admettait d'ailleurs ce postulat comme évident; ce n'est qu'un
pen plus tard®?) quon a commencé & en discuter le caractére *®).
Finalement on a ainsi une démonstration, métrique i certains égards,
du théoreme fondamental qui ne differe pas essentiellement de celle
donnée par M. Pasch®*).

G Darbouz®®), tout en se rapprochant du concept de K. G. Chr.
von Staudt, a ramené la question a un point de vue analytique. 11
suppose donnée la correspondance projective entre deux droites, au
sens de K. G- Chr. von Staudt, et il montre que cette correspondance
est ordonnée (donc continue). Ceci posé il raméne la question a
I'étude de V'équation fonctionnelle

flo+9) = @) + )
dont la solution continue est®*)

flx) = ax.

319) O. Stolz, Ber. naturw.-mediz. Ver. Innsbruck 12 (1881/2), p. 76; Math.
Ann. 22 (1883), p. 104.

320) F. Klein [Nicht-Euklidische Geometrie (cours autographié Gottingue) 1
(1889/90), p. 516 et suiv.; Vorlesungen iber die Theorie der elliptischen Modul-
funktionen 1, Leipzig 1890, p. 289 et suiv.] remarque que la suite des quatriémes
harmoniques définie dans le texte au moyen de trois points en ligne droite, si
on lu définit de méme sur une conique au moyen de trois points de cette conique,
est intimement liée aux triangles mixtilignes que I'on rencontre dans T'étude des
fonctions modulaires elliptiques. De ce que, parmi ces triangles, il y en a d’aussi
petits que I'on veut [cf. II 12] on peut conclure intuitivement & la continuité de
la suite des quatrimes harmoniques envisagée.

321) Neuere Geom.™), p. 129.

322) Math, Ann. 17 (1880), p. 165.

328) Cf. Il 26, 42.
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F. Schur®), qui évite d'introduire ici le concept de nombre, sur-
monte la principale difficulté de la démonstration du théoréme de
K. G. Chr. von Staudt en postulant que si deux points se meuvent sur
la droite en sens contraires 'un de lautre, ils se rencontrent né-
cessairement en un point déterminé de la droite.

F. Enriques®®) déduit le théoreme de K. G. Chr. von Staudt du
postulat de la continuité énoncé sous la forme (graphique) de
R. Dedekind.

En résumé, toutes les démonstrations indiquées s'appuient sur la
continuité des droites, énoncée soit sous une forme métrique, soit sous
une forme graphique, ou tout au moins sur la possibilité de consi-
dérer la droite comme contenue dans une variété continue d'éléments
pour laquelle le postulat d’Archimede a Lieu.

On s'est demandé s'il ne serait pas possible de faire abstraction
de cette hypothése en envisageant la projectivité comme résultant
Qune snite de projections successives. L'étude & laquelle on a été
ainsi amené a permis de développer quelques points de la géométrie
projective non archimédienne & l'aide desquels la question des rela-
tions entre les divers théoremes fondamentaux de la géométrie pro-
jective a pu étre envisagée sous un jour tout nouveau [ef. n° 50].

d. Relation cntre le théoréme fondamental et le réseaw de Mobius.

On a vu que la définition de la projectivité de deux droites ré-
sulte de la considération de 'homographie entre plans et de I’homo-
graphic entre espaces. Il résulte du théoréme fondamental de l'espace
projectif que cette homographie est déterminée dans le plan par
quatre paires de points homologues et dans l'espace par cing paires
de points homologues.

Cette conséquence du théoreme fondamental est d’ailleurs entiére-
ment équivalente au théoréme fondamental lui-méme. 1l est remar-
quable quelle puisse étre établie directement en utilisant seulement
les procédés de construction de ce qu'on appelle les réseauz de Mobius.

Dans le plan, par exemple, on définit ces réseaux de la fagon
que voici:

Soient 4, B, C, D quatre points donnés das le plan, entigrement
indépendants les uns des autres. On pent, par des constructions

324) Math, Ann. 18 (1881), p. 252. Cf. J. Thomae, Grundriss einer analy-
tischen Geometrie der Ebene, Leipzig 1906, p. 10 et suiv.; Th. Reye, Die Geo-
metrie der Lage, (4° éd.) Leipzig 1899, p. 58.

325) Reale Ist. Lombardo Rendic. (2) 27 (1894), p. 563; Lezioni geom
proiettiva?), (17 éd.) p. 88 et suiv.

Cf. L. Balser, Math. Ann. 55 (1902), p. 293/300.
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linénires seulement, obtenir un ensemble de points comprenant fous
les points dont les coordonnées sexpriment rationnellement au moyen
de celles de 4, B, C, D, done par tous les nombres rationnels si Ton
prend pour coordonnées de A, B, C, D respectivement

©01), (010, (10,0, 11,1

A cause du postulat de la continuité on peut dire que cet ensemble
de points couvre tout le plan. Chaque point du plan qui n’appartient
pas & cet ensemble peut, en effet, atre envisagé comme un point-limite
déterminé de Pensemble, en sorte qu'on peut établir une correspondance
biunivoque entre les points du plan d'une part eb leurs coordonndes
(rationnelles ou irrationnelles) d’autre part. Clest & cet ensemble que
Ton donne le nom de réscau de Mibius.

De la construction des points de ce résean d. F. Mobius déduit
la possibilité de déterminer I'homographie dans le plan, pourvu qu’on
la suppose définie par une correspondance continue.

Si, dans une homographie entre deux plans, on fait se corres-
pondre entre eux quatre paires de points indépendants, les points
homologues des réseaux de Mébius construits dams les deux plans,
ainsi que leurs points-limites, se correspondent d’une fagon biunivogque
en sorte que Thomographie est entidrement détermince.

On remarquera que I'hypothése de la continuité de la correspon-
dance homographique dans laquelle & chaque droite d'un plan corres-
pond une droite n'est pas une condition qu'il faut adjoindre & la dé-
finition. On peut, en effet, démontrer cette continnité en supposant
seulement la continuité de la droite, comme il résulte de la marche
suivie par K. G. Chr. von Stoudt Iui-méme.

& Relations entre le théoréme fondamental et la théorie des pro-
portions.  Ces relations résultent des deux remarques suivantes:

1) En s'appuyant sur les résultats obtenus dans la théorie arith
métique ordinaire des proportions entre segrents de droites que l'on
donne dans les éléments, on peut introduire un systeme de coordonnées
projectives quelconques, done, en particulier, un systtme de coor-
données cartésiennes [cf. n° 26].

2) Le théoréme fondamental de Tespace projectif entendu au
sens restreint, peut étre démontré en s'appuyant sur ce que le rapport
anharmonique ne change pas quand on effectue une projection de la
figure envisagée; cette invariance du rapport anharmonique résulte
dailleurs, si I'on veut, de la théorie arithmétique ordinaire des pro-
portions.

Quand on fait abstraction de la continuité toutes ces questions

28, Sur le role du concept de la disposition dams I'dtude des principes etc. 93

se présentent sous un jour entiérement nouveau. Elles ressortent alors
du domaine de la géométrie non-archimédienne [ef n™ 46 & 52].

28. Sur le réle du concept de la disposition dans I'étude des

ipes de la gé ie projective. On peut se demander s'il est
possible d'établir les principes de la géométrie projective sans faire
appel & d'autres données qu'aux concepts fondamentaux du point et
de la ligne joignant deuz points, auxquels on adjoint les postulats du
groupe (a) du n° 25 qui les comcernent.

A cette question se rattache un ordre de recherches dans lequel
on n'envisage comme données @ priori quun nombre déterminé de
points, et dans lequel on n'envisage que les points qui se déduisent
de ces points donnés par des construetions rectilignes.

Ces recherches concernent ainsi une géomdirie projective de systémes
remayquables de points. Elles supposent que l'on se donne au moins
quatre points de l'espace [ou du systéme fondamental envisagé] non
situés dans un méme plan et, en outre, un point non situé dans l'un
des quatre plans déterminés par trois de ces quatre points fonda-
mentaux, de fagon que sur chaque droite joignant deux points quel-
conques on puisse construire, en utilisant les quatre points fonda-
mentaux et le cinquitme point envisagé, par projections et sections,
a moins un nouveau point. Jusqulici tout se passe comme dans
Tespace projectif ordinaire. Mais des hypotheses faites il ne résulte
pas que le quatridme harmonique de trois points 4, B, ¢ dune ligne
droite®™®) soit distinct du point (5 il wen est ainsi pour trois points
quelconques 4, B, ¢ qui si Yon postule quiil en est ainsi pour un
systéme de trois points déterminés A4, B, C. D’ailleurs, si méme on
postulait qu'il en est ainsi, on ne pourrait pas pour cela reconnaitre
si, en partant de trois points 4, B, C de la droite et construisant la
suite de quatridmes harmoniques qui s'en déduit comme il a &té expli-
qué au 1° 27, on obtient une dnfinité de points sur la droite. Il
existe, en effet, des configurations formées par un nombre fini de
points qui satisfont, & elles seules, an postulats a [n°25] de la géo-
métrie projective ¥*7).

Mais si L'on postule que les points de la droite sont disposés
dans un ordre eyclique de caractire projectif, on peut démontrer que
la droite, et méme chacun des segments de la droite, contient une in-

326) Cf. M. Pasch, n° 27 8.

327) G. Fano, Giorn. mat. (1) 30 (1892), p. 123; E. H. Moore [Amer. J. math.
18 (1896), p. 264] a, lui aussi, envisagé des configurations analogues. Voir auesi
G. Hessenberg, Archiv Math. Phys. (3) 6 (1904), p. 123/7.
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finité de points®®). Toutes les propriétés des divisions harmoniques
relatives & la séparation des éléments conjugués g'appliguent et il en
est de méme des propriétés concernant la suite des quatriémes har-
moniques ***).

DL Pieri®®) a mis en pleine lumitre le role que joue I'hypothése
de 1a disposition cyclique & caractére projectif dans la théorie des divi-
sions harmoniques et des suites de quatritmes harmoniques. Dans
des recherches [n° 12] concernant la possibilité de restreindre le
nombre des concepts primitifs il montre que l'on peut se passer du
concept de la disposition naturelle si T'on postule:

1°) Le quatritme harmonique & trois points en ligne droite est
distinct de ces trois points [postulat de Fano, n° 27].

2°) Si l'on envisage quatre points 4, B, C, D sur une droite et
qu'on les groupe en couples de trois fagon distinctes

(4B, CD), (4AC, BD), (4D, BO),

pour deux de ces trois groupes, les deux premiers par exemple, il
existe un couple de points harmonique conjugué & la fois & chacun
des deux couples du groupe, en sorte qu'un couple de points est har-
monique conjugué & la fois au couple AB et au couple CD et qu'un
couple de points est harmonique conjugué & la fois au couple AC et
au couple BD; mais il n'en est alors pas de méme pour le troisieme
groupe, en sorte quaueun couple de points n'est harmonique conjugué
A la fois au couple AD et au couple BC.

3°) Si A4, B, C, D, E sont cing points situés sur une méme
droite et s'il existe un couple de points harmoniques conjugués & la
fois au couple AC et au couple BD, et un couple de points bar-
moniques conjugués & la fois au couple AC et au couple DE, alors
il existe aussi un couple de points harmoniques conjugués i la fois
au couple AC et au couple BE.

328) Voir G. Fano et F. Enriques, Rend. Circ. mat. Palermo 9 (1895), p. 79.

329) Le procéds de coustruction graphique, qui consiste i effectuer toutes
les projecti et secti possibles & partir de cinq points donnés, conduit au
réseau de Mobius, lorsqu'on n'effectue que des constructions rectilignes en partant
de cinq points de I’espace convenablement choisis.

En se bornant & ce réseau, le thioréme y de Staudt peut étre déduit de
celui de Desargues. Le théoréme y de Staudt s'étend ensuite & tout Tespace
si 'on suppose (ce qu'on peut d'ailleurs n'envisager que comme une conséquence
du postulat de la continuité) que tout point de l'espace est un point-limite du
régeau de Mobius construit dans I'espace.

380) Mem. Accad. Torino (2) 48 (1898), p. 1. Voir en partic. Atti Accad.
Torino 39 (1903/4), p. 313.
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4%) 8i A, B, C, D, E sont cing points situés sur une méme
droite et appartenant a la suite infinie des quatrimes harmoniques
obtenue en partant de A, B, C et appliquant le procédé indiqué au
n° 27, on peut déterminer un point X tel qu'il n'existe pas de
couple de points harmoniques conjugués i la fois au couple 4X et
au couple DE.

La continuité conduit ensuite & une nouvelle propriété que
M. Pieri, se plagant exclusivement au point de vue de I'étude des
propriétés projectives des formes de rang un, postule en introduisant
seulement les irrationalités quadratiques dont il a besoin pour cette
étude élémentaire.

Métrique projective,

29, Ia géométrie métrique ordinaire rattachée & la géométrie
projective ™). Si I'on adjoint aux points de 'espace ordinaire euclidien
les points impropres que l'on suppose former un plan (impropre) &
Iinfini [0° 9], on peut envisager I'espace euclidien comme un espace
projectif particulier dans lequel Uombilicale (cercle imaginaire de I'in-
fini) serait donné dans le plan impropre & Vinfini comme intersection
(imaginaire) de toutes les sphéres de Vespace. Les propriétés métri-
ques de L'espace peuvent alors étre envisagées comme propriétés pro-
jectives dans l'espace ainsi complété.

(lest ainsi déja que procede J.V. Pomeilet™) en envisageant
les relations métriques des figures planes comme des relations projec-
tives des points de l'espace auxquels on a adjoint les points cycliques
(imaginaires & l'infini) communs & tous les cercles du plan, et les
relations métriques des figures dans l'espace comme des relations pro-
jectives des points de l'espace par rapport au cercle imaginaire de
Vinfini appartenant & toutes les spheres. De cette fagon de présenter
Jes principes de la géométrie métrique il n'a cependant pas déduit I'ex-
pression de la distance de deux points métriques ou de l'angle de
deux droites. Aprés lui, M. Clasles ainsi que plusieurs autres géo-
métres francais ont, dans les démonstrations de divers théorémes,
fait usage des ombilics (points cycliques) du plan®*) ou de Vombili-
cale dans l'espace; ils ont en particulier envisagé deux droites d'un
méme plan comme perpendiculaires entre elles lorsque les points &

331) Cf TII3.

332) Traité des propriétés projectives des figures, (i™ éd.) Paris 1822.

383) Traité de géométrie supérieure, (1™ éd.) Paris 1852 p. 447/53, 461/2,
502; (2° éd.) Paris 1830, p. 411/6, 424/5, 462
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Vinfini de ces deux droites et les deux ombilics (points cyeliques) du
plan forment une division harmenique.

E.N. Laguerre®®) a observé que, si un systéme d’angles 4,, 4,, 4,,...
d'une figure F est lié par une relation

fldy, 4y, 4,..)=0
et quon transforme homographiquement la figure F, les angles
Ay, A, Ay, ... en lesquels se transforment d,, 4y, 4, ... sont liés
par la relation
f(zlilog,a,, %loggaz, él—‘. log,ay, .. ) =0,

on, pour h=1,23,..., a, désigne le rapport projectif des deux
cotés de l'angle A, et des deux droites A, P, 4,¢ qui sont les droites
transformées des deux droites joignant le point A, aux deux points
cycliques du plan de F.

11 convient toutefois d’observer que E. N. Laguerre n'a pas envisagé
cette expression comme une définition de la mesure de langle®®). La
définition graphique du rapport anharmonique due a K. . Chr. von Staudt
au moyen d'un nombre fourni par une construction projective lui était
étrangere,

A. Cayley™) a envisagé les expressions les plus générales de la
distance de deux points et de l'angle de deux plans comme des in-
variants par rapport au cercle des sphéres (imaginaire dans le plan
4 Dinfini), et il a étudié les mémes invariants par rapport a une co-
nique quelconque arbitrairement fixée. Il appelle cette conique la
conique absolue ou simplement labsolw du plan. Clest & cette
conique absolue qu'il rapporte toutes ses recherches sur la mesure
des distances et des angles; il n'entre d'ailleurs dans aucun détail
et me distingue en particulier aucunement le cas ot la conique
absolue est réelle de celui ol elle est imaginaire. Ses recherches ont
un caractére essentiellement analytique; il envisage les invariants de
formes données lorsqu'on effectue des substitutions linéaires homo-
geénes sur les variables homogénes figurant dans ces formes, et insiste
sur le role que jowent ces invariants dans I'étude des relations pro-
jectives en géométrie euclidienne; il interprite enmsuite les formules
générales ainsi obtenues dans le cas o la conique absolue est le cercle
des spheres (imaginaire dans le plan de Vinfini). Il envisage aussi le

334) Nouv. Ann. math. (1) 12 (1863), p.64 (probl. 4); (uvres 2, Paris 1905, p.12.

885) Cf. H. Faure, Nouv. Ann. math. (1) 18 (1859), p. 38L.

886) Philos. Trans. London 149 (1859), p. 61 et suiv, en partic. p. 82/90;
Papers 2, Cambridge 1889, p. 561, en partic. p. 583/92; Philos. Trans. London
160 (1870), p. 51; Papers 6, Cambridgo 1898, p. 456.
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cas ol la conique absolue dégéndre en un couple de points; clest a
ce cas quil ramene celui de la géométrie métrique euclidienne des
figures situées dans un plan ordinaire.

Les recherches précédentes ont un caractére analytique. Mais il
convient aussi de rechercher comment on peut parvenir géométrique-
ment & faire rentrer la géométric métrique ordinaire dans la géomsétrie
projective.

On s'appuie pour cela sur les faits suivants qui concernent les
formes de rang un, deux ou trois®™7):

a. Formes de rang un. La congruence entre segments situés sur
une méme droite peut étre envisagée comme une correspondance par
rapport & une projectivité parabolique ayant son point double & Vinfini.

Dans un faisceau quelconque de droites concourantes dans le plan,
la congruence d’angles peut #tre envisagée comme une correspondance
des droites du faiscean considéré par rapport & une projectivité ayant
deux droites doubles imaginaires qui vont du centre du faisceau aux
deux points cyeliques du plan de ce faisceau. Cette projectivité trans-
forme donc en elle-méme l'involution des angles droits du faisceau
envisagé. De méme dans lespace, pour les faisceaux de plans se
coupant suivant une droite ordinaire (et non suivant une droite a
Pinfini).

b. Formes de rang deux. La similitude de deux figures dans le
plan [égalité (congruence) des angles correspondants et proportion-
nalité des segments correspondants de ces figures] peut étre envisagée
comme une correspondance projective des éléments dun plan dans
laquelle chacun des deux points cycliques du plan se correspond &
lui-méme. [Les deux points cyeliques sont les points doubles de Iin-
volution (absolue) formée par les couples de points & I'infini des droites
orthogonales deux & deux dans le plan.]

La congruence de deux segments quelconques du plan peut donc
étre définie graphiquement au moyen des concepts du parallélisme et
de I'orthogonalité, dont la dépendance avec la droite de I'infini et les
deux points cycliques situés sur cette droite a déja été établie. I1
suffit pour cela d'appliquer les deux définitions que voici:

@) Deux sogments congruents ayant en commun une de leurs
extrémités sont deux cotés adjacents d'un losange (parallélogramme &
diagonales orthogonales).

337) F. Klein, Nicht-Euklidische Geom.**) 1, p. 1 et suiv.; F. Enriques,
Lezioni geom. proiettiva ), (1% éd.) p. 113, 177, 356.
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#) Deux segments paralléles congruents sont deux cdtés opposés
d'un parallélogramme.

Ces deux définitions permettent de comparer entre eux deux seg-
ments quelconques du plan.

Dans une gerbe quelconque (& centre fini) de l'espace, la con-
gruence peut étre envisigée comme une correspondance projective qui
transforme en elle méme la polarité orthogonale existant entre droites

et plans perpendiculaires.

¢. Formes de rang trois. La similitude de deux figures dans
Vespace |égal té (conyruence) des angles correspondants, et proportion-
nalité des segments correspondants de ces figures] peut &tre envisagée
comme une correspondunce projective des éléments de l'espace dans
laquelle le cervle des spheres se correspond & lui-méme. [Le cercle
des spheres est la conique fondamentale de la polarité absolue dans
le plan de linfiniz cest lintersection par ce plan de linfini de la
polarité orthogounle d'une gerbe quelconque dans T'espace].

La congruence de deux segments quelconque de l'espace peut étre
définie graphiq cment comme dans le plan en ramepant tous les cas
a celui de deux segments paralleles et a celui de deux segments
ayant une de leurs extrémités commune. Mais on peut aussi en-
visager la congrumce dans Despace comme une similitude n'ayant en
général ancun powt double effectif (c’est-a-dire situé hors du plan &
Pinfini).

Tous les théortmes sur l'égalité (congruence) des figures dans
l'espace contenus dans la géométrie métrique ordinaire apparaissent
ainsi comme des corollaires de théordmes de géométrie projective.

Pour parvenir & la représentation analytique de ces diverses
relations métriques, prenons pour tétraddre de référence un tétraddre
dout les trois sommets situés dans le plan de l'infini z,~= O soient les
sommets d'un triangle eonjugué par rapport i la conique absolue.
Dans le plan #,— 0 déterminons le quadrangle dont les points dia-
gonaux ont pour coordonnées, par rapport au tétraddre de référence,

(0,0,1,0), (0,1,0,0), (1,000

et dont les cotés opposés somt conjugués par rapport & la conique
absolue. On peut toujours prendre un des sommets de ce quadrangle
au point de coordonnées

@,1,1,0)
Ce sommet du quadrangle, le point-unité et le sommet fini du
tétraddre de référence sont slors en ligne droite; et les équations
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de la conique absolue sont
g+ z+ 2=0, 2,=0.

Cela fixé, il suffit, pour déterminer I'angle de deux droites, de
connaitre les directions de ces deux droites, c'est-d-dire leurs points
a linfini. Si

(@1 %3, %5 0, (41, Y3y Y5, 01
sont les coordonnées de ces points, I'angle des deux droites est mesuré
par l'expression

i B+ V7T
Ry TRV

od Yon a posé pour abréger l'écriture
A = a4 22+ 0}
B =2,y + %39 + L35,
C=y’+ 9’ +y

La distance de deux points z, y de coordonnées
(23, T35 73, 200y Wis Yo» Yss Ya)
est de méme mesurée par l'expression
e e L
ol le radical a sa détermination positive et ou % est une constante

positive dont la valeur dépend du choix que l'on a fait du point-unité
sur la droite

&y =T, =y

Ces deux expressions de «, et de d,, sont des invariants par
rapport aux équations précédentes de la conique absolue.

30. Détermination métrigue générale de Cayley et son inter-
prétation non-euclidionne par Klein. Il résulte de ce qui précdde
que L'on peut établir dans tout espace projectif une géométrie métrique
conventionnelle, analogue 3 la géométrie métrique ordinaire, en regar-
dant un plan de lespace cowme plun idéal (3 linfini) et une conique

e+t x2=0, z,=0
située dans ce plan, comme conique absolue. On a tout naturelle-
ment Vidée de généraliser ces conventions, de fagon a rattacher aussi
& la géométrie projective une géométrie métrique conventionnelle dans
laguelle, au lieu d'une comique absolue, on envisage comme forme
absolue une quadrique quelconque arbitrairement fizée. On est ainsi
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conduit & la détermination métrique projective la plus générale de
A. Cayley®s).

Cette géométrie métrique projective comprend les différentes géo-
métries non-euclidiennes et se raméne en particulier & la géométrie
euclidienne ordinaire que nous venons d’envisager ci-dessus. Ce fait
important apparait déja en partie dans les travaux de E. Beltrami®?).
Il est mis en pleine lumitre dans ceux de F. Klein®°). Il fallait pour
le montrer discuter les différents cas de réalité de la forme absolue
et aussi introduire dans l'expression de la distance des deux points
un facteur constant k, ayant, suivant le cas, une valeur réelle ou pure-
ment imaginaire. En méme temps, F. Kiein faisait ressortir I'impor-
tance capitale de ces recherches en reprenant les recherches purement
géométriques de Chr. von Staudt sur les fondements de la géométrie
projective et en les affranchissant du postulat d’Euclide sur les paralleles.
Il aboutit finalement & une construction dans laquelle les différentes
géométries non-euclidiennes sont, comme la géométrie euclidienne
{n° 27], fondées sur une base purement projective.

Voici comment F. Klein définit la détermination métrique de
A. Cayley dans le cas des diverses formes géométriques que l'on est
amené 4 envisager.

a. Formes de rang un. Fizons arbitrairement, comme couple ab-
solu, deux éléments P et ¢, réels ou imaginaires conjugués, et soit
R, =azs®+ 2bsz+cz?=0

Yéquation en coordonnées projectives de ce couple absolu.

Lintervalle de deux éléments

A=), B=(@y)
ayant respectivement pour coordonmées (x,, x,) et (¥, y,) est défini
par la formule

o, +Ye, =T,
(1) AB=1Iklog,(ABPQ)=rlay=1 Iug‘,

Loy V‘Rzy 20y

338) Philos. Trans. London 149 (1859), p. 61; 160 (1870), p. 51; Papers 2,
Cambridge 1889, p. 861; 6, Cambridge 1893, p. 456.

Voir aussi G. Battaglini, Rendic. Accad. Napoli (1) 6 (1867), p. 157; Nouv.
Ann. math. (2) 7 (1868), p. 209, 2656; . Salmon, A treatise on conic sections;
trad. allemande par W. Fiedler, (2° éd.) Leipzig 1867, et toutes les éditions
suivantes; (60 éd) 2, Leipzig 1903, p. 5660.

F. Lindemann, dans A. Clebsch, Vorlesungen iiber Geometrie 2!, Leipzig
1891, p. 540 (section 3, § 8).

339) Giorn. mat. (1) 6 (1868), p.2856; Ann. mat. pura appl. (2) 2 (1868/9), p.252;
Opere 1, Milan 1902, p. 375, 406.

340) Nachr. Ges. Gott. 1871, p. 419; Math. Ann. 4 (1871), p. 578,

’
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ott L, désigne la forme polaire
sz= azy, + bz 9+ 2,,) + cayy,
et ol k désigne une constante arbitrairement fixée.

Quand les éléments envisayés sont des points, cet intervalle re-
présente une distance. Quand les éléments envisagés sont des droites
dans un plan ou des plans dans lespace, cet intervalle représente la
mesure d'un angle.

On obtient deux déterminations métriques générales distinctes
suivant le signe du discriminant de £,,. On dit qu'on est dans le
cas elliptigue lorsque les deux éléments P et @ du couple absolu sont
imaginaives; on dit qu'on est dans le cas hyperbolique lorsque ces deux
éléments P et @ sont réels et distinets. Dans le cas limite ou ils
sont confondus, on dit qu'on est dans le cas parabolique.

Dans le cas elliptique, on prend pour % un mombre purement
imaginaire. L'intervalle de deux éléments est alors toujours réel.

Pour &= ".31—1" cet intervalle est donné par la formule

@

On obtient ainsi une géométrie métrique qui n'est autre que celle
du faisceau de droites dans le plan ou celle du faisceau de plans dans
Pespace, et cela aussi bien dans Ie plan on Pespace euclidien que dans
le plan ou espace non-cuclidien. La forme de rang un, envisagée tout
entiére, a une longueur finie; en prenant pour unité de mesure I'unité

o 1 . . .
ordinaire, auquel cas f = 5, ctette longueur finie est égale a m™1).

Dans le cas hyperbolique, on prend pour % un nombre réel;
Pintervalle de deux éléments n’est alors réel que quand ces deux eIL—
ments ne sont pas séparés par le couple absolu P, Q. L'intervalle qui
sépare chacun des deux éléments P et ¢ de tout autre élément est
infini. 8i donc on considére un seul des deux segments P @ (joignant
les points P et ¢, ou intersection de deux plans P et ¢) comme

341) Dans 4. Cayley on pe rencontre que cette formule (2). La formule (1)
de F. Klein est une formule intermédiaire permettant de passer de cette formule
(1) & la propriété projective concernant I'angle ordinaire signalée par E.N. Laguerre
[n° 29]; mais les recherches de F. Kiein se différencient surtout des précédentes
par l'introduction de la constante arbitraire L alaquelle on peut donner une infinité

de valeurs au lieu de la valeur par{\cuhcre — qm fignre explicitement dans les

expressions envisagées par F.N. Laguerre et xmphmtcment dans la formule de
A. Cayley.
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constitué par des ¢léments effectifs, points ou plans, en excluant
Tautre segment P Q) suppusé constitué par des éléments idéaux par
rapport & l'intuition métrique, on obtient une géométrie métrique qui
coincide avec celle de la géométrie ponctuelle dans la géométrie non-
euclidienne de N. I. Loha‘evski).

Dans le cas parabolique, la formule qui a servi de définition &
Yintervalle A B n'a plus aucun sens. On peut alors définir cet inter-
valle comme cas limite de sa valeur dans le cas hyperbolique. A cet
effet, on prendra  inversement proportionnel i la racine carrée du
nombre positif #*— 4ac et Von appellera intervalle AB la limite vers
laquelle tend lintervalle hyperbolique A B quand b — 4ac tend vers
zéro. Cette limite peut étre mise sous la forme de la différence de
deux rapports projectifs ot figurent deux éléments auxiliaires C, D,
en sorte que

=(CDBP)—(CDAP).
L'intervalle A B n'est déterminé qu'a un facteur numérique constant
pres, dont le choix dépend de celui de I'unité de mesure.

On obtient ainsi une géométrie métrique qui n'est autre que celle
des ponctuelles dans l'espace cuclidien.

Les trois cas envisagés ont été désignés sous le nom d'elliptique,
d’hyperbolique ou de parabolijue, parce que, dans ces trois cas, les
deux points absolus sont imaginaires, réels et distincts ou reels et
confondus, tout comme les intersections respectives dans ces trois cas
de lellipse, de I'hyperbole ou de la parabole par la droite de linfini.

Les mouvements des formes fondamentales de rang un en elles-
mémes apparaissent, dans le cas clliptique et dans le cas hyperbolique,
comme identiyues aux transformations projectives laissant invariables
les deux éléments absolus,

Ajoutons que, en ce qui concerne les formes de rang unm, la
détermination métrique de A. Cuyley peut étre regardée comme four-
nissant l'extension la plus géuérale possible de la détermination mé-
trique ordinaire des ponctuelles et des faisceaux, si l'vn n'envisage
que des extensions telles que les deux conditions suivantes soient
satisfaites:

1°) Iintervaile de deux ¢léments reste fixe pour tous les mouve-
ments (c'est-i-dire pour co' projectivités réelles des formes fondamen-
tales en elles-mémes),

2°) les intervalles de deux éléments jouissent de la propriété
additive

AB=A4C+ CB.
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b. Formes de rang dewx. Pour énoncer plus simplement les ré-
sultats, bornons-nous au cas ol la forme fondamentale de rang deux
envisagée est un plan envisagé comme un ensemble de points.

Si
Q= 0,y 7,1 + 20,5023 + Ggg 25" + 20032, 25 + 20y, %y 75 + 52,7 = 0
est Péquation en coordonnées ponctuelles de la conique absolue et sl

D, = oy thy® -+ Derggtty sy + eagtis® + Qe g + etggustis + aygty® =0

est Péquation de cette méme conique en coordonnées tangentielles, on
définit Ja distance de deux points (z) et (y) du plan par la formule

-‘1”+1/ﬂzy—“ ‘Q‘Jy

—yer,— sz”sz”

D,,= klog,

ot la mesure de langle de deux droites du plan par la formule

A4,,— ¥ log, —"f’—+£f" o
we wo ™ Puu Pro
ol
R, = 0 T Y + @y (%95 + Tpt) + Qe ToYs + Gy TgYy + ay (2,95 + Ts4,)
+ Oy (T + Yas),

D, = @yt 0y + gy (g0 Ug0,) + gty ¥y + gty Ty
et od & et k' désignent deux constantes fixées & volonté.

On se borne généralement au cas od la détermination métrique
dans le faisceau de droites est toujours elliptique; et pour que cette
détermination soit identique & la mesure ordinaire des angles il suffit

de prendre k'— % Il y a alors lieu de distinguer trois cas:

1°) le cas elliptique od la conique absolue est imaginaire;

2°) le cas hyperbolique on la conique absolue est réelle, mais od
U'on n'envisage (pour les déterminations métriques) que les points situés
4 Dintérieur de cette conique;

3°) le cas paraboligue o la conique absolue dégénere en une
paire de points imaginaires; dans ce cas la droite réelle qui joint ces
deux points imaginaires apparait comme droite de Iinfini relativement
4 Pensemble des points propres qui: restent en dehors d'elle.

Dans le cas elliptique, on prend pour k un nombre purement
imaginaire, dans le cas hyperbolique on prend pour % un nombre
réel, dans le cas parabolique on prend % infiniment grand.

La quantité que lon désigne dans 'étude de I'élément de courbe
sous le nom de courbure d'une defermination métrigue |n° 31] est dans
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les trois cas envisagés égale &
1
— g

elle est done positive dans le cas elliptique, négative dans le cas
hyperboligne, nulle dans le cas parabolique.

Dans le cas elliptique toutes les droites apparaissent comme fer-
mées et de longueur finie; de méme les faisceaux de droites; L'aire du
plan est, elle aussi, finie. A ce cas correspond le postulat de B. Rie-
mann: que par un point on ne peut mener de parallele & une droite
[n° 14].  Pour k*—% la détermination métrique coincide avee la
détermination métrique ordinaire de la gerbe.

Dans le cas hyperbolique toutes les droites sont ouvertes et de
longueur infinie. Par chaque point on peut mener deus paralleles &
une droite donnée. La courbure est négative. Cette hypothdse corres-
pond & la géométrie de Lobacefskij-Bolyai.

Le cas parabolique peut étre envisagé comme un cas limite
commun aux deux préeédents; on y retrouve les relations métriques
euclidiennes ordinaires. Tn particulier la droite joignant les deux
points absolus est la droite de l'infini de la géométrie projective
ordinaire.

Pour simplifier les caleuls, il convient de prendre pour &__ et
D, des formes trés simples, comme par exemple

L= 2 — a(n® + %),
D(u,v) = au? — (1,2 + u,?),
ol @ est un nombre réel. Suivant que a est négatif, positif ou nul,
on se trouve dans le cas elliptique, dans le cas hyperbolique ou dans
le cas parabolique. Dans le cas parabolique, il faut, avant de passer
a la limite @ = (), prendre
Be=-S
Vll
¢ désignant un nombre fini arbitrairement fixé.

¢. Formes de rang trois. Quand on convient de me pas envisager
de variétés & plus de trois dimensions, on donne & la forme de rang
trois le nom d’espace.

On distingue dailleurs Vespace ponctuel et Uespace tamgenticl.
8i Ton envisageait des variétés de plus de trois dimensions, D'étude
des formes de rang trois serait d’ailleurs toute semblable i celle dont
nous allons nous occuper.

Dans Yespace (ponctuel ou tangentiel) Pabsolu est constitué par
une quadrique arbitrairement fixée.
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Si Ton se borne au cas od la détermination métrique, dans le
faisceau de plans, est elliptique, les formules et la discussion de tous
les cas qui peuvent se présenter sont entierement semblables aux for-
mules et & la discussion convenant aux formes de rang deux.

Dans l'espace (ponctuel ou tangentiel) on distingue encore trois
cas: le cas elliptigue qui correspond aux hypotheses de B. Riemann,
le cas hyperbolique qui correspond aux hypothéses de Bolyai- Loba-
Cefskij, et le cas parabolique qui correspond au postulat d’Euclide.

Dans le cas elliptique, la surface absolue est une quadrique ima-
ginaire fixée arbitrairement.

Dans le cas hyperbolique, la surface absolue est une quadrique
réelle autre qu'une surface réglée; pour les relations métriques, on
n'envisage que les points intérieurs a cette quadrique.

Dans le cas parabolique, la surface absolue dégénére en une
conique imaginaire dont le plan joue le rdle que joue le plan de
Yinfini dans la géométrie projective ordinaire.

Dans le cas elliptique il 0’y a naturellement pas de parallbles au
sens ordinaire du mot. Mais il convient de faire ressortir que
W. K. Clifford a élargi la définition ordinaire des paralldles et que, si
Pon prend ce mot dans le sens qu'il lui a attribué, on peut, par
chaque point de l'espace, mener deux paralltles & une droite donnée;
chacune de ces deux paralltles et la droite donnée ne sont toutefois
pas dans un plan: elles forment une paire de droites gauches. De ce
fait on déduit diverses conséquences remarquables?).

Dans les cas non-euclidiens, aux mouvements dans le plan et
dans l'espace correspondent des homographies laissant invariable la
forme absolue.

Au lieu de déduire de la géométrie projective les diverses géo-
métries métriques des formes de rang un, deux ou trois, en choisis-
sant dans chaque cas un ,absolu” convenable (qui se trouve étre
toujours du second degré), on peut se proposer de comstruire tout au
contraire la géométrie projective des formes de rang un, deux ou trois
en partant de la géométrie métrique des formes de mémes rangs.

Pour la géométrie elliptique, il n’y a aucune difficulté. Pour la
géométrie parabolique, il suffit d’adjoindre aux poiuts effectifs les
points & linfini constituant wn plan, le plan de linfini, et de faire an
sujet de ce plan de Vinfini les conventions usuelles. Pour la géomé-

342) Voir W. K. Clifford [Proc. London math, Soc. (1) 4 (1871/8), p. 381/95;
(1) 7 (1875/6), p. 67/70; Papers, Londres 1852, p. 181, 236; voir aussi Papers,
p. 878, 386, 402] et F. Klein [Math. Ann. 87 (1890), p. 544].
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trie hyperbolique, il faut adjoindre aux points effectifs non seulement
les points & linfini constituant ici une quadrique, mais encore les
points idéauz que Ton peut déterminer par Yintersection de droites
qui ne se coupent pas en un point effectif et ne sont cependant pas
paralléles.

Si Ton envisage une quadrique absolue tout & fait quelconque, en
faisnnt abstraction de la condition restrictive d'aprés laquelle la géo-
métrie métrique du faiscean doit &tre nécessairement elliptique, on
obtient naturellement des résultats d’'un caractdre plus général encore.
Les géométries'4®) auxquelles on parvient alors en partant de la
détermination métrique projective conduisent & des droites réelles de
longueur nulle, & des angles infiniment grands, & des droites non
superposables, et autres concepts en contradiction avec ceux de la
géométrie métrique générale ordinaire.

31. Remarques diverses sur les déterminations meétriques pro-
jectives. a. Swr la ddter tion metrique parabolique tangente a une
détermination métrique hyperbolique ow elliptique. Soit 4 un pomt d'un
espace hyperbolique. On peut envisager une détermination métrique
parabolique qui, aux environs infiniment voisins de A4, fournit des ré-
sultats ne différant de ceux de la détermination métrique hyperbolique
que par des infiniment petits d'ordre supérieur au premier. On donne
a cette détermination métrique le nom de détermination métrique
parabolique tangente & la détermination métrique hyperbolique. On
Uobtient en prenmant pour conique absolue la section de la quadrique
absolue de l'espace hyperbolique par le plan polaire de A par rapport
a cette quadrique, et en choisissant convenablement l'unité de lon-
gueur®*),

Il en est de méme si A est un point d'un espace elliptique.

Si l'on prend pour mesure de la différence entre la détermination
parabolique tangente i la détermination hyperbolique ou elliptique
donnée et cette détermination hyperbolique ou elliptique elle-méme

T'expression —11?; c’est-i-dire la mesure de la courbure [n° 30] de

Yespace hyperbolique ou elliptique en 4, on a, dans la construction
de la détermination parabolique tangente, une interprétation intuitive
de cette courbure.

b. Sur la connexion de Uespace métrique. Dans les cas hyper-
bolique et parabolique, la droite est une ligne ouverte. Le plan est

848) Voir H. Poincaré, Bull. Soc. math. France 15 (1886/7), p. 203
344) F. Klein, Math. Aon. 4 (1871), p. 573
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une surface simplement comncxe (c'est-d-dire telle que chaque ligne
fermée la partage en deux parties) et bilatdrale, c'est-i-dire telle que
en chaque point 4 on puisse distinguer deux sens de rotation ne
pouvant atre ramenés l'un & lautre par translation du point 4 le
long de cette surface; ces deux sens de rotation sont identiques aux
deux sens suivant lesquels on peut disposer, conformément aux fonde-
ments de la géométrie projective, les points de la conique ou de la
droite limitée qui constituent l'absolu.

Dans le cas elliptique, la droite est une ligne fermée. Le plan
(il 'agit du plan projectif dans sa totalité) n'est divisé en parties
distinctes que si lon effectue une coupure le long de deux droites
illimitées. Le plan est une surface unilatérale, c'est-d-dire telle qu'on
n’y distingue plus autour d'un point A deux sens de rotation; ces
deux sens peuvent en effet étre ramenés I'un a l'autre par un mouve-
ment du point 4 le long de la surface. On peut le vérifier™) en se
reportant a la gerbe qui fournit une image précise du plan elliptique.

11 est dailleurs tres difficile de se figurer intuitivement un plan
elliptique.

Les différences de connexion du plan que nous venons de signaler
apparaissent clairement si l'on envisage l'image d'une quadrique non
réglée @ obtenue en projetant dun centre 4 la quadrique @ sur un
plan P ne contenant pas 4. Le contour de I'image de @ sur P est une
conique €' qui est réelle, imaginaire ou dégénérée en un couple de
points imaginaires situés sur une droite réelle, suivant que A a été
choisi extérieur & @, intérieur & @ ou sur la surface . Silon fixe dans
le plan P & Vintérieur de la conique C' une détermination métrique
de Cayley en prenant pour absolu la conique C elle-méme, et si, en
projetant du méme centre A les points du plan, on reporte emsuite
cette géométrie métrique sur la quadrique @, on obtient une géométrie
métrique déterminée sur cette quadrique €.

La section S de la quadrique et du plan polaire ¢ du point 4
est Vimage de (' et joue le rale du lieu des points & Vinfini dans le
plan ordinaire.

Si le point A est extérieur & la quadrique @, la section S est
une conique réelle; si le point A est intérieur & la quadrique @, la
section S est une courbe imaginaire. Si A est sur la quadrique ¢, la
section S se réduit & un point.

Comme image du plan hyperbolique, on obtient ainsi une calotte
simplement connexe de la quadrique @; comme image du plan para-

345) Voir F. Klein, Nicht-Euklidische Geom.?*’) 1, p. 88 et suiv.
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bolique, on obtient la surface de la quadrique & I'exception d'un point.
de cette surface supposé enlevé [au sens de D'analysis situs (III &),
cette surface est simplement connexe]. Comme image du plan elliptique,
on obtient la surface totale de la quadrique; toutefois la correspon-
dance entre le plan elliptique et la surface de la quadrique nest pas
biunivoque: elle n'est univoque que duns un sens, car, si & chaque
point de la surface de la quadrique correspond un point du plan, &
chaque point B du plan correspondent deux points de la surface de
la quadrique situés en ligne droite avec le centre de projection 4 (du
plan elliptique).

Cette image du plan elliptique est particuliérement suggestive
quand on prend pour quadrique une sphére et pour centre de pro-
jection A le centre de cette sphere. La géométrie métrique elliptique
que L'on transporte par projection du plan sur la sphere nest alors
que la géométrie métrique ordinaire de la sphere™®). Deux lignes
géodésiques (c'est-d-dire deux grands cercles) se coupent ici en deux
antipodes; par deux antipodes passent une infinité de lignes géodé-
sigues de la sphere [n° 16),

Indépendamment de son importance comme image des diverses
géométries planes, la détermination métrique ainsi obtenue par pro-
Jection sur la quadrique envisagée est d'ailleurs fort remarquable en
elle-méme.

Prenons, pour simplifier, comme quadrique la sphére, comme plan e
de la conique absolue, I plan de un des grands cercles de la sphire
(nous le désignerons sous le nom de plan équatorial) et pour centre
de projection 4 le point & linfini du diamptre prolongé de la sphere
perpendiculaire & .

La géométrie hyperbolique que Pon peut fonder dans le plan
équatorial « en prenant la circonférence («) du cercle équatorial
comme conique absolue a pour image sur la sphire une géométrie
dans laquelle les lignes droites (d) de la géométrie hyperbolique sont
remplacées par des demi-circonférences de cercle (¢) perpendiculaires
au plan équatorisl « ef les angles non-euclidiens formés par les
droites (d) par les angles sphériques ordinaires que font entre eux
ces demi-cercles (c).

D'un point P de () comme centre projetons ensuite stéréo-
graphiquement [par exemple sur le plan du grand cercle ayant P
pour péle] la sphere eb la détermination métrique qu'on vient d’ob-
tenir sur elle; limage de la circonférence de I'équatenr support des

346) Voir F. Klein, Progr. Erlangen 1872, p. 46 (note VI); réimpr. Math.
Ann. 43 (1593), p. 63/100.
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éléments infinis de la détermination métrique hyperbolique est Ia ligne
droite (2) intersection du nouveau plan de projection et de «.

Les demi-cercles (¢) se projettent suivant des demi-cercles, images
des droites (d): ces demi-cercles sont orthogomaux & la droite (a); les
angles formés par les droites (d) dans le plan « sont représentés dans
le nouveau plan de projection par les angles ordinaires sous lesquels
ces demi-cercles se coupent dans le sens de la géométrie euclidienne.

Cest cette image de la géométrie hyperbolique que H. Poincare
a utilisée systématiquement dans ses recherches fondamentales sur la
théorie des fonctions.

On peut dailleurs construire d'une fagon analogue une image
toute semblable dans l'espace & trois dimensions®7).

¢. Sur le principe de dualité. Le principe de dualité de la géo-
métrie projective sapplique aussi aux propositions de la géométrie
métrique elliptique on I'absolu [n° 297 a ét6 fixé d'une fagon symé-
trique par rapport aux points et aux plans. A cet égard, la géo-
métrie elliptique est la plus belle de toutes les géométries métriques.

En géométrie hyperbolique ou parabolique, au contraire, le prin-
cipe de dualité ne s'applique pas. Il ne saurait s'appliquer en géo-
métrie hyperbolique, car dans cette géométric I'espace métrique se
déduit de l'espace projectif em excluant les points extérienrs & la
quadrique absolue, et A cette exclusion correspond celle des plans
extérieurs 3 la quadrique, au lica de celle des plans qui rencontrent
la quadrique comme il le faudrait pour satisfaire au principe de
dualité.

En géométrie parabolique Y'absolu envisagé comme courbe pone-
tuelle ou surface ponctuelle n'est pas corrélatif a lui-méme, envisagé
comme courbe tangentielle ou surface tangentielle, en sorte qu’il
ue saurait étre question dappliquer i cette géomsétrie le principe de
dualité,

A, Sur les postulats de la géometrie métrico-projective. On peut se
demander quels concepts métriques et quels postulats relatifs & ces
concepts il faut ajouter aux concepts et aux postulats de la géométrie
projective pour poser les fondements de la géométrie métrique générale.

Ce qui a ét6 dit au 1° 29 permet de répondre fort simplement
& cette question.

Pour fonder la géométrie métrique générale il suffit d’adjoindre
aux concepts graphiques (descriptifs) de la géométrie projective le

347) H. Poincaré, Acta math. 1 (1882/3), p. 1 [1882]. Voir aussi R. Iricke

eb F. Kiein, Vorles. tiber automorphe Funktionen 1, Leipzig 1897; F. Klein,
Ellipt. Modulfunct, ) 1, p. 196.
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concept d’orthogonalité entre plans, envisagé comme concept métrique
primitif, et de postuler les propriétés fondamentales de ce concept.
Ces propriétés permettent en effet d’envisager les plans orthogonaux
comme des plans conjugués dans une correspondance polaire des élé-
ments de lespace qui définit I'absoln de la géométrie métrique™®).

Pour distinguer les trois cas (elliptique, hyperbolique, parabolique)
de la métrique générale, il faut encore préciser la forme sous laquelle
on convient d’énoncer le postulat des paralléles.

On répond non moins simplement & la question posée de la fagon
suivaute:

Pour fonder la géométrie métrique générale il suffit d'adjoindre
sux concepts et aux postulats graphiques (descriptifs) de la géométrie
projective, le concept métrique primitif du mouvement en considérant
les mouvements comme formant un groupe de transformations projec-
tives dont les propriétés fondamentales doivent étre postulées [n® 30).

Les propriétés qui caractérisent le groupe des mouvements comme
groupe projectif d’une quadrique peuvent s'énoncer de différentes fagons:
par exemple en temant compte de ce que le groupe indiqué est le
plus petit groupe projectif qui opére d'une fagon transitive sur les
points, les droites et les plans, de fagon qu'il y ait toujours une
transformation du groupe amenant un élément (point, droite ou plan)
en un autre élément de méme esptce donné™?).

Principes de la métrique générale.

32, Avant-propos. Les concepts de distance et de mouverent
sont 3 la bage des recherches générales sur la métrique des variétés
3 un nombre quelconque de dimensions. A chacun de ces deux con-
cepts correspond un ordre particulier de recherches. L'un, qui se
rapporte & l'étude du concept de distance, se rattache généralement
& Texpression linéaire, en d’autres termes & l'expression de la distance
de deux points infiniments voising; mais il existe aussi des travaux
fondés sur la formule relative & la distance finie de deux points.
Dans toutes ces recherches on admet naturellement que les points de
la variété sont représentés par des mombres (les coordonnées de ces
points).

Un autre ordre de recherches se rattache d'ume fagon particulitre
au point de vue auquel on se place dans la théorie des groupes. Nous
envisagerons successivement ces deux ordres de recherches.

348) Voir l'exposé d'ensemble de ces guestions dans F. Enrigues, Lezioni

di geom. proiettiva’?); éd. allemande®®®), p. 179 et suiv.
349) W. Killing, J. reine angew. Math. 109 (1892), p. 176.
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A. Elément linéaire. Distance finie de deux points.

33. Géométrie sur une surface courbe. Pour étudier les pro-
priétés des figures tracées sur une surface courbe, on commence par
étendre aux lignes courbes le concept de la distance de deux points
et I'on parvient ainsi au concept de Ia longueur d'un arc de courbe.

Sous certaines restrictions, toujours supposées vérifiées, concer-
pant la continuité et la dérivabilité des expressions envisagées, cette
longueur dépend des extrémités de larc de courbe et do la forme de
la ligne courbe envisagée; ct elle jouit de la propricté additive, en
vertu de laquelle elle est définie par l'expression de 1'élément linéaire
(1) ds = Vd2* + dy* + d &
de la ligne courbe envisagée:

T = Z(i),
y=y®,
2= 2(l).
De cette expression générale on déduit immédiatement que I'élé-
ment lindaire sur une surface [of. 11T 29 et IH 32]
z = x(u, v),
y=y( )
o= a(u,v),
Pest-a-dire la distance de deux points infiniment voisins
(u,v), (u+du, v+dv)

situés tous deux sur cette surface, est donné par la formule

@) ds = VEdul + 2Fdudv + Gdo?,

ol
_(Ba\t, (By\ (2m\P
2= G+ G+ G
o_Ozix | 0y dy 020z
F =Fuds T oude T 7uou?
0o\ ¥ y\? dz\2
¢=(+ )+ G
En se limitant sur la surface envisagée & des régions telles que
par deux points quelconques situés dans une méme région ne passe

qu'une seule ligne géodésique, on rattache immédiatement & la for-
mule (2) la définition de la distance (curviligne) de deux points

quelconques
(wyy), (450y)
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sur la surface; cette distance est la longueur de larc de la ligne
géodésique de la surface passant par les deux points.

La géométrie que I'on obtient ainsi est géncralement désignée
sous le nom de giometrie mdrigue différenticlle. Le mot différentie]
est pris ici dans le sens de ,restreint en général i une partie de la
surface”. Dans cette géométric les propositions sont en effet essen-
tiellement, restreintes & des régions limitées de la surface auxquelles
correspondent des parties limitées du plan des (x, v).

Dans la géométrie métrique différentielle, le concept de surfaces
mutuellement applicables, ou plutét celui de surfaces isométriques
{c'est-a-dire telles que leurs éléments lindaires soient donnés par les
mémes formules), est fondamental. Deux surfaces isométriques ont en
effet méme géometrie différenticlle®).

La géoméirie plane métrique différentielle ordinaire se reflate
ainsi dans les géométries métriques différentielles des diverses surfaces
développables. Toutefois les gdométries métriques sur diverses sur-
faces ayant méme géométrie métrique différenticlle ne sont pas en
général identiques.

Si méme deux surfaces analytiquement définies ont méme géo-
métrie métrique différentielle, la géométrie métrique sur I'une d'elles
considérée comme enfitre ne trouve pas nécessairement sa représen-
tation dans la géométrie métrique sur Iautre. Les rapports de con-
nexion des deux surfaces [n° 43] jouent ici un role important.

Ainsi quoique le eylindre soit une surface développable et ait
done méme géométrie métrique différentielle que le plan, la géométrie
métrique pour le cylindre entier difftre de celle du plan plet
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a w et & v; sans que la forme concréte de la surface joue aucun role.
Dans la variété abstraite (u,v) lexpression ,courbure® perd la signi-
fication intuitive qui résulterait pour une surface de la définition méme
que C. F. Gauss doonait & k; la quantité k nest plus qu'un invariant
différentiel formé par E, F, G et les dérivées de E, I, @, prises par
rapport & w et ». Cet invariant me change pas si, daus l'expression
de ds? on remplace » et v par deux autres variables quelconques.
Quand on se place & ce point de vue de B. Riemann, on donne en-
core i I'invariant & Je nom de courbure; mais pour éviter tout malen-
tendu, on mne dit plus ,la courbure de la surface ou de la variété
abstraite (u, v)“; on dit plutot la courbure de la determination métrique
de cette variété abstraite (u, v).

Les Iocutions ,courbure du plan hyperbolique®, , courbure du plan
clliptique, ou ,courbure du plan parabolique¥, dont nous avons déja fait
usage au r° 31, doivent &tre entendues ainsi dans ce sens conforme
au point de vue de B. Riemann.

On peub aussi se demander il est possible d’obtenir, dans la
géométrie métrique différentielle d’une surface de I'espace ordinaire,
Pexacte représentation de la géométrie métrique générale du plan
et plus particulicrement de la géométrie non-euclidienne du plan
[ef. n° 15].

A cet effet, il faut tout d’abord envisager les surfaces qui,
comme le plan, peuvent se mouvoir librement sur elles-némes, de
fagon qu'un point queleonque de la surface vienne en un autre point
de cette surface arbitrairement fixé i lavance. Ces surfaces sont
irement & courbure constante; ct inversement il résulte d’un

3

euclidien [n® 44].

B. Riemann » envisagé la géométrie métrique sur une surface S
correspondant & un élément linéaire tel que dans I'expression (2) du
carré ds? de sa longueur on ait
2) ds® = E(u, v) du? + 2F(u, v) dudo + G(u, v) do?.

La courbure K d'une surface en un point de cette surface a été
définie par C. F. Gauss [1II 29] comme étant la valeur réciproque du
produit des rayons de courbure principaux de la surface en ce point.
Cette courbure K est, comme on saif, un invariant par rapport & une
déformation quelconque, sans exfension ni déclirement de la surface.
Elle s'exprime donc & l'aide des coefficients E, F, &, qui apparaissent
dans Vexpression {2) de ds* et de leurs dérivées prises par rapport

350) Voir 4 ce sujet I'article III 34.

théoreme de E. F. A. Minding®') que toute surface i courbure cons-
tante peut se mouvoir librement par applicabilité sur elie-méme, et
cela d'une oo® de maniéres [III 82].

En distinguant les surfaces i courbure constante d'apres la valeur &
de leur courbure, on obtient

a. pour k=0 les surfaces développables, dont la géométrie mé-
trique différentielle équivaut & la géométrie plane euclidienne;

b. pour >0 les surfaces applicables sur une sphere, dont la
géométrie métrique différentielle équivaut a la géometrie plane ellip-
tique de courbure % [voir n° 28a, en particulier la note 183];

¢ pour k<0 les surfaces auxquelles on a donné le nom de
pseudosphériques dont la géométrie métrique différentielle équivaut &
la géométrie plane hyperholique de courbure F.

851) J. reine angew. Math. 19 (1839), p. 578; 20 (1840), p. 324.



114 Ul 1. F. Enrigues, Principes de la métrique générale.

Cotte derniere équivalence qui correspond au ecas ol k < 0 résulte,
en fait, des formules trigonométriques établies par E. F. A. Minding
pour les triangles géodésiques tracés sur une surface & courbure & <C0.

E. F. A. Minding lui-méme n'a toutefois tiré de ses formules
aucune déduction relative & la géométrie non-euclidienne, ce qui sex-
plique d'ailleurs par ce fait que, & Pépoque od il les a obtenues, il
wavait sans doute pas connaissance des recherches de N. I. Lobacevskij
publiées depuis peu.

L’équivalence concernant le cas ¢ ou k< 0, a été indiquée dans
la these de B. Riemann®2); peu aprés la publication de cette these,
en 186G elle a ét6 mise en pleine lumiére par E. Beltrami®®) dont
les recherches sont d'ailleurs entivrement indépendantes de celles de
B. Riemann.

E. Beltrami®™) avait observé que pour les surfaces & courbure
constante, et pour elles seulement, on peut choisir les coordonnées u, v
de fagon que les lignes géodésiques soient représentées par des équa-
tions linéaires [cf. n° 27]. Cette remarque I'a naturellement conduit
A établir une correspondance biunivoque entre les points d'une surface
abstraite [ou variété élémentaire] (u, v) & courbure constante négative
et la région d'un plan ordinaire intérieure & un cerele limite. On
obtient ainsi une représentation de chaque surface a courbure cons-
tante négative dans laquelle aux lignes géodésiques de la surface
correspondent les cordes du cercle limite. E. Beltrami ne manque
dailleurs pas d'observer que la métrique sur la surface est alors
identique & la détermination métrique plane de 4. Cayley corres-
pondant an cas ol lo cercle limite est pris comme conique absolue
dans le plan.

Une autre représentation de la géométrie hyperbolique plane sur
un plan ordinaire dans lequel on suppose tracés deux axes rectangu-
laires Oz, Oy est la représentation conforme dont il a éb6 parlé au
n° 31, et que l'on obtient en projetunt d’abord le plan hyperbolique
sur une demi-sphire limitée par ce plan et ensuite cette demi-sphere
stéréographiquement & partir d'un point de son équateur.

Si, pour obtenir cette représentation conforme, on prend comme
centre de projection le centre de la sphére, on obtient pour le carré

352) Habilitationsschrift '%); Abh. Ges. Gott. 13 (1866/7), éd. 1868, math.
p. 133; Werke, (2¢ ¢éd.), publ. par H. Weber, Leipzig 1892, p. 272; trad. L. Laugel,
Pazis 1898, p. 280.

363) Giorn. mat. (1) 4 (186G), p. 76/92; Opere 1, Milan 1902, p. 281/96.

354) Ann. mat. pura appl. (1) 7 (1865), p. 185; Opere 1, Milan 1902, p. 262.
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de Vélément linéaire dans Vexpression déja indiquée par B. Riemann

[cf. n° 34]
ggo doidyt

% ,
1+ = +y)
od % mesure la courbure de la surface.

Si, au contraire, on choisit comme au n° 31 le centre de pro-
jection sur I'équateur méme de la sphere, on a

2 t]
st = szij‘l@y ;

8, en particulier, on prend [III 32 et III 33]

1
k=— U
on a ainsi, en choisissant
z =0,
-
y==re *,
la formule
2u

ds?= dul + e dot

8i, dans ces formules, on envisage (z,y) ou (,v) comme les
coordonnées ordinaires cartésiennes de points situés dans un plan
auxiliaire, la géométrie métrique du plan hyperbolique fofal trouvera
dans ce plan auxiliaire une interprétation abstraite.

I} w'en est pas de méme pour les surfaces & courbure constante
négative quw'on a jusquici comstruites dans l'espace ordinaire. Ces
surfaces sont toutes, en effet, limitées par des courbes ou des points
singuliers. De 1a résulte qu'une portion seulement du plan hyper-
bolique trouve en elles sa représentation. C'est ce qu'on peut vérifier
en se rapportant, par exemple, aux surfaces de révolution déterminées
par E. F. A. Minding. Ce qui précéde ne peut done sappliquer &
ces surfaces particulieres & courbure constante négative.

Des lors la question se pose de savoir s’ est possible de cons-
truire une swrface pseudosphérique offrant Vimage compléte de lo variété
abstraite (u, v), donc aussi du plan hyperbolique entier.

D. Hilbert®™) a démontré qu'il nexiste aucune surface analytique
réguliere satisfaisant & la question. Il a montré, en effet, que sur toute
surface analytique régulidre apparaissent des courbes singulidres ou
des points singuliers. La méme conclusion s'appligue aux surfaces

355) Trans. Amer. math, Soc. 2 (1901), p. 87; Grundlagen™’), (2° éd) p. 162,
Anhang V.
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non-analytiques ainsi que l'ont montré G. Liitkemeyer™) et E. Holm-
gren®T),

Aucune surface ne peut done offrir I'image compléte du plan
hyperbolique entier.

Des remarques analogues aux précédentes sappliquent & la géo-
métrie des surfaces & courbure constante positive, lorsquon envisage
ces surfaces dans leur totalité. On a déja remarqué [n° 31] que la
géométrie sphérique donne, pour ainsi dire, une représentation sura-
bondante de la géométrie du plan elliptique. C'est la gerbe de drodtes
et non la sphere qui définit une variété abstraite 3 deux dimensions
donnant une image complete et parfaite du plan elliptique.

Or on démontre que la sphire est, dans Vespace ordinaire euclidien,
la sewle surface fermée & courbure comstante positive. Ce théoréme a
6t6 récemment 6tabli & nouveau dans le cas des surfaces analytiques
par H. Liebmann®®), et d'autre part G. Liitkemeyer®) et E. Holm-
gren®?) ont montré que des surfaces f=0 & courbure constante
positive sont, en fait, toujours analytiques, an moins quand la fonction f
est supposée admettre des dérivées partielles continues du premier, du
second et du troisitme ordre. Aucune de ces surfaces ne peut offrir
I'image compléte du plan elliptique entier.

34. Détermination métrique de Riemann dans une variété d*une
dimension quelconque. Les concepts que nons avons développés en
nous reportant a la géoméirie métrique sur une surface, ou plutdt sur
une variété abstraite a deux dimensions, trouvent leur extension na-
turelle dans la géométrie métrique des variétés a plusieurs dimensions,
dont B. Riemann a analysé les principes dans sa dissertation sur les
hypotheses qui servent de base & la géométrie.

En partant d'une variété élémentaire vy & trois dimensions ou,
plus généralement, d’une variété élémentaire , & un nombre quelconque
n de dimensions, dans laquelle on suppose donné un systéme de co-
ordonnées ,, x,,. . ., z, [of n° 22], on peut établir dans cette variété

366) Diss. Gottingue 1902,

367) C. R. Acad. sc. Paris 134 (1902), p. 740/3.

L'idée des surfaces régulidres non anelytiques remonte & Chr. Wiener | Lehr-
buch der darstellenden Geometuie 2, Leipzig 1837, p. 29] qui a pris en considé-
ration des surfices non-rectilignes développables envisagées chacune comme la
limite d'un polyedre.

358) Nachr. Gos. Gott. 1899, p. 44/56; Math. Ann. 53 (1900), p. 81; 54 (1901),
p- 505; of. D. Hilbert, Grundlagen®’), (2¢ éd.) p. 172.

359) Diss. Guttingue 1902, p. 163.

360) Maih, Ann. 57 (1903), p. 409
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une détermination métrigue et ensuite définir pour elle une géoméirie
médirique différentielle, en prenant comme expression de la distance ds
de deux points infiniment voisins

(@, 2, ) et (@ + day, 2, + 4%y . ., 3, + da,)
de cette variété v, la racine carrée positive de la forme quadratique
supposée essentiellement positive

Dagdrde, (i, k=1,2,..,n).
(i B

Quand nous choisirons ainsi ds nous dirons avee K. von Helmholtz
que le théoréme de Pythagore géndralise s'applique & la variété v,
envisagée. Cette forme de ds est dailleurs la plus simple que Yon
puisse envisager lorsqu'on veut établir les concepts métriques dans
une variété

vﬂ = (‘[l) xﬂ) tty x’n)
en fixant la définition de la longuewr dune ligne
s=n(l), =50, ..., z, = z,(f)
représentée par des fonctions continues et dérivables dans tout inter-
valle qui n'est pas nul, de fagon

a) que cette longueur ait une valeur essentiellement positive,

b) quelle dépende d'une fagon continue et dérivable des points
extrémes et de la forme de la ligne,

¢) qu'elle jouisse de la propricté additive [ef. n° 30].

Ces conditions étant vérifides, on obtient la fonetion qui repré-
sente la longueur d'ume ligne donnde en intégrant entre des limites
convenablement choisies 1'élément linéaire ds, ol I'expression de ds
ne peut dépendre que des coordonndes

Ty By ooy Xy &y F Ay, 3y +dag, L., oz, +da,

de deux points infiniment voisins de la ligne envisagée.

Cette expression de ds ne peut d’ailleurs étre fonction linéaire de
Byy Ty -y oy Ay, dy ., da,
parce que, s'il en était ainsi, elle devrait, en raison de la continuité,
prendre une valeur négative quand on fait varier la ligne d'une fagon
continue autour d'un de ses points jusqu'a ce quelle repremnnme sa
position primitive mais en sens inverse de son sems primitif. Cest
ds® ou ds, ou toute autre fonction univoque quelconque de ds?, qu'il

faut chercher & exprimer en fonction de
Ly Byy o ooy Byy Ay, dy, . .., dx;
de fagon i satisfaire aux conditions énomedes. Si I'on impose &
lexpression de ds® la condition d’étre dérivable autant qu'il faut

'n
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pour pouvoir dtre développée aux environs de chaque point par la
formule de Maclaurin jusqu'au troisitme terme de cette formule, et
en outre la condition d’étre infiniment petite du deuxidme ordre par
rapport aux différentielles da,, dy, .-, d%,, o démontre®?) que cette
expression est nécessairement de la forme

ds? =(2k;a'.kdz'.dz,‘ G,k=1,2,...,m),

en sorte que le théoréme de Pythagore généralisé fournit bien, comme
on V'annongait, la forme la plus simple possible de ds.

Mais si, au contraire, on admet quelque exception & la dérivabilité
de ds?® au point (2,, 7, . . -, ¥,), on peut fixer autrement l'expression
de ds? en fonction de

Ty, By o oy Ty A0y, ATy, .-, AT,

et en déduire, dans la variété envisagée v,, une détermination métrique
distincte de celle qui repose sur le théoréme de Pythagore généralisé,
Ainsi on peut par exemple prendre pour ds* une forme essentielle-
ment positive du quatritme degré en dzy, dz,, . .., dz, qui ne soit
pas un carré parfait. B, Riemann®®) a déja signalé la possibilité de ces
déterminations métriques; mais il n'a développé que les conséquences
concernant le cas le plus simple et le plus important, ol le théoreme
de Pythagore généralisé s'applique.

Dans toute variété v, o la détermination métrique résulte du théo-
réme de Pythagore généralisé, on peut envisager, comme on I'a fait pour
les surfaces v,, des lignes godésiques (ou lignes de longueur minimée).
Dans des régions convenablement limitées de v,, chacune de ces lignes
est complitement déterminée par deux de ses points.

Le concept de distance entre deux points de v, étant fixé a l'aide
de ces lignes géodésiques de v,, on peut ensuite définir dans v, les
concepts de Fangle®™) et du volume®™).

35, Variétés homogénes. B. Riemann s'est tout particulizrement
oceupé des variétés v, (en particulier des variétés vy) qui, comme
Pespace ordinaire, peuvent se mouvoir par applicabilité sur elles-mémes.
On dit de ces variétés qu'elles sont homogénes.

361) Voir I Enriques, Conferenze di geometria (cours autographic), Bologne
1894/5, p. 68.

362) Habilitationsschrift'%); Abh. Ges. Gott. 18 (1866/7), ¢d. 1868, math.
p. 133; Werke, (2* éd.) publ. par H. Weber, Leipzig 1892, p. 272; trad. L. Lougel,
Paris 1898, p. 260.

863) Voir F. Enrigues, G
1894/6, p. 65.

364) 7. Levi-Civita, Atti Ist. Veneto (7) 4 (1892/8), p. 1765/815, surtont § 19).

dig tria (cours aut hié), Bologne
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Voici comment on peut préciser ce concept de Vhomogénéité d'une
variété quelconque v,. Soit P un point de z,, de coordonnées
xl] x57 st zn‘
Envisageons tous les points @ de v, infiniment voisins de P et, parmi
ces points, fixons-en deux, @y, @, arbitrairement; soient
@ 4 dxy, Xyt dty, ... z, + dz,
les coordonnées d'un quelconque des points @,
z + day, Tt Ao, o P + d,z,,
@+ dszy, Tt Ty, o TF dy2,,
les coordonnées des deux points ¢ et @ arbitrairement fixés.
Parmi les éléments P, envisageons ceux pour lesquels, A et
u désignant deux paramétres, on a
dz, = Ady2, + pndyy,

da, = 1d,x, + pdy,.
Iensemble de ces &léments PQ forme en quelque sorte un élément
de surface de v, issu de P.

Les géodésiques issues de P suivant ces éléments PQ forment
ce que Uon appelle, d'aprés I Schur®), une surface geodésique de
v, passant par le point P.

B. Riemann dit quune variété v, est homogéne quand il est
possible de la faire mouvoir sur elle-méme de fagon & faire coincider
un de ses points P avec un quelconque de ses autres points P’ et un
&lément de surface issu de ce point P avec un élément de surface
arbitrairement fixé parmi ceux issus de P’ De cette définition de
I’homogénéité il résulte immédiatement que toutes les surfaces géo-
désiques issues de deux points quelconques d'une variété homogene v,
ont la méme courbure i ('est ce qu'on exprime en disant que la
variété a une courbure constante. Lu courbure k dont il est ici question
est celle fournie par lexpression analytique que C. F. Gauss®®) a
donnée pour & dans le cas d’une surface (n = 2) de V'espace ordinaire,
généralisée au cas d'une variété d’un nombre quelconque n de dimen-
sions dans un espace & # + 1 dimensions.

Dans toute variété & courbure constante k, le carré de 1'élément
lindaire ds sexprime d'apres B. Riemann®T) par une expression de

365) Math. Ann. 27 (1886), p. 546.

366) Commentat. Soc. sc. Gott. recent. 6 (1828/7), éd. Gottingue 1828, meth,
§ 12 [1827); Werke 4, Gottingue 1880, p. 236.

367) Habilitationsschritt*%); Abh. Ges. Gott. 13 (1866/7), 6d. 1868, math. p. 144;
Werke, (2°éd.) publ. par H. Weber, Leipzig 1892, p. 282; trad. L. Laugel, Paris
1898, p. 292.
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la forme
ds? = _ 08+ dxt+ -t da,t
A e
Dl G o R Y

La géomdirie metrique différenticlle dune varidte vy @ courbure
constante & dquivaut powr k—0 G la glomdirie paraboligue dans une
région de Vespace ordinaire euclidien; powr k< 0, ele dquivaut a la
géometrie hyperbolique dams une région de Uespace ordinaire euclidien;
pour k>0 ele a la géomélrie elliptique dans une région de
Vespace ordinaire euclidien.

Dans cet ordre d'idées, B. Riemann a tout d'abord attiré atten-
tion sur le cas on %> 0, cas qui est celui de la géométrie elliptique.

Liaffirmation de B. Riemann relative & la forme a laguelle on peut
ramener l'expression du carré ds? de I'élément lindaire ds d’une variété
a4 courbure constante k a été vérifiée’®) par E. B. Christoffel ) et par
R. Lipschits*™).

8. Lie*™) a démontré comme conséquence d’un de ses théordmes
sur les groupes continus que foufe variclé métrique v, a nécessairement
une courbure constante, quand il est possible de la faire mowvoir sur
elle-méme de fagon d transformer en géneral un clément lindaive issu dun
point de la variélé fixé arbitrairement en un autre dlément arbitraire
issu du méme point. Sous ces hypotheses le groupe de mouvements
de v, renferme 47 (n + 1) parambtres, cest-a-dive le plus grand nombre
possible de paramétres.

Ces recherches de S, Lie simplifient les conditions d’homogénéité
d'une variété v, établies par B. Riemann.

36. Caractére projectif des variétés & courbure constante.
E. Beltrami®®) et L. Schlifli®™) ont étudié le caractére projectif des
variétés & courbure constamte.

E. Beltrami a montré que, dans une varieté & courbure tant

86. Caractire projectif des variétés i courbure constante. 121

Inversement, comme l'a montré L. Schlafli®™), toute variété, dans
laguelle serait définie une géomdtrie métrique différenticlle ot la géoméirie
projective serait valable en considérant les géodésiques de cette varidtd
comme des droiles, est nécessairement une variété d courbure constante.

La determination mdtrique d'une varidté o courbure constante peut
ausst toujours élre envisagée comme une détermination metrique projective
de Cayley relative & une surface absolue du deusiéme degré. Inver t
la délermination méirique etablie dans un espace projectif v, par rapport
& une surface absolue du deuziéme degré d une expression qua-
dratique pour le carvé ds® de Udlément linéaire de v,, de sorte que Vespace
projectif v, apparait comme une varidé é cowrbure constante dans la-
quelle les droites sont des lignes géodeésiques®™).

La correspondance entre les variétés & courbure constante et les
espaces projectifs métriques devient parfaite si la variété od se trouve
définie une géométrie métrique différentielle (pour des régions con-
venablement limitées) est telle que deuz points y déterminent toujours
urne seule géodésique. 1l est d'ailleurs toujours possible de compléter en
e sens une variété élémentaire abstraite quelconque par Iintroduction
de points idéanx [n° 24

Au caractére projectif des variétés & courbure comstante se
rattachent aussi certaines recherches de ¥ Schur3): cet auteur remarque
que ce caractire projectif dépend de la propriété fondamentale, que
posstde une surface géodésique, de contenir un nombre co? de lignes
géodésiques de T'espace (i trois ou & plus de trois dimensions), ce qui
revient & la propriété fondamentale du plan [n® 8]. En s'appuyant sur
cette remarque, F. Schur démontre les propriétés suivantes:

Si dans une varictd métrique 6 n dimensions (ot % > 3) les sur-
faces géodésiques issues du point P contiennent chacune oo? lignes
géodesiques, la varidté a une cowrbuwre constante relativement d tous les

on peut, par un choix convenable du systéme de coordonnées, repré-
senter les lignes géodésiques par des équations du premier degré.

II en résulte que la géométrie projective s'applique, au sens dif-
férentiel, aux variétés 2 courbure constante quand on envisage dans
ces variétés les lignes géodésiques comme des droites.

368) Cf. L. Bianchi, Atti R. Accad. Lincei Rendic. mat. (5) 711 (1898), p. 147.

369) J. reine angew. Math. 70 (1869), p. 46, 241.

370) J. reine angew. Math. 70 (1869), p. 71; 72 (1870), p. 1.

871) Of. 8. Lie et F. Engel, Transformationsgruppen ®) 3, p. 3535,

372) Ann. mat. pura appl. (2) 2 (1868/9), p. 232; Opere 1, Milan 1902, p. 406,

373) Ann. mat. pura appl. (2) 5 (1871/3), p. 178/93.

fléments de surface issus du point P,

Si cetle propriété a liew pour les swrfaces géoddsiques issues de deug
points P et P de la varidé envisagée, elle a aussi liew pour toutes
les surfaces geodésiques de cette varicté e la variété o une courbure
constante,

374) Ann. mat. pura appl. (2) 5 (1871/3), p. 194.

375) Voir L. Belirami **%) et I". Klein, Progr. Erlangen 1872; réimpr. Math.
Ann, 43 (1898), p. 63/100.

376) Math. Ann. 27 (1886), p. 537. Voir aussi: I.. Bianchi, Atti R. Accad.
Lincei Rendic. mat. (5) 111 (1902), p. 265. A propos d'une démonstration géo-
métrique des mémes résultats, voir F. Enriques, Rendic. Accad. Bologna (2) 7
(1902/3), p. 52; L. Bianchi, Lezioni di geom, diff,, (2° 6d.) 1, Pise 1902, p. 349 (§ 161).
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Ces théortmes de F. Schur, por lesquels le probleme des variétés
métriques & courbure constante est en quelque sorte divisé en ses
éléments projectifs, fournissent ainsi une solution trés simple de ce
probleme.

Les recherches de F. Schur excluent aussi Uexistence de variétés
v, & trois ou plus de trois dimensions ayant en chaque point déter-
miné une courbure constante sur tous les éléments de surface issus
de ce point, courbure variant cependant d'un point a lautre de v,.

8%. Recherches de Tilly sur l'expression de la dist finie.
Au liew de chercher avec B. Riemann & caractériser la géométrie
métrique par Vexpression de la distance élémentaire entre deux points
infiniment voisins, on peut chercher & caractériser directement I'ex-
pression de la distance finie entre deux points essentiellement distincts.
Clest précisement le but que J. de Tilly®'") avait cherché & atteindre;
il o'y est d'ailleurs pas parvenu.

Considérons l'espace comme une variété & trois dimensions dans
Iaquelle on a fixé un systéme de coordonnées z, ¥, 2. Ktant donnés
deux points quelconques i et k de coordonnées

(G AP C A )
leur distance (i%) s'exprime par une fonction symétrique

F, (4 Yir 25 %ar Yo 50)
de =z, 9,2, %, Y, 2, qui satisfait & plusieurs conditions parmi les-
quelles les deux suivantes sont essentielles:

a. La distance de deux points ¢ et k varie avec ces deux points
d’une fagon continue et sannule seulement quand les deux points
coincident.

. Ktant donnée une suite de points 1, 2, 3,4, ... .. et un point 2
tel que sa distance (12') au point 1 soit égale a la distance (12) des
points 1 et 2, il existe une suite de points 3,4, ... tels que la

distance entre demx points quelconques de la seconde suite soit égale

4 la distance entre les deux points homologues de la premibre.
Cette seconde condition, qui, au fond, introduit la notion de

mobilité*"®) des figures, est une condition fonetionnelle & laquelle dost

satisfaire la fonction & laide de laquelle g'exprime la distance (ik) de

deux points quelconques i et k.

Si Yon considere deuz groupes de cinq points (1, 2, 3, 4, b) et

877) Mém. Soc. se. phys. nat. Bordeaux (2) 3 (1880), p. 1/190; Mém. couronnés
et antres Mém. Acad. Belgique, in 8°, 47 (1892/8), mém. n° 5, p. 3/80 [1892].
378) Voir an n° 39 les postulats de H. von Helmholt:
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1, 2, 8, 4, &) ayant en commun un premier point 1, des neuf
équafions .
A2)=012), @3)=>13), A4H=04),
()] (15)=(15), @3)=@3), EH=@9,
(@5)=(@'5), B4—(31), (35)=@5)
on déduit, sous certaines restrictions convenables, que l'on a identi-
quement (45) = (4'5).
Il existe donc nécessairement, entre les dix distances de deux quel-
conques des cing points d'un groupe (1, 2, 3, 4, 5), une relation carac-
téristique dont la forme doit étre indépendante du groupe des cinq
points considérés. On a donné & cette relation le nom de relation des
cing points. Clest une condition d’homogénéité de Tespace.
La relation des cinq points peut se mettre sous la forme
W((12) (13) (14)(15) (23) (24) (25) (34)(35) (45)] =0,
ott W est une fonction déterminde des dix distances qui figurent entre
crochets. Pour abréger, nous représenterons cette relation par T'équa-
tion symbolique (12345)=0.

Si Yon envisage un groupe de six points (1, 2, 3,4, 5, 6), la con-
dition d’homogénéité de lespace se traduit par une condition dite
relation des siz points & laquelle une fonction déferminde ¥, analogue &
la précédente, doit satisfaire. On peut énoncer simplement cette condi-
tion en ohservant tout d’abord que, apres avoir fixé arbitrairement sous
certaines restrictions convenables (16), (26) et (3 6), on peut toujours
déterminer (46) et (56) de fagon que les relations

(12346)=0, (12356)=0
solent vérifiées en méme temps que la relation
(12345) =0,
quelle que soit la forme de la fonction ¥. Ceci posé, la condition
des six points peut étre énoncée ainsi:

Les trois relations simultanées

(12845)=0, (12346)=0, (12356)=0
entrainent comme conséquences les trois relations
(12456)=10, (18456)=0, (23456)=0.

Les recherches concernant la relation des cing points, faites par
A. Cayley™), L. N. M. Carnot™) et J. L. Lagrange®') pour la géo-

3';2)‘) ,Cambr. math. J. 2 (1839/41), p. 267/71; Papers 1, Cambridge 1889, p. 1/4.*

380) ,Mémoire sur la relation qui existe entre los distances respectives de
cinq points pris dans V'espace, Paris 1806.%
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métrie euclidienne, et par E. Schering®®) et P. Mansion®) pour la
géométrie non-euclidienne, ont conduit, dans le cas de cing points,
a deux expressions particulitres ¥, et ¥, de la fonction

T (12345)

qui se présentent toutes les deux sous la forme d'un déterminant.
De ces deux expressions particulitres de

W (12345)

on peut, inversement, déduire l'expression de la distance dans la géo-
métrie euclidienne et non-euclidienne, si, outre les deux econditions
essenticlles (a) et (b), on tient compte d'une troisitme condition (e),
a laquelle doit aussi satisfaire la fonetion symétrique F,, des coor-
données des deux points ¢ et %, condition exprimant la propriété
additive des distances des deux points d’une méme droite.

Il faudrait toutefois démontrer que les expressions de la distance
déterminées par ¥, et ¥, sont, au moins sous certaines conditions de
réalité convenablement choisies, les seules solutions possibles du
probléme proposé. Les considérations peu rigoureuses de J. de Tilly
sont & eet égard complétement insuffisantes: on ne saurait en conclure
que d'autres solutions ne sont pas possibles. H. F. Blichfeldt®) a
Qailleurs obtenu des expressions de relations possibles entre les
distances qui ne sont pas contenues dans les formules de J. de Tilly.

38, Systémes géométriques de Minkowski-Hilbert. Certaines
recherehes de H. Minkowslki et D). Hilbert, qui ont aussi comme point
de départ lexpression de la distance finie entre deux points d’une
variété donnde, conduisent & des systdmes géométriques plus généraux
que les précédents dont la métrique comprend comme ecas particulier
la métrique ordinaire euclidienne et non-euclidienne.

Soient (2, y,, ), (,, ¥s, 2) les coordonnées cartésiennes ordinaires
de deux points de Pespace.

H. Minkowski®) prend comme expression de la distance entre
ces deux points une fonction

Rz — 2y, % — ¥, 4 — &),

381) Nouy. Mém. Acad. Berlin 4 (1773), éd. 1775, p. 149; (Buvres 8, Paris
1869, p. 661,

382) E. Schering, Nachr. Ges. Gott. 1870, p. 817; 1873, p. 13, 149; Werke 1,
Berlin 1902, p. 160, 169, 177.

383) P. Mansion, Ann. Soc. scient. Bruxelles 131 (1888/9), p. 57; 157 (1890/1),
p. 8; 167 (1891/2), p. 51.

384) Trans. Amer. math. Soc. 3 (1902), p. 467.

385) Geometrie der Zahlen, Leipzig 1910, p. 1 [1896].
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homogéne du premier degré en z —a,, y, —y,, 2, — 2, de sorte
que, quel que soit le paramdtre ¢,

Rtz — by, ty, — ty,, o, — t2) = 1R (0 — 2, Y — s, 2 — ),

et telle que, en fizant x,, y;, 2, eb envisageant z,, y,, 2, comme des
coordonnées courantes, 1'équation
Q=0

représente une surface non-concave. La fonction & envisagée est, en
général, une fonction transcendante de z;,y,, 2, %, ¥y, 2

On obtient. ainsi une géométrie métrique conventionnelle, com-
patible avec la géometrie projective, en ce sens que les droites sont les
lignes de longueur minimée. Dans cette géométrie de H. Minkowski
il n'y a que oo® mouvements qui ne sont autres que les oo trans-
lations de lespace. Cette géométrie renferme comme cas particulier
la géométrie ordinaire euclidienne.

D. Hilbert™S) a obtenu des résultats d’un caractére plus général en
se proposant de résoudre le probleme inverse:

Déterminer toutes les mélriques possibles de Vespace dans lesquelles
les droites sont des lignes de longueur minimée et ont en outre ume
longuewr infinie.

Il montre que de flelles métriques peuvent sétablir dans Uespace
projectif en premamt comme absolu une surface fermée mom-concave et
comme  expression de lo distance de dewz points A, B, intérieurs a
celle-ci, P'expression

¢log, (ABMN),
ot M, N désignent les points d'intersection de la droite indéfinie qui
Jjoint les deux point A et B avec la surface absolue et ol ¢ est
une constante; (4 BIMN) désigne le rapport anharmonique des quatre
points 4, B, M, N. Ta métrique de D. Hilbert est identique 3 la
détermination métrique hyperbolique, si Yon prend comme absolu une
quadrique réelle qui ne soit pas réglée.

La métrique de H. Minkowski peut étre envisagée comme le cas
limite de celle de D. Hilbert correspondant su cas od Iabsolu dégéndre
en un plan double & linfini.

Dans la métrique générale de D. Hilbert, aueun mouvement n'est
possible.

Le systéme géométrique de . Hilbert peut dtre lui-méme généralisé
de nouveau de diverses fagons, en abandonnant I'une ou lautre des

386) Math. Ann. 46 (1895), p. 91.
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conditions auxquelles doit satisfaire la fonction de la distance entre
deux points pour posséder les attributs que nous lui concédons con-
formément & notre intuition. Il suffit pour cela d’admettre que cette
fonction nest pas symdtrigue par rapport aux deux points dont elle
dépend ou encore qu’elle n’est pas univoquement déterminée par eux 7).

B. Groupe de mouvements.

39, Postulats de Helmholtz. Les recherches ayant pour objet
de caractériser la géométrie de l'espace physique par les propriétés
des mouvements, envisagés comme des transformations de points dans
une région de l'espace, ont eu pour point de départ certaines
remarques de F. Ueberweg™®) et une premiére ébauche élaborée par
H. von Helmholtz®®).

En faisant ressortir le caractére fondamental qu'ont les mouve-
ments de constituer un groupe, F. Klein®®) posa le probleme sous
une forme plus précise: il I'énonga comme un probleme ressortissant
de la théorie des groupes. Ainsi posée, la question fub traitée et
résolue & divers points de vue par S. Lie et, en partie aussi, indé-
pendamment de . Lie, par H. Poincaré. Les postulats que H. von Helm-
holtz pose comme fond ts de la étrie sont les suivants:

1. Postulat concernant la continuité et les dimensions de Uespace:

Cest le postulat qui permei de regarder lespace comme une
variété v, 3 n dimensions, ot » =3 [ef. n° 15].

La condition » — 3 peut d'ailleurs n'étre introduite [ef S. Lie,
n° 33] qu'aprés I'énoncé des postulats du mouvement pour 7 quel-
conque.

1I. Postulat concernant Uexistence des corps solides mobiles.

Les coordonndes (7, %, - - - @), (U1, Yas -+, Yy) de deux points
quelconques d’un corps solide (rigide) sont liées par une équation

Ry, Ty oy Tpi Yoo Yo o0y y) =0
qui est la méme, de quelque fagon que l'on choisisse les deux points
(@4, Tyy < -y Z)y W1y Yas - -+ Y,) PATT leS paires de points congruents
aux premiers, c'est-ii-dire superposables aux premiers par un déplacement
du corps solide dans l'espace.

387) Voir . Hamel, Diss. Gottingue 1901; Math. Ann. 57 (1903), p. 231,

388) Archiv fiir Philologie und Pidagogik 17 (1861), p. 20/54.

389) Verh. des Naturhist. medic. Vereins Heidelberg (1) 4 (1865/8), p. 197;
Wiss. Abh. 2, Leipzig 1883, p. 6105 Nachr. Ges. Gott. 1868, p. 193; Wiss. Abh, 2,
Leipzig 1883, p. 618.

390) Progr. Erlangen 1872; réimpr. Math. Ann. 48 (1893), p. 63/100; voir
aussi Math. Ann. 6 (1878), p. 116.
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L. Postulat concernant la liberté des mouvements.

8i, dans un solide (rigide), on choisit arbitrairement un point
P,, ce point est entitrement libre de se mouvoir dans toutes les
directions. Si, ayant fixé P,, on choisit ensuite arbitrairement dans
le solide un second point P, la rigidité du corps implique une équation
entre les coordonnées de P, et celles de P,. Si, ayant fixé P, et P,
on choisit ensuite arbitrairement un troisitme point Py, la rigidité
du corps implique deux équations entre les coordonnées de Py et
celles de P, et P,, et ainsi de suite.

Pour que chaque point du corps solide soit entitrement fixé
dans lespace & n dimensions, il faut et il suffit que I'on fixe # points
de ce solide; entre les coordonnées de ces » points, on a

n(n—41
1424 b= t0ED
équations de conditions.

IV. Postulat concernant la conmexion entre rotation eb identité, ou
postulat de monodromie.

On admet que dans lespace & n dimensions ume rotation com-
pléte autour de #» — 1 points fixés d’une fagon générale (en évitant cer-
taines positions particulibres) fait coincider identiquement avee Iumi-
méme un corps solide; dans ce mouvement de rotation, la ligne ecircu-
laire décrite par un point quelconque du solide est fermée.

En s'appuyant sur ces quatre postulats, H. von Helmholtz parvient
3 l'expression du carré ds® de I'élément linéaire donnée par B. Riemann.

H wvon Helmholtz croyait avoir prouvé que ses quatre postulats
sont indépendants les uns des autres et peuvent done servir & carac-
tériser completement la géométrie générale, euclidienne ou non-eucli-
dienne, de l'espace.

Mais dux démonstrations de H. von Helmholtz, S. Lie®) oppose
plusieurs objections, en particulier objection fondamentale: que
H. von Helmhollz = fait correspondre aux diverses rotations possibles
autour d'un point fixe P des équations linéaires entre les derivies
premiéres des coordonnées de P, ce qui n'est pas toujours nécessaire-
ment exact®*).

Il faut aussi remarquer que le postulat de monodromie qui est
nécessaire pour fonder la géométrie plane, oh #n = 2, devient superflu
391) Cf. 8. Lie et F. Engel, Transformationsgruppen ™) 3, p. 437.

392) Il est en effet possible que dans le groupe de mouvements du corps
rigide autour de P, il y ait des mouvements pour lesquels les dérivées premiéres
des coordonnés de P restent fixes, alors que les dérivées secondes, par exemple,
ou des dérivées d’ordre supérieur varient.
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dans le cas de l'espace, ol » = 3, comme J. de Tilly*") I'avait soutenu
déja avant S. Lie. F. Klein®®) a cherché, mais sans y parvenir,
A mettre ce fait en évidence par des considérations d'un caractere
intuitif.

Des résultats obtenus par H. von Helmholtz subsiste toutefois la
possibilité de fonder la géométrie générale de Yespace sur les trois
premiers postulats, pourva que ces postulats soient regardés comme
valables pour tous les points d'une région de Vespace®).

40, Recherches de 8. Lie®®). Voici sous quelle forme S. Lie
pose le probleme de H. von Helmholtz, dont il parvient & donner deux
nouvelles solutions.

Supposons tout d’abord que lespace soit une variété & trois
dimensions g, on se trouve fixé un systeme de coordonnées

= (x,y, 2).

Les mouvements dans Yespace, en tant qu’ils sont composables et
inversibles, apparaissent comme formant un groupe de transformations
ponctuelles; cette hypothiése remplace celle que F. von Helmholtz
rattache & la notion de congruence, & savoir que la congruence est
une relation réciproque et que deux figures congruentes 3 une troisitme
sont congruentes entre elles. Or le probleme®S) ,fixer un systéme de
postulats qui soit & la base de la géométrie métrique générale® se
rameéne & celui de caractériser par des propriétés générales les groupes
de mouvements des géométries euclidienne et non-euclidienne, en les
distinguant de tous les groupes possibles de transformation d’une
variété v,. Il est possible d’y parvenir en faisant des hypotheses se
rapportant au voisinage infiniment petit de chaque point de la variété
73, ou bien en posant les postulats convenant & une région finie de
la variété v;.

Avant d’énoncer les résultats obtenus par S. Lie, établissons d'abord
la définition suivante: un groupe de transformations dans une variation
vy permet une liberté entitre de mouvement infiniment petit autour de

398) Math. Ann. 37 (1890), p. 544; d’'mne fagon plus précise dans: Héhere
Geometrie (cours autographié) 2, Leipzig 1898; réimpr. 2, Leipzig 1907, p. 240.

394) Cf. S. Lie et F. Engel, Transformationsgruppen ®3) 3, p. 498.

395) Ber. Ges. Lpz. 33 (1886), math. p. 337; Transformationsgruppen ®%)
3, p. 471, 498 (section 6).

JVoir anssi W. Killing, Geometrie™) 2, p. 860. Les deux premidres publi-
cations de W. Kulling a.ya,nt hl'a\t A cette question [Uber die micht euklidischen
R von n-Di berg 1888; Erweiternng des Raumbegrittes,
Brauneberg 1884] sont antérieures & celles de 8. Lie (Note de I". Schur).*

896) On laisse iei provisoirement de coté la question des rapports de con-
nexion de I'espace illimité, dont on s’occupera dans le chapitre suivant.
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chaque point P de v; lorsque, le point P restant fixe, il est encore
possible d’'amener par des transformations du groupe un élément
linéaire p, issu de P, & coincider avec un autre élément linéaire quel-
eonque p’, issu de P, et un élément de surface &, mené par p, en un
élément de surface quelconque =/, mené par p'.

Ceci posé, on montre que les groupes de mouvements euclidiens
et non-euclidiens de Uespace envisagé comme une variété a trois dimensions
vﬁ = (xl y El Z)
sont complétement caractérisés par la prqmete d'étre réels, tramsitifs,
engendrés par des transfor imales et de rendre possible
tout mouvement infiniment petit autowr de chaque point arbitrairement

fixé dans vy,

La conclusion s'étend sans modification importante au cas des
groupes de mouvements dans des variétés & un nombre # >3 de
dimensions; mais pour n =2, il faut ajouter le postulat de mono-
dromie de H. von Helmholts, afin d’écarter d’autres types de groupes
qui seraient conciliables avec Fhypoth®se des mouvements infiniment
petits envisagés.

Si Ton considire, au contraire, les propriétés des mouvements dans
une région finie simplement connexe, on arrive au résultat suivant:

La géoméirie métrique générale de Uespace peut étre fondée au sens
difféventiel, cest-d-dire pour une région lUimitée de Tespace, sur les
postulats suivants:

1. L'espace est une variété d trois dimensions (v,) on Uon peut
fixer un systéme de coordonnées.

2. Les mouvements dans Uespace forment un groupe réel de trans-
formations engendré par des tramsformations infinitésimales.

3. 8i Von fixe arbitrairement un point (y,% ,° y,°) de Vespace &
trois di ions, les coord @, 2y, 2y des points avec lesquels un
point (2,° 2,% 2,°) peut étre amené a ider par un ¢ con-
venable satisfont & une équation

& (2", 2,° 7% 4,% 9.0 4" 21, T, ) = 0
représentant une surface qui passe par le point (z,° z° z,°), mais non
par le point (4, 95" ys°)-

4. Autour du point (y,% y®, 4,°) on peut deélimiter dams Tespace
une région a& trois dimensions telle que, le point (y,° y,° ys°) restanmt
fize, tout autre pomt (%% 2,% x,°) de cette région puisse étre amend, par
un inu, en un quelconque des points dont les coordonnées
vérifient Véquation

=0,
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41. Recherches de Poincaré. Sans connaifre aucun des résultats
obtenus par S. Lie, dont le premier mémoire®’) est daté du 25 oc-
tobre 1886, H. Poincaré®®) gest proposé de caractériser, au moyen
de la théorie des groupes, les géomsétries du plan qui ont pour ab-
solu une forme quadratique au sens de la géométrie projective [ef.
n° 30].

Il est amené & poser le systéme suivant de postulats:

1. Le plan est une varidé & deux dimensions.

2. Les mouvements forment dans le plan un groupe réel de trans-
formati gendre par des transformations infinitésimales et dépendant
de trois paramditres.

3. Lorsque, dans le plan, on fire deux points dune figure, la figure
elle-méme reste immobile.

Ce troisidme postulat correspond au postulat de monodromie de
H.von Helmholtz. Il est congu de fagon qu'on n’exclut pas le cas on,
d'un point du plan, on peut mener des tangentes réelles a la forme
quadratique prise pour absolu. Pour que les trois cas, auxquels on a
donné les noms d'elliptique, d’hyperbolique et de parabolique, soient
seuls possibles il suffit de postuler par exemple que foutes les droites
partant d’'un méme point doivent &tre congruentes.

42, Recherches de Hilbert. Dans la classification des groupes
de transformation, 8. Lie et H. Poincaré se bornent & envisager des
transformations analyligues ou tout au moins des transformations
pouvant é&tre représentées par des fomctions dérivables, ce qui concorde
avec la génération des groupes a l'aide des transformations infinitési-
males représentées analytiquement comme le fait S. Lic dans sa
théorie des groupes. Or on ne voit pas bien si cette restriction
ajoute ou non des hypotheses aux postulats de la géométrie qu'il ¢'agit
de caractériser®®).

D. Hilbert'™®) a cherché & éclaircir cette question; aprés avoir
posé les hypothises qui caractérisent le plan comme variété a deux
dimensions dans laquelle on puisse fixer un systeme de coordonnées, il

397) S. Lie, Ber. Ges. Lpz. 38 (1886), math. p. 342; cf. Uber die Grundlagen
der Geometrie [Ber. Ges. Lipz. 42 (1890), math. p. 283].

898) Bull. Soc. math. France 15 (1886/7), p. 203. Cf. S. Lée, Transformations-
gruppen ®%) 8, p. 437, note 2.

399) S. Lie [Ber. Ges. Lpz. 38 (1886), math. p, 342] se demande comment
on peut caractériser les groupes des transformations définissant la géométrie
euclidienne et non-euclidienne, si Yon abandonne le caractére analytique des
fonctions considérées. Cf F. Schur, Math. Ann. 41 (1893), p. 509/38.

400) Grundlagen?”), (2 éd.) p. 121, Anbang IV.
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montre que les groupes de ts euclidiens et nom-euclidiens du
plan sont caractériscs, entre tous les groupes de transformations continues
biunivoques, par les trois postulats suivants:

1. Les mouvements forment un groupe.

II. Les mouvements pour lesquels un point reste fize peuvent amener
un point quelcongue autre que le point fixe en une infinité de positions
distinctes.

HI. Les mouvements forment un systéme ferme, au sens de G. Cantor,
en ce sens que s'il y a, par exemple, des mouvements par lesquels
on peut amener aussi prés que l'on veut d’'un groupe de trois points
donnés A4', B, ¢’ chaque groupe de trois points situés aussi prés que
Yon veut d'un groupe déterminé de trois points 4, B, C, il y a aussi
nécessairement un mouvement par lequel le groupe de points 4, B, C
lui-méme peut étre amené a coincider avee le groupe de points 4, B, C'.

I peut tout d'abord sembler étrange que ces seules conditions
suffisent & caractériser le groupe des mouvements entre tous les groupes
possibles de transformations planes, surtout parce que 'on ne postule
pas que les mouvements pour lesquels un point reste fixe doivent
étre seulement en nombre oo'; mais il convient de remarquer que
la condition III a pour effet d'exclure tous les groupes (tels que le
groupe projectif et le groupe conforme) ou il entre, comme cas-limites,
des transformations dégénérées et par conséquent non bi-univoques.

Rapports de connexion de I’espace illimité.

43. Variétés pouvant se mouvoir tout entidres. Les recherches
mentionnées, relatives aux fondements de la géométrie métrique,
reposent sur ce que l'on prend comme postulats certaines propositions
révélées immédiatement par expérience dans une région de Pespace
physique accessible aux sens.

En procédant ainsi, on n'obtient pas toutefois les propriétés de
Yespace entier. Pour les obtenir il faut adjoindre aux recherches dont
on vient de parler certaines recherches particulitres complémentaires*%).

Si l'on admet que les conclusions auxquelles l'expérience con-
duit relativement & la géométrie de la région observable de l'espace
s'étendent, aux environs de chaque point de l'espace situé en dehora de
cette région, & une certaine région convenablement choisie autour de
ce point, 'espace complet apparait comme une variété a trois dimen-
sions V, & courbure constante et sans points singuliers, telle que, aux
environs de chacun des points de ¥y, la métrique générale ordinaire

401) F. Klein, Math. Ann. 37 (1890), p. b44.
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euclidienne ou non-euclidienne s'applique. Aux environs d’un point,
on peut d'ailleurs faire correspondre une région déterminée d’un espace
projectif métrique S;, de fagon que les figures correspondantes tracées
dans 7y et Sy soient congruentes.

Mais on ne peut pas affirmer que la correspondance ainsi établie
s'étend nécessairement i la variété totale ¥, et i I'espace projectif complet
8y; il peut au contraire arriver que la géométrie de la variété totale
differe de 1a géométrie de 'espace complet S;, comme la géométrie d'une
surface entidre differe souvent de la géométrie d'une seconde surface,
méme quand les deux surfaces sont applicables an sens différentiel [n°16].

Il peut minsi arriver que, dans toute partie simplement connexe
située dans une variété 7y, il y ait co® mouvements possibles, et que
cependant, par suite de la comnexion de la variété totale V;, cette
variété totale ¥y ne puisse se mouvoir quavec un degré de liberts
moindre. Un fait analogue se produit déjz dans la géométrie des
surfaces; si l'on envisage, par exemple, la surface d'un cylindre cir-
culaire applicable sur le plan dans le sens différentiel, on voit quune
portion simplement connexe quelconque de la surface cylindrique peut
se mouvoir sur cette surface autour d’'un de ses points arbitrairement
fixé, mais la surface entitre ne peut plus se mouvoir dés qu'un seul
de ses points est fixs.

Supposons que non seulement chacune des parties d'une variété Vs
4 courbure constante puisse se mouvoir de co® maniéres, mais qu'il
en soit de méme de la variété entitre ¥,. Est-il alors possible d’en-
visager la variété entiére ¥y comme un espace projectif métrique S;?
11 est un cas bien connu dans lequel cela n'est certainement pas possible.
Dans une variété & quatre dimensions dans laguelle on a fixé un systéme
de coordonnées cartésiennes, considérons, en effet, la variété 3 trois
di i dont les éléments (ou points) correspondent & toutes les
valeurs -des quatre coordonnées z,, zy, 7y, , satisfaisant & la relation
Z,* + 2,' + 2,* - 2,2 — 7%, ol r est une constante donnée; on a donné
a cette variété le nom despace sphérique de rayonr. Il y a 0o® mouve-
ments qui transforment en soi 'espace sphérique tout entier. Toutefois
celni-ci n'est pas identique a Iespace elliptique; car deux points de
Tespace sphérique ne déterminent pas toujours une seule ligne géo-
désique contenant, en méme temps qu'un point (a,, a,, a5, a,), le point
opposé (—a,, —a,, —a,, —a,). L'espace sphérique est plutdt dérivé
de Tespace elliptique par une transformation®?) {1, 2] de ce dernier

402) ,On entend par transformation [2, 1] entre deux variétés » et »” une
transformation univoque non réversible domt linverse [1, 2] fait correspondre a
chaque élément de v’ deux éléments de v.*
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(tout comme la sphére ordinaire peut étre dérivée du plan elliptique
ou de la gerbe).

On admettait autrefois, en général, que la géométrie sphérique
était la seule géométrie compatible avee I'hypothése d'une courbure
constante positive*”) et que, par suite, dans une variété de courbure
constante positive sans points singuliers, considérée comme entiére,
deux lignes géodésiques devaient nécessairement se rencontrer en deux
points opposés. Comme nous Vavons déja signalé plus haut [n° 16],
F. Klein*) a remarqué que cette opinion était erronde. S. Newcomb**®)
et W. Killing**®) ont envisagé l'espace elliptique en opposition avec
LPespace sphérique ou parallélement & L'espace sphérique.

Revenons maintenant & la question précédemment posée. On a
démontré*"") que, dans tous les cas, une varidté o trois dimensions de
courbure constante k, qui, considérée dams son entier, admet oo® mouve-
ments en elle-méme, comme en chacune de ses parties, peut étre envisagée
quand k<O comme un espace hyperbolique, quand k = O comme un
espace parabolique, et quand k> 0 soit comme un espace elliptigue soit
comme um espace sphérique.

G. Veronese*®) a introduit I'espace sphérique & coté de I'espace
elliptique par un systdme convenable de postulats. Pour cela, il sap-
pose que la proposition: deuz points déterminent une droite est en
défaut pour certaines paires particulitres de points d'une certaine
droite; il admet aussi que cette exception concerne également tous
les couples de points congruents aux premiers sur Ia droite; mais
quun point d’une droite quelconque et un point en dehors de cette
droite ne déterminent jamais qu'une seule droite.

44, Formes & deux dimensions de Clifford-Klein. Abandonnons
maintenant la condition que notre variété ¥ & courbure constante,
considérée dans son entier, puisse se mouvoir de co® manitres.

On trouve alors d’autres formes de I'espace qui, dans les environs
de chaque point, peuvent atre envisagées comme une partie d'espace
projectif métrique, mais ces formes différeront cependant essentiellement
d'un tel espace par leurs propriétés de conrexion; ces formes ont été
désignées par W. Killing*®) sous le nom de formes de Clifford-Klein.

403) B. Riemann ne semble cependant pas avoir émia d'opinion & ce sujet.
404) Math. Ann. 4 (1871), p. 604/5 en note; id. 6 (1873), p. 126.

405) J. reine angew. Math. 83 (1877), p. 293.

406) J. reine angew. Math, 86 (1879), p. 72; 89 (1880), p. 266.

407) W. Killing, Grundlagen?™) 1, p. 313,

408) Fondamenti*®), p. 435.

409) Math, Ann. 39 (1891), p. 257.



184 [I1. F. Enrigues. Rapports de connesion de l'espace illimité.

Considérons une variété entitre ¥, a courbure constante nulle.
Toute portion simplement connexe de cette variété ¥, peut étre repré-
sentée d’'une fagon isométrique bi-univoque sur ume certaine partie du
plan euclidien. Mais pour pouvoir représenter de cette fagon la va-
riété ¥, tout enticre sur le plan euclidien, il faut éventuellement
commencer par la diviser en parties convenablement choisies. L'image
de ¥, apparait alors sur une partie du plan euclidien limitée par une
ligne formée de parties deux & deux congruentes l'une & l'autre. Les
deux parties congruentes soudées I'mne & Vautre correspondent sur ¥,
aux deux cotés des coupures ayant servi & diviser V.

Un premier exemple d'une forme de Clifford-Klein & deus dimen-
sions est fourni par un cylindre fermé, un cylindre droit & base
circulaire par exemple. Si lon coupe le cylindre le long d'ume
de ses génératrices, on peut le représenter d’une fagon bi-univoque
sur une partic du plan euclidien comprise entre deux droites paral-
leles. Inversement, on peut considérer toute partie du plan euclidien
comprise entre deux droites paralleles comme l'image complete d'un
cylindre droit & base circulaire, si I'on convient de regarder comme
images du méme point du cylindre les points des deux droites paral-
Ieles situées sur une méme perpendiculaire & ces deux droites*™).

On obtient un second exemple d'une forme de Clifford-Klein en
tragant dans le plan euclidien un parallélogramme, et en convenant
Qenvisager comme correspondants les points du périmetre de ce paral-
lélogramme situés sur une méme parallele aux deux autres edtés.

En effectuant ses recherches sur l'espace elliptique, W. K. Clif-
ford*!t) a trouvé que I'on peut construire dans un tel espace des surfaces
réglées du second degré de courbure nulle (au sens de la détermination
métrique elliptique) et cependant de contenu total fini. A ces qua-
driques correspond d’une fagon isométrique biunivoque un parallélo-
gramme du plan euclidien, de fagon qu'a deux points correspondants
du périmetre de ce parallélogramme ne correspond qu'un seul et méme
point de la coupure effectuée sur la quadrique le long d'une de ses
génératrices. (Ces quadriques réglées sont les quadriques qui coupent
Tabsolu imaginaire F, suivant un quadrilatere rectiligne). Clest en
partant de ce résultat de W. K. Clifford, que F. Klein o développé la

théorie générale des variétés a deux dimensions envisagdes ici.

410) Voir F. Klein, Math. Ann. 37 (1890), p. 544; Nicht-Euklidische Geo-
metrie (cours autographié Gottingue) 2 (1890), p. 293.

411) W. K. Clifford®*?). Voir aussi F. Klein*1%) et L. Bianchi, Atti Accad.
Torino 30 (1894/6), p. 743; Ann. mat. pura appl. (2) 24 (1896), p. 93
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Les surfaces cylindriques, aussi bien que les surfaces de Clifford
considérées dans leur totalité, ne peuvent se mouvoir sur elles-mémes
que de oo® manidres.

On démontre qu'une variété euclidienne ¥, & deux dimensions
illimitée, sans points singuliers ou lignes doubles, mais & deux faces,
peut s'appliquer entitrement soit sur le plan euclidien, soit sur un
cylindre droit & base eirculaire, soit sur la surface de Clifford*?).

On rencontre d’ailleurs un autre type de variété ¥, & une seule
face qui est représentée sur une surface de Clifford de fagon qua
chaque point de ¥, correspondent deux points homologues sur la sur-
face de Clifford, tandis qu'a chaque point de cette surface ne cor-
responde qu'un point de 7;*%). En envisageant de méme les différents
types de variété ¥, & courbure constante positive ou négative, on arrive
aux résultats suivantstit):

Une varidtc illimitée 6 deus dimensions, & courbure constante, positive
peut sappliquer enticrement, dune fagon bi-univoque, soit sur le plan
elliptique, soit sur la sphére. I existe, par contre, une infinité de types
de varidiés llimitées a deux di (sans points singuliers mi lignes
doubles), ayant une courbure tante négative, qui, isagées doms leur
lotalité, ne pewvent se mowvoir sur elles-mémes de oo® maniéres. Leur
détermination conduit @ des divisions du plan hyperbolique en polygomes
congruents qui somt analogues aux divisions du plan euclidien soit en
bandes paralléles, soit en parallélogrammes.

Tout cet ordre de recherches se rattache étroitement aux questions
géométriques que Y'on aborde dans la théorie des fonctions des variables
complexes, quand on y étudie les fonctions périodiques ainsi que les
fonetions automorphes linéaires*!?).

45, Formes i trois dimensions de Clifford-Klein. Parmi les
variétés V; o trois dimensions, on trouve de méme des formes de
Clifford-Klein. Elles sont également illimitées, sans points singuliers
ni lignes doubles, et, envisagées dans leur totalité, elles ne peuvent
ge mouvoir sur ellesmdmes de co® manitres, comme le peut une quel-
conque de leurs parties simplement connexe.

412) F. Klein*1%; W. Killing, Math. Ann. 39 (1891), p. 257; Geometrie ™") 1,
p. 326.

413) F. Klein *19).

414) F. Klein*1%; of. W. Killing, Geometrie™) 1, p. 325 et smv.

415) Voir par ex. H. Poincaré, Acta math. 1 (1882), p. 1/62 ou encore l'ex-
posé résumé de R. Fricke et F. Klein, Vorlesungen iiber automorphe Funktionen 1,
Leipzig 1897. Cf 1111 et T 12.
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W. Killing**®) a étudié les diverses formes ¥, de Clifford-Klein a
courbure constante nulle; ce sont celles qui correspondent Yespace
euclidien.

La détermination des formes ¥, de Clifford-Klein & courbure
constante négative conduit aux divisions de Pespace hyperbolique en
polyédres congruents (divisions que I'on rencontre aussi dans la théorie
des fonctions automorphes).

On démontre aussi que foute forme Vy de Clifford-Klein & cour-
bure Pposi peut Sapplig entiérement soit swr Uespace
elliptique, soit sur Vespace sphérique, de fagon quw'a chacun des points
de la forme Vy corresponde dans cet espace (elliptique ou sphérigue
suivant les cas) wn certain nombre entier p de poinis: deus quelconques
de ces points qwon appelle points homologues peuvent dre amenés d
153 21z
Toow 2T

Ao

i,

par une translation de 1 Ce dernier ré-
sultat s'étend d'ailleurs 3 toutes les formes V, de Clifford-Klein &

courbure positive pour lesquelles n est un nombre impair.

Géométrie non-archimédienne.

46, Introduction. Dans tout ce qui précede, sauf toutefois aux
n* 13, 17, 18, et 20 4 23, on a tonjours supposé que la continuité
envisagée était la continuité ordinaire. Mais on a déja mentionné &
plusieurs reprises les recherches contemporaines o I'on s'est préoccupé
de voir dans quelle mesure cette hypothése est nécessaire au dé-
veloppement de la géométrie, et aussi dans quelle mesure elle peut
étre déduite d’autres postulats.

Ces recherches concernent tout particulibrement ce qui, dans la
notion de continuité, correspond au postulat que l'on désigne sous le
nom de postulat d'Archimide [n° 7]; elles ont conduit & fonder une
géométrie mon-archimédienne ou Ton considére wn continuum de type
supériewr & celui du continuum ordinaire.

47. Continunm & une dimension de type supérieur. La question
du postulat archimédien se rattache & celle de Vexistence de grandeurs
infiniment petites (ou infiniment grandes) actuelles qui s'est déja posée
des la fondation de l'analyse infinitésimale. Nier le postulat d’Archi-
meéde revient en effet a admettre la possibilité de concevoir un
segment actuellement infini ou infini petit actuell ¢ [n° 77 rela-
tivement & l'unité de mesure adoptée, et par conséquent la possibilité
de concevoir un nombre actuellement infini ou infiniment petit.

Les géometres grecs avaient déja rencontré une grandeur de cette

416) Geometrie ™) 1, p. 332,

47, Conti 4 une di ion de type supérieur. 137

espice, langle de contingence®'"), c’est-a-dire 'angle d’une courbe et de
la tangente en un point de cette courbe, ou encore I'angle de deux
courbes tangentes en leur point de rencontre. Euclide*'®) a démontré
que P'angle formé par un cercle et sa tangente est plus petit que tout
angle rectiligne; en s’appuyant sur unme proposition d’Apollonius*!®)
on en conclut quil en est de méme pour une conique quelconque.
L’observation que l'angle de contingence et l'angle rectiligne ne sont
pas de méme espéee semble avoir été faite dans Tantiquité*®) en com-
parant le théortme d’Euclide avec un autre théortme*?) des Elements;
elle a été formulée nettement au moyen age par J. Campanus'®),

L’évaluation de l'ordre de grandeur de l'angle de contingence a
soulevé de nombreuses controverses parmi les mathématiciens du
seizitme et du dix-septidme sidcle*™). D'une part on avangait avec
J. Pelelier**) que langle de contingence est effectivement nul (quantitas
non est), d'autre part on estimait avec (. Clavius*®) que cet angle
doit &tre considéré comme infiniment petit par rapport a T'angle droit,
en le considérant toutefois comme une quantité susceptible de division
ou de multiplieation.

La question de I'angle de contingence prenait ainsi place parmi
celles dont la solution devait préoceuper les fondateurs de I'analyse

417) La locution angulus contingentiae a été employée en passant par
Jordan Nemorarius [Geometria vel de triangulis libri IV, éd. M. Curtze, Thorn
1887, p. 28}; elle est probablement plus ancienve [cf. &. Enestrém, Bibl. math.
(8) 11 (1910/1), p. 82]. Les géométres grecs employaient la locution yorvic
xeparoudiis (angle corniforme); cof. Procli Diadochi®), p. 122.*

418) ,Elementa, livre 8, prop. 16; Opera, ¢d. J. L. Heiberg 1, Leipzig 1883,
p. 208/12.*

419) ,Coniques (xwwxc) livre 1, prop. 82; Quae graece exstant, éd. J. L.
Heiberg 1, Leipzig 1891, p. 94/8.%

420) ,Cf Procli Diadochi®), p. 234, 333/4 *

421) ,Elementa, livre 10, prop. 1; Opera, éd. J. T.. Heiberg 3, Leipzig
1886, p. 4.7

422) ,Addition 4 la proposition 1 du livie 10 des ,Elementa“ [voir par
ex. Elementorum geometricorum lib. XV, Béle 1537, p. 244; cf. p. 67] (Notes 417
a 422 de G. Enestrom).*

423) Un exposé détaillé de Ihistoire de la question a 6té donné par G. Vi-
vanti, Il tto d'i itesimo, Mant 1894; (2¢ éd.) Giorn. mat. (2) 7 (1900},
p. 285/303; tirage & part, Naples 1901; voir aussi Bibl. math. (2) 5 (1891)
p. 97/8.

424) ,Demonstrationum in Euclidis elementa geometrica libri sex, Lyon 1557;
(2°éd.) Lyon 1610, p. 182; of. J. Peletier, Commentarii tres: de dimensione circuli,
de contactu linearum, de constitutione horoscopi, Bale 1568, p. 32.%

425) ,Euclidis elementorum libri XV, Rome 1574, Addition a la propo-
sition 16 du livre 3; éd. Rome 1603, p. 360/94 (Notes 424 et 425 de . Enestrom).*

y
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infinitésimale. Aussi les mathématiciens de cette époque ne manquérent-
ils pas de s’en occuper.

Parmi les mathématiciens des 16ime, 17ime ot 18%me sidcles qui se
rattachent au point de vue de J. Pelefier on peut citer F. Commandino,
F. Viete, G. Galilée (Galileo Galilei) et J. Wallis; parmi ceux qui se
rattachent au point de vue de C. Clavius on peut citer Th. Hobbes,
G. W. Leibniz et I Newton.

La ecritique moderne a écarté de l'analyse mathématique telle
quon la congoit ordinairement I'infiniment petit actuel, aussi bien que
Pinfiniment grand actuel, en montrant que lon peut édifier toute
Tanalyse sans avoir besoin de s'écarter de la considération de quan-
tités sabisfaisant au postulat d'Archimede. Mais Vinfiniment petit
actuel ainsi que Vlinfiniment grand actuel apparaissent dans d’autres
branches des mathématiques.

1) L'infiniment grand actuel s'impose par exemple lorsquon com-
pare la maniére plus ou moins rapide avec laquelle diverses fonctions
variables tendent vers une certaine limite, ce qui améne P. du Dois-
Reymond & introduire divers ordres dinfini [1 3, n° 23].

2) 11 apparait aussi dans la théorie des ensembles [1 3, n° 17],
ot il a été formulé pour la premiere fois d'unme fagon arithmétjque
dans la construction des nombres transfinis de G. Canmfor [1 7, 3]

En postulant & priori la propriété que les nombres transfinis qu'il
introduit en arithmétique doivent former un ensemble bien ordonné,
Cest-i-dire tel que dans chaque sous-groupe des éléments de l'ensemble
de ces nombres il y ait toujours un premicr élément (plus petit que
tous les autres), G. Cantor est forcément conduit & remonmcer & im-
poser aux nouveaux nombres toutes les propriétés formelles des opé-
rations arithmétiques auxquelles satisfont I'ensemble des nombres ordi-
naires. De 13 résulte que les nombres transfinis de G- Cantor ne forment
pas un systéme non-archimédien; car tout systeme non-archimédien
pris au sens abstrait peut &tre envisagé comme une ndroite“ dans
laquelle les postulats ordinaires de congruence ont lieu.

48, Nombres non-archimédiens de Veronese et de Hilbert.
Dans ses recherches géométriques ayant pour objet I'étude des postu-
lats sur lesquels repose Ia notion de ,ligne droite”, G. Veromese'*)
est parvenu & montrer la possibilité d’'une géométrie non-archimédienne
satisfaisant & tous les postulats de la disposition et de la congruence,
mais pour laquelle la continuité ne s'applique qu'au sens restreint de
G Cantor [cf. n° 13]. Partant de la, il est parvenu & construire un

426) Fondamenti??), en partic. p. 257 et p. 262.

49. Résultats généraux de Veronese. 139

systeme de nombres non-archimédiens pour lequel subsistent les pro-
priétés formelles des opérations arithmétiques auxquelles satisfont l'en-
semble des nombres ordinaives.

T. Levi-Civila*¥) a ensuite débarrassé cette construction de
G. Veronese de son enveloppe géométrique et a méme obtenu un
systeme de nombres non-archimédiens, quiil a appelés monosemii, re-
présentant des nombres d'un caractére encore plus général que ceux
de . Veronese.

D. Hilbert*®) est parvenu par un autre procédé 4 un systeme
spécial de nombres non-archimédiens.

11 considere un eorps de fonctions 2(t) dans lequel figurent comme
Géments toutes les fonctions rationnelles de ¢ et de Y1+ o% od @
est une fonctions ratiounelle de ¢ et de N

Dans ce corps &(t), la somme et le produit des éléments sont définis
comme d’habitude, cest-a-dire de telle fagon que les propriétés formelles
des opérations de larithmétique des nombres ordinaires s'appliquent.

L'inégalité de deux éléments a,b de R(f) peut alors étre définie,
en prenant

quand la différence @ — b est positive pour une valeur £, de ¢ suffi-
samment grande et pour toutes les valeurs de £ > 4.

il en est ainsi on peut considérer les éléments de L(f) comme
les nombres d’un systéme non-archimédien particulier.

A. Bindoni®*®) a cherché i établir un paralléle entre les nombres
nop-archimédiens de D). Hilbert et ceux de G. Veronese. En particulier

il met en évidence la tendance de (. Veronese & envisager parmi les
systemes d'éléments satisfuisant & certaines propriétés donndes les
systémes les plus dtendus possibles, et la tendance opposée de
D. Hilbert d'envisager plutdt les systemes les plus restreints possibles
parmi ceux qui satisfont aux propriétés données.

49. Résultats généraux de Veromese. (. Veronese ne sest pas
borné & montrer la possibilité d’un continuum non-archimédien & une
dimension; il a cherché & édifier une géométrie non-archimédienne &
plusieurs dimensions. L'idée directrice de ses recherches parait éfre
que lespace intuitif & » dimensions est doué d'un certain ensemble
de propriétés grace auxquelles il peut &tre construit de la fagon sui-
vante: en projetant une droite (espace & une dimension) par un point

427) Aiti Tst. Veneto (7) 4 (189%/3), p. 1765/815.
428) Grundlagen®), (2¢ éd.) p. 22.
429) Atti R. Accad. lincei Rendie. mat. (8) 111 (1902), p. 206.
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extérieur & cette droite, on obtient un plan (espace a deux dimensions);
en projetant ce plan par un point exférieur 3 ce plan on obtient un
espace & trois dimensions; en projetant cet espace a trois dimensions
par un point extériewr & cet espace on obtient un espace & quatre
dimensions; et ainsi de suite.

G. Veronese observe que, si Ion envisage une droite sur laquelle
sont donnés les rapports de disposition et de congruence, on peut, &
aide du postulat de G. Cantor, construire, en partant de certaines suites
de points dounés sur la droite, d’antres points envisagés comme points
limites de ces suites de points. Il examine dans quelle mesure les
hypotheses sur lesquelles repose cette comstruction sont compatibles
avec l'existence de points situés a l'extérieur de Pensemble des points
construits ainsi successivement sur la droite, et parvient ainsi & un
espace général d'une infinité de dimensions et contenant une infinité
d'unités rectilignes, qui est la forme la plus étendue & lintérieur de
laquelle la construction envisagée est toujours possible.

G. Veronese a construit deux systtmes géométriques en prenant
comme points de départ deux concepts différents de la droite.

1) Un systéme dans lequel la droite est une ligne ouverte et on
Pon peut mener, par un point donné extérieur & une droite donnée,
une infinité de paralleles & cette droite.

2) Un systtme dans lequel, comme dans la géométrie de B. Rie-
mann, la droite est une ligne fermée.

En ce qui concerne le second systéme, il s'est surtout attaché i
envisager les faits géométriques, comcernant les diverses unités, avec
ce quon pourrait appeler une approximation infiniment grande. Il
remarque que, dans ce second systéme, aux environs d'un point quel-
conque Ja géométrie peut &tre envisagée comme euclidienne avee une
approximation infinie (au sens de Pinfini actuel).

50. Géométrie projective non-archimédienne. G. Veronese a
remarqué que, dans son espace ou dans celui qui peut étre défini
analytiquement par les nombres de 7. Levi-Civita, la géométrie pro-
jective s'applique.

Mais on est encore parvenu & une géométrie projective non-archi-
médienne i la suite de recherches ayant pour objet de restreindre les
hypothéses nécessaires & la démonstration geometrique du théorsme
fondamental de la projectivité au sens restreint [of, n° 27),

Il s'agit d'établir ce théoréme sans introduire les concepts ordi-
naires de la continuité [n° 13].

A l'aide de considérations metrigues, ou I'on envisage la similitude
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perspective comme une affinité, H. Wiener'®) avait établi que le
théortme fondamental de la projectivité au sens restreint de V. A
Poncelet peut étre déduit des théoremes de Desargues et de Pappus
sans qu'il soit nécessaire de faire appel & la continuité [n° 13].

Ce fait a été établi & nouveau par F. Schur*™t); mais F. Schur en
la, le premier, donné une démonstration complete, et il 'a donnde &
Paide de considérations projectives seulement. F. Schur a fait, & eet
effet, usage des postulats de l'appartenance.

H. G. Zeuthen®) a proposé de rattacher le théoreme fondamental
de la projectivité au sems restreint i la propriété fondamentale des
deux systemes de génératrices de I'hyperboloidess).

F. Schur*®) utilisant une remarque de . P. Dandelin**) a montré
comment on peut déduire de cette propriété de I'hyperboloide le
théortme de Pappus, duquel résulte, comme on I'a dit & Pinstant, le
théoréme fondamental de la projectivité. F. Schur remarque qu'il suffit
d’admettre Vexistence d'un seul hyperboloide jouissant de la propriété
fondamentale envisagée, et fait ressortir que des postulats de la con-
gruence on déduit immédiatement que I'hyperboloide de révolution
jouit de cette propriété fondamentale concernant ses deux systomes
de génératrices.

D. Hilbert a encore restreint davantage les hypotheses nécessaires
pour la démonstration du théoreme de Pappus: il conserve les postulats
de la congruence, mais ne quitie pas le plan; en fait il n'utilise donc
parmi les postulats de Vapparfenamce que ceux qui se rapportent au
plan. Il postule I'axiome des paralleles.

Comme résultat de toutes ces recherches, on peut énoncer le théo-
réme que voiei:

Le théoréme fond tal de la projec awu sens restreint
[n° 2] peut étre démontré en adjoiy ¢ aux postulats projectifs de la

géometric plane les postulats de la congruence et le postulat des paral-

Fimitd antends

480) Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 1 (1890/1), 6d. Berlin 1892, p. 45; 3 (1892/8),
éd. Berlin 1894, p. 70.

431) Math. Ann. 51 (1899), p. 401/9; voir aussi id. 65 (1902), p. 265/92 et
L. Balser, Math. Any. 55 (1903), p. 293/300.

432) C. R. Acad. sc. Paris 125 (1897), p. 638/40, 858/9; 126 (1898), p. 213/6.
L'essai de démonstration de H. G. Zeuthen n'a pas abouti.

433) 11 s'agit de la proposition bien connue: soient trois droites (directrices)
d,, dy, dy ne se coupant pas deux & deux et quatre droites g, g,, 8y, g, Ten-
contrant chacune d,,d,,d,. Toute droite 9119219 tre aussi g,.

434) Math. Ann. 51 (1899), p. 401/9.

485) Ann. math. pures appl. 15 (1824/6), p. 390 et suiv. [voir III 17, 28]
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1iles*%%), sans avoir recours ni aw postulat de la continuitd ni au postulat
& Archiméde.

La géométrie projective analytique peut étre développée, sans avoir
recours au postulat d’Archiméde, en s'appuyant:

dune part, sur les développements récents concernant la théorie
des proportions [cf. n° 18], dont la connexion avec le théoréme fonda-
mental de la projectivité (au sens restreint) apparait dans la démons-
tration de ce théortme fondée sur linvariance par projection du
rapport anharmonique;

dautre part, sur lintroduction des coordonnées sans faire usage
dun procédé de mesure, en d'autres termes sur le caleul des téfrades
( Wiirfen) de K. G. Chr. von Staud [cf. 111 8] et sur les développements
de H. Hankel et F. Schur concernant le caleul par segments en géo-
métrie projective.

D. Hilbert part d'un caleul par segments basé sur le théoréme
de Desargues et met en lumibre le role du théoreme de Pappus
en montrant son équivalence avec la commutativitd de la multipli-
cation.

Comme, en se plagant au point de vue arithmétique, on peut
définir un systome de nombres non-archimédiens pour lesquels la
multiplication n'est pas commutative, on peut donc conclure avee
D. Hilbert que le théoréme de Pappus me peut éire démontré a Vaide
des postulats projectifs de Vespace sans faire usage des postulats de la
continuité et de la congruence.

On voit ainsi qu'il existe un systeme abstrait géométrique non-
pappusien ou, comme dit D). Hilbert, un systéme non-pascalion, auquel
sappliquent les propriétés fondamentales de la disposition et de
Pappartenance.

11 semble que I'on puisse caractériser le lien du postulat de la
congruence et du théortme fondamental de la projectivité de la ma-
nidre suivante: par des projections et sections successives en partant
d'une droite et en aboutissant finalement 2 cette méme droite, ou
encore en partant d’un plan et en aboutissant finalement & ce méme
plan, on obtient sur la droite envisagée, ou sur le plan envisagé, une
projectivité; le théoréme fondamental nous apprend que la suite de
projectivités que on peut ainsi former constitue un groupe dépendant
Qun nombre fini de paramétres (pour la droite ce nombre est égal

436) G. Hessenberg |Math. Ann. 61 (1906), p. 161/72] et J. Hijelmslev [Math.
Ann. 64 (1907), p. 449/74] ont démontré le méme théoréme sans faire usage du
postalat dea paralldles et sans quitter le plan.
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& trois). Ce fait semble &tre une conséquence de ce que les postulats
de la congruence impliquent déja que la suite de projectivités envi-
sagées contient un sous-groupe fermé contenant un sewl parametre.

Comme le remarque B. Levi*’?), les postulats de la congruence
dans la géométrie non-euclidienne nous permettent de déterminer dans
le plan une certaine polarité alors que dans la géométrie euclidienne
ils nous font connaitre une polarité (3 savoir la polarité orthogonale)
dans la gerbe de droites ou de plans. On peut démontrer le théoreme
de la projectivité dans le plan ou dans la gerbe sans faire usage des
postulats de la continuité, en ayant seulement soin d’adjoindre aux
postulats descriptifs de lespace un postulat affirmant Pexistence
d'une polarité & lintérieur de la forme donnée de rang deux (plan
ou gerbe).

51. Géométrie eunclidienne non-archimédienne. Les nombres
fonctionnels de D. Hilbert [n° 47] peuvent étre considérés comme coor-
données de ,points* d’un espace non-archimédien, qui satisfait a tous
les postulats de I'appartenance, de la disposition et de la congruence,
ainsi qu'au postulat des paralleles.

On obtient ainsi une géométrie euclidi nON-aY par-
ticulierement simple. D. Hilbert a étudié les théoremes fondamentaux
de cette géométrie dans leurs rapports d'une part avec la notion d'aire
et d’autre part avec les théorémes fondamentaux de la géométrie
métrique plane?®®):

TS

) Comme on a dit au n° 17, on peut obtenir une mesure de
surface indépendamment du postulat d’Archimede, si lon convient
Jenvisager comme cquivalents (c'est-i-dive de méme aire), non seule-
ment deux polygones P et P’ pouvant éire décomposés en un nombre
fini de polygones congruents, en sorte que

P—P+ P+ 4P,
P =P 4Pt + P/

(o0 pour i=1,2,...,n, P/ est congruent & P,), mais aussi deux
polygones P et P’ pouvant étre décomposés en un nombre infini de
polygones congruents.

8) Le postulat III 7 du n° 11 se rapporte & la congruence des
triangles dans lesguels deux cbtés et l'angle compris sont respective-

ment congruents; la congruence est direcle quand le sens des angles

437) Memorie Accad. Torino (2) 54 (1904), p. 283,
438) Proc. London math. Soc. (1) 85 (1902/3), p. 50; Grundlagen ™), Anhang Il
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congruents est le méme; elle cst inverse dans le cas contraire; le
postulat est satisfait dans les deux cas.

La vérification de ce postulat a un caractére expérimental ot,
dans le cas de congruence inverse, un rabattement de la figure plane
autour d'une droite du plan (rabattement pendant lequel Ia figure
quitte le plan) est nécessaire. Sans quitter le plan des deux triangles,
on ne peut reconnaitre s'ils sont congruents ou non que lorsque les
angles égaux sont de méme sens; ainsi done on est amené & remplacer
le postulat I 7 par un postulat sur la congruence au sens restreint
concernant les triangles.

Bornons-nous toujours au cas des figures planes. Si, dans ce cas,
on pose les postulats ordinaires de Vappartenance et des paralléles, de la
disposition et de la congruence [of. «, B, p des n® 9, 10,11], en convenant
de restreindre ce dernier au postulat de la congruence de triangles directe-
ment congruents, on peut démontrer le postulat de la congruence aw sens
le plus étendu en adjoignant aux autres postulats:

a) le postulat & Archiméde,

b) le postulat du voisinage.

Ce dernier consiste en ce que d tout segment AB correspond un triangle
@ Vintériewr duquel w'existe aucun segment congruent 6 AB.

Mais si Uon fait abstraction du postulat @ Archiméde on ne peut
démontrer le théoréme sur la congruence des triangles dans le sens le
plus élendu. Cela résulte de ce qu'il existe un systéme géométrique
qui satisfait aux postulats cités, mais ou les angles 4 la base d'un
triangle isocéle ne sont pas égaux. D. Hilbert a donné & ce systome
le nom de systéme non-pythagorien.

D. Hilbert montre que dans tout systeme non-pythagorien:

a) on peut établir une théorie géométrique des proportions;

b) on peut démontrer que la somme des surfaces des carrés con-
struits sur les deux edtés d'un triangle rectangle est, par soustraction
de parties congruentes, égale & Ia surface du carré construit sur I'hypo-
ténuse de ce triangle rectangle (en sorte que le théorsme de Pytha-
gore g'applique); mais il n'en résulte pas que, si b et ¢ sont les
longueurs des cotés et a celle de Ihypoténuse, on ait

al=bt 4 c?
parce que le principe de Zolt qui sert de fondement & la mesure
ordinaire des surfaces ne s'applique pas [cf. n° 17];

©) on ne peut pas cependant toujours appliguer le théoréme que la
somme de deux c6tés d'un triangle est plus grande que le troisieme.

Si cependant on adjoint aux postulats du systéme non-pythagorien
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le principe de Zolt, on peut prouver le théoréme de 'égalité des
angles de base dans le triangle isocele®?).

Ces résultats mettent en lumibre les rapports des théorémes fon-
damentaux de la géométrie métrique plane (construite dans le sens
des anciens) avec l'intuition de I'espace & trois dimensions, de méme que
le résultat du n° 27 touchant le théoréme de Desargues démontre
Iimportance de I'espace & trois dimensions pour fonder la géoméirie
projective.

52. Développements non-archimédiens sur la théorie des paral-
léles. Les rapports du postulat d’Archimdde avec la théorie des
paralleles ont été mis en lumitre en se plagant & deux points de vue
distincts:

1) en établissant les fondements de la géométrie hyperbolique
non-archimédienne: c’est ce qu’ont fait M. Dehn, F. Schur et D. Hilbert;

2) a loccasion des développements non-archimédiens relatifs aux
théordmes de . Saccheri (ou de A. M. Legendre), en d’autres termes
en construisant les systémes géométriques de M. Dehn.

Dans l'étude des principes de la théorie des paralleles de
J. Bolyai et N. I Lobadevskij on applique souvent le postulat de la
continuité sous la forme ordinaire de R. Dedelind ainsi que le postulat
d’Archimede (qui est contenu dans celui de R. Dedekind).

On a tout d’abord recours a la continuité pour établir Pexistence
des paralléles (mendes par un point & une droite donnée) puisquon
définit les paralléles comme des droites limites séparant les droites
sécantes des droites mon-sécantes.

Si, l'existence des paralltles étant admise comme résultat d'un
postulat, on adjoint ce postulat aux postulats «, 8, 7 des n* 9, 10, 11
restreints au plan, la théorie de J. Bolyai et N. I Lobacevskij peut,
comme 'a fait voir D. Hilbert4?), étre développée d'une fagon trés simple
sans faire usage de la continuité ou du postulat d’Archiméde, Il faut
d’ailleurs remarquer*!) que la possibilité de procéder ainsi peut stre
considérée comme résultant implicitement des principes mémes de la
géométrie non-archimédienne, puisque, en admettant Pexistence de
paralleles dans le plan, on se donne la conique limite des véritables
points pour laquelle la métrique est définie au sens de A. Cayley et
F. Klein [n° 29].

439) Cela résulte déja implicitement du mémoire de 7. Bonnesen, Nyt
Tidsskrift mat. K6benhavn (Copenhague) Afd. B 11 (1900), p. 25.

440) Math. Ann. 57 (1903), p. 187/50; Grundlagen®”), (2° éd.) p. 107/20; cf.
H. Lielmann, Math. Ann. 59 (1904), p. 110/28.

441) Cf. F. Schur, Math. Ann. 59 (1904), p. 314,
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F. Schur*?) a prouvé que Uewistence de droites paralléles (limites
de droites sécantes) dans le plan de J. Bolyai et N. I Lobacevskij pewt
étre démontrée @ Uintériewr du plan sans faire usage de la continuite
ou du postulat @' Archiméde, si Von adjoint auz postulats ordinaires de
Vappart , de la disposition et de la congruence, le postulat quun
cercle et une droite dont lo distance au centre de ce cercle est moindre
gue le rayon, ont deux poinis communs.

Ce dernier postulat peut &tre envisagé comme le postulat fonda-
mental des constructions euclidiennes.

L'importance du résultat obtenu par F. Schur résulte surtout de
ce qu'il a pu aussi démontrer qu'inversement:

Si les postulats de Uappartenance, de la disposition et de la con-
gruence [cf. a, B, y des n° 9, 10, 11] Sappliquent, on fait, en supposant
Vexistence de droites paralléles dans le plan de J. Bolyai et N. I. Loba-
ceskij, une hypothése qui contient le postulat fond: tal des construc-
tions euclidiennes.

Si, en effet, on considére la métrique projective relative & la
conique limite des véritables points, on peut, quand les points d'inter-
section de cefte conique avec une véritable droite sont donnds, déter-
miner les points d'intersection d'un cercle avee une droite dont la
distance au centre de ce cercle est inférieure au rayon.

Aprés examen des constructions que I'on peut exécuter 4 I'aide
du seul transporteur de segments ou plus simplement encore & l'aide
du seul transportenr du segment-unité, D. Hilbert**®) a prouvé que le
postulat fondamental des comstructions euclidiennes ne résulte pas des
postulats ¢, §,p des n> 9, 10, 11.

En ce qui concerne les rapports entre les théorémes de G- Saccheri
sur la somme des angles dun triangle et les postulats sur les paral-
leles, M. Dein**) a obtenu les résultats suivants:

En se basant sur les de Vappart de la disposition*4%)
et de la congruence, mais sams faire usage du postulat d@Archiméde,
on démontre que la somme s des angles de chague triangle est plus
grande que deuz angles droits, égale 6 deux angles droits ou plus petite
que deux angles droits, s'il en est ainsi pour wn seul triangle particulier.

Si Ton wWapplique pas le postulat & Archimede, le fait d'étre dans
le cas ow la somme s est plus grande que deux angles droits Wim-

Y Y

442) Math. Aon. 69 (1904), p. 314/20.

443) Grundlagen?), (2" éd.) p. 73.

414) Math. Ann. 53 (1900), p. 404.

445) Ceux-ci sont modifiés su besoin, de fagon que la ligne droite puisse
&tre fermée.
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PP

plique pas nécessairement que la droite soit une ligne fermee, ni que
toutes les droites du plan la coupent; de méme, le fait d'étre dans le
cas o la somme s est égale & deux angles droits w’implique pas que
Von puisse démontrer le postulat & Euclide daprés lequel par un point
on peut mener une et une seule droite paralléle d une droite donnée;
par contre le fait d'étre dans le cas ot la somme s est plus pelite que
deuz angles droits, implique (comme dans la geométrie hyperbolique
ordinaire) Vexistence d'une infinité de droiles passant par um point
exterienr o ume droite domnée et ne rencontrant pas cette droite.

Ces résultats ont été obtenus par M. Dehn par la construction de
systemes géométriques nouveaux non-archimédiens de deux types diffé-
rents qu'il appelle systdme non-legendrien et systeme semi-euclidien.

Dans la géométrie non-legendrienne (on devrait plutdt dire non-
saccherienne) le rapport de la somme des angles d'un triangle & deux
angles droits est plus grand que 1 et, par un point du plan extérieur
4 une droite donnde, on peut memer une infinité de droites ne ren-
contrant pas la droite donnée ou, comme dit M. Dehn, paralleles &
la droite donnée*f).

Dans la géométrie semi-euclidienne, le rapport de la somme des
angles d’un triangle 3 deux angles droits est égal & 1, et, par un
point extérieur & une droite donnée, on peut aussi mener une infinité
de droites ne rencontrant pas la droite donnée.

Ces résultats sont résumés dans le schéma suivant, od ¢ désigne

le rapport de la somme des angles d’un triangle 3 deux angles droits.

Par un point extéricur & une droite, on peat mener 4 cette droite

zéro paralléle une parallele une infinité de paralieles
q; 1 ||Géométrie elliptique Cas impossible Géométrie non-legendrienne
g: 1 Cas impossible JGéo’mét‘,ﬂe euclidienne | Géométrie semi-enclidienne
ng Cae iménss{lﬁ Cag impossible Géométrie hyperboliqu;A

446) Ce systéme serait 3 étudier en connexion avec 1la seconde forme véro-
nésienne [voir n° 49].

. Veronese, Atti del quarto congresso interneziomale dei matematici in
Roma 1908, vol. 1, Rome 1909, p. 197/208; trad. frangaise: Bull. sc. math. (2) 33
(1909), p. 186/204.



IIT1a. NOTES
SUR LA GEOMETRIE NON-ARCHIMEDIENNE

PAR A. SCHENFLIES (KENIGSBERG).

1. Caractéres spéciaux des nombres de Veronese pouvant
représenter le continu. Les particularités arithmétiques et la portée
des nombres transfinis introduits par G. Veronese ont 666 récemment
étudiées d'une fagon approfondie par A. Scheenflies?). 11 s'est, a cet
effet, surtout appuyé sur le résultat obtenu par O. Hilder?), et dont
il a déja été question au n° 7, concernant los conditions nécessaires
et suffisantes pour que le postulat d’Archimede ait liew

Les nombres de Veronese les plus simples qui puissent se présenter
sont ceux formés & laide d’'une unité finie 1 et d’une unité trans-
finie (infiniment petite) 7; cette unité est telle que, pour tout nombre
fini N, linégalité

Nn <1
est vérifiée, ce qui est en opposition avee le postulat d’Archimdde. Si
Ton désigne par A et B des nombres ordinaires (pour lesquels le
postulat d’Archimede est vérifi¢), Yexpression

A+ Bp

représente le nombre transfini le plus général du type envisagé.

O. Hilder & montré que le postulat de continuité de G. Veronese
[ef. n° 18] appliqué & ces nombres A 4+ By n’impose une condition
qu'au coefficient B de 4 et non au coefficient A de 1; cette condition
est que les nombres B qui figurent dans Texpression 4 + By doivent
&tre nécessairement continus au sens de R. Dedehind.

Il en est de méme de tout systeme de nombres transfinis qui
est formé & l'aide d'un nombre fini d'unités infiniment grandes ou in-

1) Jahresh. deutsch. Math.-Ver. 15 (1906), p. 26.

2) Ber. Ges. Lpz. 53 (1901), math. p. 1.
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finiment petites, en particulier des systémes dont les nombres peuvent
etre représentés sous la forme

Ao+ A, ot Ao+ A+ o+ tap,

o0 u et v sont des nombres entiers positifs et ot les unités (infini-
ment grandes) o et (infiniment petites) 5 sont des nombres transfinis
tels que P'on ait pour chaque nombre N fini

@l > Net-1
et

< Ny,
quel que soit le nombre entier positif A.

La continuité de G. Veronese n'impose ici ume condition qu'au
dernier coefficient a, (le nombre a, doit étre conbinu au sens de
R. Dedeliind); chacun des autres coefficients a; ainsi que chacun des
coefficients A, peut &tre choisi arbitrairement parmi les nombres pour
lesquels le postulat d’Archimede est vérifié; on peut méme supposer
qu'il ne puisse prendre qu'un nombre fini de valeurs.

Les nombres transfinis les plus simples qui correspondent au
concept du continuum de G. Veronese sont formés a Vaide d'un nombre
infini d’unités transfinies; d'une fagon plus précise ils sont de la forme

A,‘w"ﬂLA,‘qm"_l‘*“"+A1°‘7+Ao‘|’a1"7+"'+%ﬁ”+ """

et contiennent un nombre fini®) de puissances de ©, mais une in-
finité de puissances de 7.

La continuité de G. Veronese w'impose ici aux coefficients aucune
condition. On y fait d’ailleurs abstraction de ce que ces nombres
transfinis doivent satisfaire & des regles quelconques de caleul ou de ce
que leur ensemble doit former un corps quelcongue de nombres.

Les nombres monosemii de T. Levi-Civita sont construits d'une
fagon analogue, mais ils ont un caractere plus général puisque les

3) Cette restriction est ici essentielle, (. Veromese [Fondamenti di geo-
metria, Padoue 1891, p. 200; trad. allemande par A Schepp, Grundzige der
Geometrie, Leipzig 1894, p. 217] avait donné un exemple dans lequel figuraient
des nombres avec une infinité de puissances de w. Les régles habituelles du calcul
ne conviennent plus & ces nombres; c'est au fond ce qu'a objecté A. Schanflics
[Atti R. Accad. Lincei Rendic. mat. (5) 6 11 (1897), p. 362] & Iintroduction de ces
nombres.

G. Veronese et 1. Levi-Civita [Atti R. Accad. Lincei Rendic. mat. (3) 71 (1898),
P- 79, 91, 113] ont observé que la conception générale des nombres transfinis de
G. Veronese s'opposait & lintroduction de ces nombres dont il avait (& tort) fait
usage dans un exewple; I'objection de 4. Schenflies n’avait dds lors plus de
raison d’dtre,
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exposants de & qui y figurent forment une suite quelconque de nombres
décroissants, et ceux de % une suite quelconque de nombres croissants.
Ce que l'on vient de dire pour les nombres de G. Veronese s'applique
cependant encore & ces nombres monosemii.

On peut se proposer de définir les lois des quatre opérations
rationnelles effectuées sur les nombres transfinis de G. Veronese dont
il vient d'atre question. Les définitions que I'on a adoptées coincident
avec celles qui permettent d'étendre les quatre opérations aux séries
entidres. En particulier pour que la division soit toujours possible,
il faut introduire des nombres contenant une infinité de puissances de 7.

Si au lieu de nombres on envisage un corps de nombres, il
faut encore poser quelques conditions auxquelles doivent satisfaire
les coefficients 4, et a,. Pour obtenir en particulier un corps rationnel
dans lequel la continuité de G. Veronese ait liew, il suffit de prendre
pour tous les coefficients 4, et a, des nombres rationnels.

Il en est de méme pour les nombres d'un caraciére plus général
encore que celui envisagé ici oni les coefficients des puissances de @
et y forment un ensemble bien ordonné ayant la puissance du continu,
et il en est aussi de méme pour les nombres analogues de 7. Levi-Civila.

2. Géométrie projective non-archimédienne. La géométrie projec-
tive s'applique dans I'espace de G.Veronese ou daus celui de 7. Levi Civita.

Cela est manifeste tant qu'on ne quitte pas le domaine des
relations géométriques linénires puisque toutes les opérations ration-
nelles s’appliquent aux nombres de G. Veronese.

Mais quand on quitte le domaine des nombres rationnels, les
nombres de G. Veromese ne suffisent plus, malgré leur propriété de
continuité, & la représentation des points, et cela méme si Lon se
donne la latitude de prendre pour les coefficients 4, et a; qui figurent
dans les expressions des mombres de (. Veronese tous les nombres
ordinaires (archimédiens) possibles.

La cause profonde de cette anomalie est que, dans la continuité
de G. Veronese, en opposition avec celle de R. Dedekind, apparaissent
des lacumes auxquelles ne correspond aucune quantité numérique du
systtme continu [n® 13]. La continuité de G. Veronese est, i ceb
égard, en quelque sorte plus restreinte que celle de B. Dedekind.

Ainsi, pour ne citer qu'un exemple, la détermination des points
doubles de deux ponctuelles projectives situées sur la méme droite
peut, dans certains cas, étre illusoire?) et il en est de méme, dans

4) Voir l'exemple donné par A. Schoenflies, Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 15
(1906), p. 89.
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certains cas, pour la détermination des points d'intersection d'ume
conique avec une droite.

Pour que l'affirmation de G. Veronese que la géométrie projective
g'applique & son espace soit entitrement exacte, il faut done, quand on
veut résoudre dams cet espace d'autres problemes que des probléemes
géométriques linéaires, élargir le domaine des nombres de G. Veronese
par Pintroduction de nouvelles unités de fagon & rendre possible la
résolution des divers problemes qui peuvent s’y présenter.

On y parvient en prenant pour nouvelles unités des puissances
fractionnaires de @ et 5 dont les exposants vérifient certaines conditions
détermindes et en formant avec ces nouvelles unités et les puissances
entieres positives de @ et % des nombres plus généraux que ceux de
G. Veronese®).

) Cf. A. Schoenflies, Jahresb. deutsch. Math.-Ver., Erginzungsband 2 (1908),
p. 63.



IIT 2. LES NOTIONS DE LIGNE ET DE SURFACE.

Expost, p’APrES T'ARTICLE ALLEMAND DE H. VON MANGOLDT (PANZIG),
PAR L. ZORETTI (CAEN).

1. Nécessité d’une explication précise, Dans les traités de
géométrie ou d’analyse, aussi bien d’ailleurs que dans les dictionnaires,
généraux ou mathématiques, on ne donne en général que peu ou pas
du tout d’explications au sujet de la notion de ligne. Les traités de
géométrie se bornent & ume définition qui varie suivant les auteurs.
Les uns font revivre les vieilles définitions &' Buclide, longueur soms
epaisseur ou limite dune surface’). DVautres définissent la ligne comme
indersection de deux surfaces?) ou encore comme trajectoire®) d'un point?).
Certains méme font de la ligne une notion fondamentale et ne cherchent
pas & la définir),

JDans les traités de géométrie analytique, ancune définition n'est
donnée en général. On démontre les théoremes sur la représentation

1) Euclide, Kléments, livre 1, déf. 2 et 6. Cf I 1, 7, (p. 18).

2) oJ. Hadamard [Legons de géométrie élémentaire (17 éd.) 1, Paris 1898,
P- 15 (2 éd) 1, Paris 1906, p. 1] se place & ce point de vue, Clest aussi la
définition adoptée par C. Guichard, Traité de géométrie, (2¢€d.) 1, Paris 1903, p. 1.*

3) Procli Diadochi in primum Euclidis elementorum libram commentarii, éd
G. Friedlein, Leipzig 1873, p. 97; Pappus, Zvvayoyd pebnperesr, livre 7 (au
commencement d'une analyse de l'ouvrage perdu & Apolionius, Témwy imméday
dd0); Pappi Alexandrini Collectio, éd. F. Hultsch 2, Berlin 1877, p. 662.

4) ,On ignore & qui est due en réalité cotte définition. Pappus?®) semble
Yattribuer & Apollonivs, mais on pourrait la faire remonter i dristote [ef.
T L. Heath, The thirteen books of Euclid’s Elements 1, Cambridge 1908, p. 159];
la définition est indiquée dans les soi-disant nDefinitiones* attribuées 4 Liéron
[ef. Bull. bibl. storia sc. mat. 4 (1871), p. 94] ou sont mentionnées [id. p. 957
d’auntres définitions concernant la notion de ligne (Note de /. Enestrom).*

5) C'est l'opinion de (Jean Ie Rond) & Alembert, Encyclopédie ou Die-
tionnaire raisonné 7, Paris 1757, p. 635; Encyclopédie méthodique, math. 2,
Paris et Liége 1785, p. 136 (article Géométrie). On retrouve Jusqu'd un certain
point cette conception dans F. Enrigues, Lezioni di geometria desrittiva, Bologne
1902, p. 167,
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d'une ligne par une équation entre les coordonnées sans jamais dire
expressément quelle définition on adopte pour le mot Hligne“®).  La
méme lacune existe dans les traités d’analyse.*

Cependant, depuis un petit nombre d'années, le souci de la rigueur
logique a amené une revision approfondie des principes de la géométrie.
Dans Particle 1il 1 de IEncyclopédie, 7. Enriques indique les résullats
obtenus dans eette voie; il sutfit de rappeller ici les noms de M. Pasch,
G. Peano, D. Hilbert, F. Schur, H. Poincaré. Ta conclusion qui rallie le
plus grand nombre consiste & n'admettre comme notions fondamentales
que celles de point, de ligne droite et de plan, en les considérant comme
résultant par abstraction de I'observation: directe, et & exiger dés lors
pour toutes les autres notions géométriques une explication conforme
aux regles de la logique. Il en est ou il doit en atre notamment ainsi
pour les notions de ligne et de surface. La chose est d’autant plus néees-
saire qu’on peut prendre ces mots dans une acception plus ou moins
large et que certains théortmes de géométrie ne sont vrais que si le
sens des mots ligne et surface est suffisamment étroit ). SiTlon voulait,
dailleurs, considérer les notions de ligne et de surface comme résultant
de lobservation, on se heurterait infailliblement dans certains cas,
suivant F. Lnriques, & des difficultés; car si l'on rencontrait une ligne
définie par un procédé purement mathématique, géométrique ou ana-
Iytique, on ne pourrait éviter de voir se poser la question suivante: dans
quelle mesure y a-t-il identité entre les données de l'observation et
les conséquences qui découlent de l'explication mathématique.

Jl n'est pas douteux que, de méme quil existe une mécanique
rationnelle et une mécanique appliquée, il Y a aussi une gcometrie
rationnelle et une gomdirie appligude. La premitre choisit ses postulats
comme elle le veut et les développe par les ressources de la raison.
On 2 le droit de ranger parmi ces postulats lexistence de la ligne
en Ini attribuant telle ou telle propriété. Mais alors une difficulté se
présentera quand on voudra démentrer qu'une droite, un cercle, sont
des lignes.*

LQuant 2 la géométrie appliquée qui n'est pas en cause ici, elle
impose seulement & la géométrie rationnelle de ne pas choisir ses
postulats de fugon trop arbitraire, en sorte que les résultats de cclle-oi
soient immédiatement utilisables en pratique. Par exemple, elle exige

6) ,Voir par exemple, COh. A. 4. Briot et J. C. Bouquet, Le¢ons de ghométrie
analytique, (16° éd.) revue et annotée par P. Appell, Paris 1897, p. 6.*

7) On trouve déja dans Ch. Dupin [Développements de géométrie, Paris
1813, p. 59] Dlindication & la fois de la nécessité dune explication du mot
nsurface* et des difficultés que cette explication soulive.
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que la définition choisie pour la ligne, soit aussi conforme que possible
4 la notion vulgaire que nous en avons.”

2. Historique. L'antiquité ne s'est jamais préoccupée de donner

une signification précise & la notion populaire de ligne. 1 faub
arriver jusqu’a R. Descartes®) pour relever pour la premiere fois la
trace d’une telle préoccupation. Au commencement du second livre de
sa Géométrie, il se demande, en effet, de quelles lignes il peut g'agir
en géométrie. Il parvient & la conclusion qu'il y a lieu de se borner
aux lignes que mous appelons aujourd’hui algébrigues.

Son opinion trouva pen d'écho. Il fut notamment combattu &
plusieurs reprises par G. W. Leibniz®) qui lui reproche assez Jjustement
dexclure ainsi des considérations géométriques certaines lignes transcen-
dantes, comme la cycloide par exemple, dont Iintroduction en géo-
métrie est pourtant indispensable.

Cependant la Géométrie de R. Descartes marque un point capital
dans Thistoire de la potion de ligne, car en enseignant l'application
du caleul algébrique & la géométrie, lusage de systemes de coordonnées
et la représentation des lignes par des équations, elle rapprochait d’une
fagon explicite les mots de ,ligne“ et de ,fonction®.

Depuis R. Descartes, la notion de ligne s'est développée en parti-
cipant au développement de la motion de fonetion indiqué®®) dans
Particle IL1,0° 1. L. Euler™) insiste en particulier sur ce rapprochement.

I faut venir ensuite jusqua K. Weierstrass'®) pour voir apporter
une précision nouvelle par la définition des lignes analytiques qui joue
dans Vanalyse, un role essentiel. Enfin C.Jordan'®) donne, dans son

8) Géométrie, Leyde 1637 [troisieme appendice & I'ouvrage »Discours de
1a méthode pour bien conduire sa raison et chercher la vérité dans les sciences,
plus lo dioptrique, les météores et la géométrie qui sont des essais de cette
méthode®, Leyde 1637]; Geometris a Renato Descartes, Leyde 1649, p. 21; (Euvres,
éd. Ch. Adam et P. Tannery 6, Paris 1902, p. 367.

9) Acta Erud. Lps. 1684, p. 234; id. 1686, p. 295; id. 1693, p. 386; Werke,
&d. C. I. Gerhardt, Math., Schr. 6, Halle 1808, p. 124, 229, 295; voir aussi p. 200;
De ortu, progressu et natura algebrae (couvre posth.), Math. Schr. 7, Halle 1883,

. 213.
? 10) On pourra consulter aussi A. Brill et M. Nither, Jahresb, deutsch. Math.-
Ver. 3 (1892/8), 6d. Berlin 1894, p. 114

11) Introduetio in analysin infinitoram 2, Lausanne 1748, p. 6/6; trad. par
J. B. Labey, L daction 4 Panalyse i le 2, Paris an V, p. 3/4.

12) ,Einige auf die Theorie der amalytischen Funktionen sich beziechende
Siitze (autographié), Berlin 1879; Abh. aus der Funktionenlehre, Berlin 1886,
p. 105; Werke 2, Berlin 1895, p. 185.*

13) ,J. math. pures appl. (4) 8 (1892), p. 695 Cours d’Analyse de I'Ecole
Polytechnique, (2° éd.) 1, Paxis 1898, p. 90; (3° éd.) 1, Paris 1909, p. 90.*
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Traité d’analyse, une définition de la ligne continue qui a permis de
donner une base solide aux théories de lanalyse. Il faut signaler
aussi la définition plus ancienne de G. Canlor'®) qui se place également
an point de vue arithmétique, clest-d-dire g’appuie sur la notion de
nombre*

,Quant au point de vue géométrique pur, il est permis de dire
que clest celui qui a ét6 étudié le dernier, et ses progres remontent
4 une date toute récente’). On a vu, en effet [II[1, 7] que la
définition & donner au mot ligne wavait pas préoccupé les savants
qui 'étaient occupés des postulats, dans la méme mesure que les
avaient préoccupés les autres concepts.”

Dans ce qui précede on voit déja apparaitre les deux concepts
du mot ligne: concept géométrique, concept analytique. Dans la
pratique ces deux concepts se péndtrent réciproquement au point de
se confondre. Mais au point de vue de la formation des notions il
faut les distinguer. Il y a lien d’étudier séparément:

1°) les définitions et propriétés de la ligne en partant uniquement
des postulats de la géométrie,

2°) les définitions et propriétés de la ligne basées uniquement sur
la notion de nombre et, si I'on veut, de nombre entier.

N faut d'silleurs remarquer que la géométrie n'est pas indé-
pendante de la motion de nombre.”

JLordre suivi dans cet article sera par conséquent le suivant:
on envisagera d’abord le point de vue géométrique pur, ensuite la
notion de ligne analytique et les différentes généralisations qu'on en
peut donner; enfin, on étudiera la notion de surface.*

3. Notion géométrique de ligne. ,Les définitions d'une ligne
comme longueur sans largeur ou encore comme limite d'une surface
sont évidemment peu satisfaisantes pour l'esprit. Pourtant, comme il
a déja 6té dit, clest de définitions aussi inexistantes qu’on se contente
en général. Avant de se demander, par conséquent, s'il est ou non
possible d'arriver & une définition véritable de la ligne et comment
elle se rattache aux postulats de la géométrie, il est plus urgent de
nous poser la question suivante: dans les traités de géométrie on la
définition de la ligne se réduit & cette explication sans préeision, com-
ment Vauteur raisonne-til? N'ayant pas défini les mots longueur,

14) ,Acta math. 2 (1883), p. 404; Math. Ann. 21 (1888), p. 645.%

15) ,Sur la notion de ligne envisagée & ce poiat de vue, cf. G. W. Leibniz,
In Euclidis medre (uvre posth); Werke, éd. C. I. Gerhardt, Math. Schbr. 5, Halle
1858, p. 183/4 (Note de G. Enestrdm).*
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largeur, limite, il lui est impossible de démontrer que les lignes
dont il parle vérifient sa définition. Il est donc obligé de supposer
Pexistence de propriétés qu’il n'aura pas explicitement énoncées; il
revient au méme d’en faire autant de postulats. C’est bien & peu pres
ainsi [cf. n° 4 et 8] que les choses se sont passées pendant longtemps,
au moins dans les applications de la notion de ligne & lanalyse. Mais
en géométrie pure, il n'en est point de méme. On peut constater en
effet qu'on n'a jamais (jusqus G. Cantor) fait de théorie générale de
la ligne. On a domc pu, et mous allons nous en rendre compte, se
passer, sans faute de logique, d'une définition de ce mot. Seulement,
Pauteur ne dit jamais: je ne définis pas la ligne en général et je n’en
parlerai pas; en sorte qu'il importe avant tout de montrer qu'on peut
obtenir toute la géométrie dite élémentaire’®) sans user de cette défi-
nition. Une premitre remarque, c'est qu'on n’étudie pas la ligne en
général, mais des lignes particulitres (droites, cercles, coniques, ...) ce
qui au premier abord est bien d’accord avec opinion précédente. 11
suffira en effet d’appeler droite, cercle, conique, etc, des lieuz géome-
trigues ou, si Ton veut un mot plus moderne, des ensembles de points
jouissant de certaines propriétés. On pourra d'ailleurs dire que les
lieux ainsi définis sont des lignes ou des courbes, sans que cela
demande aucune démonstration et par conséquent aussi sans que cela
implique lexistence de propriétés communes et caractéristiques des
étres ainsi catalogués.*

WMais la difficulté commence justement quand on veut démontrer
de telles propriétés, par exemple la séparation du plan en régions, la
convexité, l'existence des tangentes. On peut par exemple démontrer
que la droite partage le plan en deux régions). On entend par
Ia que le segment de droite joignant deux points d’'un méme coté de la
droite n'a avec celle-ci aucun point commun, et que le segment joignant
deux points de part et d’autre a au contraire un point commun avee
celle-ci. Si J'on veut démontrer de méme que le cercle partage le
plan en deux régions, on ne peut plus donner & cette propriété le sens
qui vient d’gtre préeisé. Il faut au mot segment de la phrase préeé-
dente en substituer un autre: celui de ligne vient naturellement &
Tesprit; or Cest précisement celui quon veut éviter. On pourra se

16) ,On peut ainsi obtenir ce que F. Ewriques appelle géométrie élémen-
taire, géométrie projective, géométrie métrique. C'est dans T'Analysis situs
[ef. IIT &) qu'intervient essentiellement la notion de ligne [cf. III 1, 21].*

17) [La place do cette propriété par rapport aux différents systémes de
postulats est indiquée dams larticle 1111, n* 9 et 10; voir surtout M. Pasch,
Vorlesungen iiber neuere Geometrie, Leipzig 1882.%
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borner & ne considérer que des lignes brisées formdes de plusieurs
segments dont chacun a un point commun avec lo suivant. En
d'autres termes, on peut encore éviter de parler de la ligne en gé-
néral, et cet exemple suffira i faire comprendre qu'il en est de méme
pour les autres propriétés énumérées plus haut et pour les lignes
usuelles®

Dailleurs, si l'on se demande maintenant, pour chacune de ces
propriétés, si elles sont earactéristiques de la ligne, on constatera qu'il
wen est rien. On a vu [II 2, 14] que des ensembles ne répondant
nullement & la notion vulgaire de ligne jouissent de bien des propriétés
qui paraissent au premier abord n'appartenir qua celle-ci*

«Ce qui précede montre qu'une définition de la ligne n'est pas
indispensable pour batir sur des bases solides la géométrie ordinaire.
Mais ces réserves nécessaires une fois faites, nous allons egsayer de
donner cette définition, qui seule permettra d'élaborer une théorie
générale, d’ailleurs encore peu avanede.*

+G. Cantor™) appelle ensemble continu un ensemble parfait bien
enchainé, cest-a-dire tel quwon puisse, étant donnds deux points de 'en-
semble, établir entre ces deux points une chaine de points de Yen-
semble & des distances successives les uns des autres inférieures &
tout nombre donné1®)*

JOette définition équivaut & celle-ci: un ensemble continu est un
ensemble parfait d'un seul tenant, c’est-i-dire non décomposable en
deux ensembles parfaits®™).*

.On appelle alors ligne au sens de Cantor ou ligne cantorienne un
ensemble continu qui ne contient aceun point intériecur. On dit
qu'un point est un point intérieur si on peut trouver un nombre g
tel que tout point & une distance inférieure & ¢ du point donné soit
un point de l'ensemble?!).*

18) ,Math, Ann. 21 (1883), p. 545; Acta math. 2 (1883), p. 404, Consulter
au sujet de ce qui suit l'article I12, nos11 3 14.*

19) ,Le but poursuivi par G. Cantor n’était pas tant de définir la ligne au point
de vue géométrique que de donner une base arithmétique aux recherches d'analyse.
Dans le texte, on va montrer comment les postulats de la géométrie [cf. III 1)
permettent de donner & la conception de G. Cantor une portée géométrique.*

20) ,Voir au sujet de l'équivalence des deux définitions, outre les mémoires
de G. Cantor'*), C. Jordan, Cours d'Analyse, (3° éd.) 1, Paris 1909, p. 26. Se re-
porter aussi & l'article I1 2, n° 12.¢

21) ,On dcarte les ensembles & points intérieurs parce qu'ils donnent des
asres, ou des domaines & deux dimensions.*

JDans les études de G. Cantor, clest leo continu qu'on veut définir, la
distinction du texte me joue pas le role essentiel. Au contraire, dans l'étude
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Les postulats qui interviennent dans cette définition de la ligne
sont: la notion de point, d’ensemble de points, la notion de point-limite,
la notion de distance et la comparaison des distances [III 1, 10]*

JI1 convient de remarquer que la définition de @. Cantor n'est autre
chose que celle d Euclide (une ligne est une longueur sans largeur) mais
présentée avec une précision qui lui manquait [voir IIT 1, 6 note 321"

,La définition précédente n'est pas sans présenter de trés grosses
difficultés. L’extréme complication des lignes cantoriennes laisse peu
d’espoir d’arriver & démontrer un grand nombre de propriétés qui leur
soient communes, et lon est encore peu avancé dans leur étude. Om
peut se proposer, dans le but d’augmenter le nombre de ces propriétés,
d’ajouter quelques restrictions & cette définition. Cest ce qu'a fait
L. Zoretti dans des recherches dont il sera question & la fin de ce n°3.*

,Une autre question importante est la suivante: cette définition
est-elle bien conforme a lidée vulgaire quon se fait d’'une ligne?
Commengons par cxaminer ce dernier point.”

,La réponse ne peut étre absolument nette, car la notion vulgaire
de ligne peut varier, varie certainement, d'un individu & l'autre. La
seule chose & faire, si l'on ne veut pas prendre parti, consiste & montrer
par des exemples jusqu'od peut aller la complication de la définition
de G. Contor®®)*

A. Considérons dabord Yensemble des points d'une circonférence
auxquels nous adjoindrons les points Q’un rayon de la mdme circonférence.

B. ,Soit la courbe dont I'éguation est

. 1 N 1 1
y = sin? —» ou ——<z<+ =
x T o £

a laquelle nous adjoignons
1¢) les points
z=0, on 0<y<1,
2°) les points
x*+y“=;r od y<O0.
Lensemble ainsi construit est une courbe au sens de G- Cantor®).

actuelle, cetle distinction est fondamentale. Dans les applications & 1'Analyse,
il en est d'ailleurs de méme. Ajoutons encore que deux lignes cantoriennes sang
point commun ne forment pas un continu pour G. Cantor. Ici au contraire, il
n'y aura pas d'inconvénient & dire que leur réunion forme une ligne, mais pas
une ligne continue.”

29) ,[aprés L. Zoretti, la question du texte n'a qu'un intérét secondaire;
nous n'avons pas en effet & choisir entre plusieurs définitions; celle de G. Cantor
est la seule en canse. Tout ce qu'on peub essayer c'est de la modifier, par
exemple dans le sens qui sera indiqué & la fin de ce n° 3.*

23) F. Lebesgue, Rend. Cire. mat. Palermo 24 (1907), p. 378.*
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C. ,Considérons sur le segment (0, 1) de l'axe des & un ensemble
parfait non dense [17, 15; 112, 4], par exemple I'ensemble classique de
G. Cantor™) formé des points dont l'abscisse s'écrit dans le systtme
de numération de hase 3 sans employer le chitfre 1. Elevons en
chaque point de lensemble une perpendiculaire de longueur un a
Vaxe des z dans le demi plan supérieur; l'ensemble formé par les
segments obtenus et par le segment (0, 1) de V'axe des z est ume
ligne de Cantor®)*

D. ,On peut faire la construction précédente (C) a la fois sur
Paxe des x et des y. Lensemble formé par la réunion de tous les
segments est une ligne de Cantor®).”

La premitre propriété que nous devons étudier est relative a la
division du plan en régions par une ligne, qui nous permettra d’arriver
& une définition d'une ligne fermée, ou d'une ligne simple fermée.
Nous touchons 1a & une autre conception vulgaire de la ligne: cest
celle qui consiste & considérer la ligne comme tout ou partic de la
frontiere d’une surface ou d'un continuum plan, en appelant ainsi pour
adopter tout de suite un langage précis un ensemble continu qui
renferme des points intérieurs®”). On reconnait immédiatement en
étudiant les exemples précédents que des restrictions sont nécessaires.”

La ligne A divise le plan en deux régions. Mais il y a des points
de la ligne (ceux du rayon, sauf un) qui ne sont pas limites de points
extérieurs.

JLa ligne B divise aussi le plan en deux régions et l'exception
ci-dessus ne se présente pas, mais certains points de B (ceux qui sont
situés sur V'axe des y) ne peuvent pas étre joints & un point intériear
par une ligne continue formée d'un nombre fini de segments et tout
entitre & lintérieur (nous avons vu plus haut le role spécial que
jouaient les lignes formées uniquement de segments rectilignes).”

JLa ligne D définit dans le plan une infinité dénombrable {cf. 17
ou Il 2, 1 & 3] de petites aires."

I ne faudrait pas croire dailleurs qu'on simplifierait beaucoup

24) ,Math. Ann. 21 (1883), p. 590; Acta math. 2 (1883), p. 407.%

25) , W. F. Osgood, Trans. Amer. math. Soe. 1 (1900), p. 311.*

26) ,L. Zoretti, Ann. Ec. Norm. (3) 26 (1409), p. 486, On trouvera d'autres
exemples dans F. Klein [Anwendung der Differential- und Integralrecl
auf Geometrie (cours autographié Gottingue 1901, éd. Leipzig 1902); nouv. éd.,
Leipzig 1907, p.235) et A. Schoenflies [Jabresb. deutach. Math.-Ver. 8% (1899), éd.
Leipzig 1900, p. 101 et suiv. Voir également II 2, 12].*

27) Voir [II 2, 10] les difiérentes acceptions des mots domaine, conti-
Auwm, ..~
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en se bornant & étudier la frontitre commume a deux continua dont
Pun est tont entier & distance finie et dont autre Pentoure com-
pletement; c'est par exemple ce qui a lien pour la courbe B%)*

La premiére restriction apportée & la définition de G. Cantor est
due a A. Schoenflies®®). Le bub que se propose A. Schoenflics est
d'établir une définition analogue & celle de C. Jordan qui sera étudiée
un peu plus loin [n° 8] Bornons-nous pour linstant & énoncer ses
résultats. 1l appelle®™) chemin simple (einfacher Weg) un ensemble
de segments de droites, d'un seul tenant, ne se coupant pas lui-méme
et qui se compose soit d’'un nombre fini de segments, soit tout au plus
d'une infinité jouissant de la propriété suivante: les extrémités de ces
segments forment un ensemble de points ayant un seul point-limite®!).
Soit alors un point @ de la frontitre d'un continuum M ce point est
dit accessible 6 M si Pon pent constituer un chemin simple aboutissant
4 ¢ & partir d'un point quelconque de M, ce chemin devant étre en-
tierement intéricur & M (sauf son extrémité a).

Ceci posé, il considere une ligne cantorienme formant la fronticre
communc de deux continua sans point commun: la condition nécessaire
et suffisante pour que cette ligne soit une ligne de Jordan est que
tous ses points soient accessibles & la fois pour chacun des deux con-
tinua que la ligne sépare.

On voit done, et clest pour cela que ces résultats trouvent leur
place dans cette partie géométrique de Vétude actuelle, que la pro-
priété de séparer le plan en deux régions appartient & des lignes can-
toriennes qui ne sont pas lignes de Jordan. La courbe B en est un
exemple.

,Une restriction de nature plus cantorienne a été apportée & la
définition de . Cantor par L. Zoretti®®). La nécessité de cette restriction
apparait dans I'étude géométrique par la nécessité de définir un are

28) Il peut arriver qu'une ligne cantorienne soit la frontiére commune
& trois domaines & la foiy et méme & une infinité de domaines. Voir A. Denjoy,
C. R. Acad. se. Paris 151 (1910), p. 138.

29) Nachr. Ges. Gott. 1902, p. 185, id. 1904, p. 514, Math. Ann. 58 (1904),
P- 1955 59 (1904), p. 129; 62 (1906), p. 286. Voir aussi A. Schoenflies, Die Ent-
wickelung der Lehre von der Punktmannigfaltigkeiten, 2. Teil, Jahresh. deutsch.
Math.-Ver., Erginzungsband 2 (1908), p. 94, 199,

30) A. Schoenjlies, Math. Ann. 58 (1904}, p. 202; 59 (1904), p. 131; Nachr,
Ges. Gott, 1904, p. 616; Jahresb. deutsch. Math.-Ver, Frginzungsband 2 (1908),
p. 199.

31) ,Voir 17,2 et 112, 3. Cet ensemble ayant un seul point limite est
dés brable; 1" ble des seg ts U'est done aussi (I[2, 4).*

32) ,Aun. Ec. Norm., (3) 26 (1909), p. 485.%
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d’une courbe donné, d'éclaircir la notion de ,situé entre relativement
aux points d'une courbe comme on le fait pour la droite [ef. III1 10].
On y parvient en introduisant la notion d’ensemble irréductible*

JUn ensemble continu est dit irréductible entre deux de ses points
a et b quand il n'existe aucune portion continue de l'ensemble com-
prenant i la fois @ et & Un ensemble irréductible ne peut pas con-
tenir de points intérieurs. Dans le plan, il est donc linéaire; dans
Vespace i trois dimensions il peut contenir des aires.*

JTout ensemble continu contient une portion irréductible entre
deux points donnés d’avance. Toute portion continue d’'un ensemble
irréductible est elle-méme irréductible. Un ensemble irréductible entre
deux points @ et b peut l'étre également entre deux autres points.
Parmi les ensembles irréductibles, les plus simples sont ceux qui le
sont d'une seule maniére et dont toute portion est également irré-
ductible d'une seule manidre. Cest dans ceux-la qu'on peut voir la
notion la plus générale d’une ligne simple.

L. Zorelti démontre le théortme suivant: si I'on décompose un
continu irréductible entre deux points en deux continus ayant un et
un seul point commun, ces deux continus sont séparément irréductibles.
8i le point commun ¢ est donné & I'avance, la décomposition, lors-
qu'elle est possible, ne Pest que d'une seule maniere. Cette décom-
position est toujours possible lorsque lensemble continu donné a
toutes ses portions irréductibles d’une seule manicre*

Jbies ensembles irréductibles pour lesquels cette décomposition est
possible sont appelés arc simples par S. Janiszewski.*

,Ces théordmes donnent un sens précis aux expressions are de
cowrbe et point situd entre deuxr autres. Un ensemble continu étant
irréductible, Iarc de courbe c¢d sera la portion continue (unique d’aprés
ce qui précéde) de I'ensemble donné qui est irréductible entre ¢ et d.
Un point m sera dit situe entre a et b s'il appartient & l'arc cd.*

JLa définition du mot ar¢ est moins simple quand lensemble
conbinu donné n'a pas toutes ses portions irréductibles d’une seule
manidre®). L. Zoretti démontre le théoreme suivant:

Etant donné un ensemble continu irréductible C et ua point ¢
de C, on peut, et d'une seule manidre, décomposer C en trois ensembles
Cy, Gy, T jouissant des propriétés suivantes:

1°) G, et C,, sont bien enchainés et ont en commun le seul
point ¢;

2°) T est Iensemble des points-limites communs de C, et Cy;

38) L. Zoreiti, C. R. Acad. sc. Paris 151 (1910), p. 201.



162 H.vom Mangeldt. 111 2. Les notions de ligne et de surface. I. Zoretii.

5°) chacun des emsembles () + I' et Cy + I' est continu et irré-
ductible.*

LEn second lieu, soit un continuum et soient a et b deux points
quelconques de sa frontiere extérieure™). L. Zoretti démontre que celte
frontidre, qui est continue®®), est la somme de deux ensembles continus
irréductibles entre a et b et n’ayant que ces points a et b en commun,
pourvu toutefois que Von puisse joindre « et b par ume ligne inté-
rieure au continuwm n’ayant que @ et b en commun avec la frontiére
de celui-ci. Cette décomposition n'est possible que d’une maniére.”

.On peut, en se placant & un point de vue qui rappelle celui de
A. Schoenflies, étudier les rapports entre les ensembles continus irré-
ductibles®) et 1a ligne de Jordsn. lci aussi une restriction est indis-
pensable pour l'identité des deux notions. Voiei comment I'énongait
d’abord L. Zoretti: un are quelconque de l'ensemble irréductible donné
doit se réduire en entier & un point quand ses extrémités tendent vers
un méme point limite. La courbe B, par exemple, ne satisfait pas &
cette restriction. L. Zoretti®") appelait d’abord ,absolument fermé®, puis
ensemble irréductible simple, un ensemble jouissant de cette propriété.
Un tel ensemble est identique & Varc simple de S. Jandseewski.”

\La définition générale de (. Cantor permet de donner une définition
du mot tangente. S. Janissewski®®) appelle aingi une droite jouissant

34) ,L. Zovelts, J. math. pures appl. (8) 1 (1905), p. 9.*

86) ,E. Phragmen, Acta math, 7 (1685/6), p. 43; voir aussi L. Zoretts, J. wath.
pures appl. (6) 1 (1903), p. 9.%

26) 11 impeite de 1amarquer que méme les lignes ixréductibles sont d'une
complication assez grande; on est ainsi amené & chercher d’autres restrictions,
comme celle de 1'ensemble absolument fermé®?). D'aprés L. Zoretts, il vaut mieux
reconnaitre que l'on n’a pas prévu dés le début jusqu'od pouvait aller la com-
plication de notre conception vulgaire de ligne, et chercher i démontrer des
propriétés générales en prenant une définition ausei large que possible. Ce n'est
évidemment pas la premidre fois qu'en approfondissant une conception, elle se
complique (sans s'obscurcir d’aillenrs) dans des proportions inattendues. L'histo-
rique du mot fomcticn en fournit un exemple topique [cf 111,12 8]; le droit
de chacun de choisir comme sujet d'études une acception plus ou moins large
de ce mot est cependant incontestable.*

.La complication de la notion de ligne cantorienne ou de ligne irréductible
est mise en évidence par S. Janiszewski [C. R. Acad. sc. Paris 150 (1910), p. 1502],
L. E. J. Brouwer [Math. Ann. 68 (1910), p. 422], A. Denjoy [C. R. Acad. ec.
Paris 161 (1910), p. 138], L. Zoretts [C. R. Acad. sc. Paris 150 (1910), p. 1605;
151 (1910), p. 201]; Acta math. 84 (1911) sous presse]l Des exemples donnés
par L. E. J. Browwer montrent quun continu irréductible peut diviger le plan
en deux régions séparées.®

37) ,Ann. Ee. Norm. (3)126 (1909), p. 492.%

38) ,C. R. Acad. sc. Paris 150 (1910), p. 606.
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de la propriété suivante: une droite 7 est dite tangente au point 4
d'un ensemble continu si, étant donné un nombre positif quelconque
d, on peut trouver un cercle de centre .4 assez petit pour que, M
étant un point quelconque de l'ensemble intérieur au cercle tel que
Yare simple réunissant deux de ces points ne renferme pas 4, la
droite .4 M fasse avec T un angle inférieur & 0%).*

L. Zovetti®*) donne une définition analogue et montre que le
cas d’une tangente unique en chaque point ne peut pas se présenter
pour un ensemble qui nest pas irréductible simple”

4. La ligne snalytique. ,La définition de G. Cantor est la plus
récente de toutes celles qui ont été proposées. Clest aussi celle qui
présente le caractére le plus géoméirique et c’est la raison qui nous
Ta fait étudier la premitre. Mais Yapplication du caleul & la géo-
métrie avait déja conduit R. Descartes et ses successeurs i un certain
nombre de définitions.”

L'idée de R. Descartes était d'établir un lien étroit emtre les
figures de géométrie et les opérations du calcul algébrique, entre la
notion de ligne et celle de fonetion. On ne sera donc pas étonné
de voir la notion de ligne se compléter et se perfectionner en méme
temps que la notion de fonction. On a déja dit plus haut que les
courbes algébriques étaient les seules dont voulait s'occuper R. Descartes.
On fat bien obligé de donner peu & peu droit de cité & toutes les
courbes dont les coordomnées d'un point sont liées par une relation
analytique. Mais tout le monde était bien convaincu que la plupart
des lignes qu'on peut imaginer, tracer au hasard, restaient en dehors
de cette représentation??).

La notion précise de ligne analytique est due & K. Weiersirass.
Elle repose sur la notion de variété ou configuration analytique mono-
géne de premiére espece dans un domaine & deux ou trois variables.
11 y a identité entre les deux notions si Pon admet Pintroduction des
points complexes (& coordonnées complexes).

Un point dans Pespace est un systéme de trois nombres réels ou
non; un point dans le plan est un systeme de deux nombres réels ou non.

39) ,S. Janiszewski appelait slors arc d'un continu linéaire toute portion
continue du premier, et arc simple ce que L. Zoretti appelle ensemble irréductible.”

39%) Les travaux domt il est question & la fin de ce n° 8 [cf. notes 33
et 36] sont tout A fait récents et demandent 2 étre un peu plus coordonnés.*

40) ,On ne voyait évidemment pas le moyen d’introduire en mathématiquen
de telles courbes. Une tentative fut faite par L. Buler [Hist. Acad. Berlin 4
(1748), éd. 1750, p. 84; id. 9 (1763), éd. 1765, p. 217).%
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Une ligne analytique est l'ensemble des points dont les coordonnées
sont fonctions analytiques d’un paramétre.

.0n voit que la définition de la ligne perd désormais tout caractire
géométrique. La géométrie n'intervient plus ici que pour préter i
analyse un langage commode®!)*

La définition de K. Weierstrass est la plus dtroite de toutes celles
que nous examinerons.

Si on se borne & considérer des points réels, cest-a-dire 3 coor-
données réelles, on obtient la notion plus restreinte de ligne ana-
lytique réelle.

C'est par sa définition de la ligne analytiqgue que XK. Weierstrass a
donné une réponse a la question, qui s'tait posée déja au 189me gizcle,
de déterminer les conditions sous lesquelles on peut considérer une ligne
comme un ensemble soumis dans toutes ses parties a une mime loi.

Une ligne analytique dont tons les points sont dans un plan
(réel ou complexe) s'appelle plane; dans le cas contraire, elle est dite
gauche ou & double courbure (gewunden; doppelt gekriimmt),

5. Ares d’une ligne analytique*?), Soit un point P de coor-
dounées z,, y, dans le plan, de coordonndes Zoy Yoy 4 dans lespace;
Supposons que £ appartienne & une ligne analytique. 11 est en général
le centre d'un ,glément“®) de Ia ligne au moins. Mais il peut trés
bien arriver qu'il y ait plusieurs éléments ayant leur centre au méme
point. Il peut méme y en avoir une infinité%). Il peut méme arriver

41} ,8i l'on définit la distance de deux points (@, 4,) et (@, y,) par l'ex-

Tession - S .

? Vi = ol T @ — v
la définition de G. Cantor devient, elle aussi, susceptible d’tre introduite en
Analyse. Elle n'est donc pas, i ce point de vue, en dStat d'infériorité sur celles
que nous allons examiner.*

42) Voir A. Brill et M. Noether, Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 3 (1892/3),
éd. Berlin 1894, p. 379 et suiv.

43) ,Un élément de la ligne plane [ou gauche] est un ensemble de deux
[trois] séries entitres en t—1,, & rayons de convergence non nuls; le point t,
est le centre de I'élément. On n'écarte pas le cas de deux [trois] séries renfer-
mant des puissances négatives de ¢: le point ¢ — 0 est alors le centre de I'élément.”

44) Exemple: Supposons le nombre o réel et irrationnel et considérons les
équations

Z = cos («t 4 ¢) — cos ¢,
y =sin (at + &) —sin¢,
t étant une variable complexe.
Ces équations représentent une ligne analytigne qui passe une infinits de
fois par lorigine; 4 savoir pour

2 4
t=0, +%, 417,
«
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que le point P soit également point-limite*®), ou encore que tous les
points de la ligne voisins du point P ne puissent étre obtenus au
moyen d'éléments de centre P4%).

L'ensemble des points d'une ligne analytique dont les coordonnées
sont voisines d'un systéme de valeurs données peut done présenter des
circonstances trés diverses. Afin de concevoir plus facilement ces
différents cas, et en méme temps d’étudier plus commodément la fagon
dont se comporte la courbe & linfini, ou considére souvent une ligne
analytique comme formée par la réunion de plusieurs arest?), c'est-a-dire
de portions d’'un seul tenant dont on trouvera les extrémités par la régle
suivante: quand un point Py est en méme temps centre de plusieurs

la dérivée :—Z prend & chaque fois des valeurs différentes; il existe ume in-

finité d’éléments de la ligne, tous différents, ayant pour centre le point 0,0).

45) Supposons lg variable complexe 2 d'abord inférieure & 1 en valenr ab-
solue et posons

_ 1 Vi=z*
Y log, (14 V1 —~a?) 2log,2
Prenons pour # =0 la détermination + 1 de la racine carrée et la valeur réelle
du logarithme (log, 2 désigne aussi le logarithme népérien réel de 2). Alors la
fonetion y est analytique et prend pour # = 0 la valeur §'lolge2 -
& la variable 2 un chemin tournant une fois autour d'un des points z == 4~ 1 et
revenant an point # = 0; la racine carrée revient avec la valeur — 1; ¥ & done
1 1

2log,2 2Tog,2
tenant un point limite de la forme analytique définie par I'élément de fonction
du début.

46) Deuxiéme exemple [Voir F. Klein, Anwendung der Differentialrechnung
auf Geometrie *¢), (nouv. éd.) p. 239; et A. Schoenflics, Math. Ann. 58 (1904), p. 216]:
Un point quelconque d'une épicycloide est centre d’un seul élément de la courbe
ou de deux au plus. Cependant quand le rapport des rayons du cercle fixe et du
cercle génératenr est irrationnel et que par conséquent les différents arcs de la
courbe forment un ensemble dense dans une couronue circulaire, il existe dans
le voisinage de tout point de la courbe unme infinité de points qui ne dérivent
nullement du ou des €léments ayant leur centre au point donné.

47) Quand on se borne & la considération d’une ligne réelle analytique, le
méme mot est employé avec une ption un peu diffé 5 il sert & d
une partie de la ligne qu'on peut engendrer par le mouvement continu d’un
point et cela de fagon qu'aucune portion n’en soit plusieurs fois décrite {voir
Encyclopaedia Brittanica (9° éd.) 6, Edimbourg 1878, p. 716 (article meurves)].
Si I'on adopte ce sens, un arc peut se couper lui-méme. Cela ne se produit
pas avec la définition du texte. On désigne aussi souvent par le méme nom une
portion d’une courbe analytique réelle plane le long de laquelle ume des coor-
données est fonction univoque de Iautre.

Faisons décrire

la méme valeur limite forme main-

Mais le point 2 =10, y=
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éléments, les points voisins du point P, qui appartiennent au méme
élément sont dits appartenir au méme arc, tandis qu'au contraire les
points qui n'appartiennent pas au méme €élément n’appartiennent pas
au méme are. Du reste, les limites précises d’'un arc seront en général
laissées indéterminées.

6. Points isolés (Binsiedler). Considérons une ligne analytique
réelle, et les points imaginaires qui lui appartiennent. Il peat arriver
qu'un point réel P, forme le centre d'un élément de la ligne qui ne
contienne aucun autre point réel que le point Py lui-méme au voisinage
du point Py*). Ce point P, s'appelle un point isolé*). Cela ne
signifie pas toujours que le point soit completement isolé, cest-i-dire
entierement dépourvu de points réels voising; en outre de I'élément
tout imaginaire dont il est le centre, il peut &tre aussi centre d’élé-
ments réels en nombre quelconque donnant naissance i des arcs réels
qui se croisent au point donné™).

7. Représentation par des équations. Soit un arc d'une courbe
analytique. Prenons sur cet arc un point P, de coordonnées (2, %)
ou (%, Yo, %) suivant qu'il s'agit d'une courbe plane ou gauche.
Soit ¢ un paramétre qui prend des valeurs arbitraires de module suffi-
samment petit. D’aprés la définition générale de la ligne analytique
et d'apres la conception d’un ,arc” de cette ligne, on pourra (et méme
de plusieurs manidres) trouver deux équations quand la courbe est
plane (trois équations quand la courbe est gauche) de la forme

z— = P,(1),

® v == PalO),

dans le cas des courbes planes,

v — o= P (),
a9 ¥ — %= Bi(t)
2— 2= Pﬂ(t)r

48) Soient par exemple deux nombres «, b assujettis & la condition a <(b;
la ligne g —(@—a) e—b) =0
posséde un point isolé x —a, y=10.

49) On trouve déja un exemple de ce fait dans G. Cramer, Introduction &
I'analyse des lignes courbes algébriques, Gendve 1750, p. 449. Voir également
J. Pliicker, Analyt.-geometrische Entwickelungen 2, Essen 1831, p.267, 202; System
der analyt. Geometrie, Berlin 1835, p. 196; G- Salmon, A treatise on higher
plane curves, (2* 6d) Dublin 1873, p.22; trad. frangaise par 0. Chemin, Traité
de géométrie analytique (courbes planes), Paris 1884, p. 35; 2¢ tirage, Paris
1903, p. 36.

50) J. Pliicker, Theorie der algebraischen Curven, Bonn 1839, p. 172.
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dans le cas des courbes gauches; P,(f), Py(f) dans le cas des courbes

planes, P, (), Py(f), Py(¢) dans le cas des courbes gauches, désignent

des séries entidres en (f) convergentes chacune dans un voisinage

suffisamment petit de lorigine, s'annulant pour ¢ =0 et tellns que
1°) toute valeur de ¢ fournit un point de l'arc considéré,

2°) tout point de cet arc suffisamment voisin du point P, peut-
stre obtenu pour une et une seule valeur de ¢ appartenant au domaine
choisi ®).

Clest la une représentation paramétrique d'un élément de ligne
analytique. Lorsquil #'agit d'un élément d'un arc réel on peut se
borner & envisager des valeurs réelles du parametre ¢ et des coeffi-
cients des séries P,(1).

1l existe pour un .méme arc une infinité de telles représentations.
Considérons-en deux. Soient ¢ et v les deux paramatres. Le paramétre
t sera une fonction du parametre 7, analytique pour z=0. Cette
fonction doit s'annuler pour v = 0. Inversement, choisissons au hasard
une fonction ¢(r) analytique et nulle pour ¢ — 0; pourvu que sa dé-
rivée Ti ne gannule pas pour v = 0, elle donne également une repré-
sentation analytique du méme arc de courbe au moyen du nouveau
parameétre z.

Supposons au contraire quaprés avoir réalisé une représentation
analytique au moyen du paramétre £, on substitue & la place de ¢
une fonction ¢ — ¢(z), analytique et nulle pour z =0, mais n'ayant
plus sa dérivée différente de zéro pour la méme valeur de r; on ob-
tient une représentation de Vélément considéré mais de telle nature
que tous les points de I'élément (sauf le point central) suffisamment
voisms de lui sont atteints plusieurs fois, c'est-a-dire correspondent &
plusieurs valeurs du parametre®®). Réciproquement deux fonctions de
la forme (1) quand la courbe est plane, trois fonctions de la forme
(1) quand elle est gauche, donnent (en les supposant non identique-
ment nulles) une représentation soit propre, soit impropre, d'un élément
d’une ligne analytique.

On peut se proposer de représenter analytiquement foufe une ligne
analytique et non seulement un élément. Cf IL9 et II 30.

51) Dans le cas od le point P, serait & Vinfini, tout ce qui précéde subsiste
en convenant dans le cas des courbes planes de remplacer les expressions z — 00,

: 1 1 :
y — 20 respectivement par = v et, dans le cus des courbes gauches, les ex-

. . 1 1 1
pressions £ — 00, ¥ — 0, 7 — 00 respectivement par PR

52) L. Raffy, Legons sur les applications géométriques de T'analyse, Paris
1897, p. 3, 4. 6; il appelle ces repré des repré ti impropres.
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,Une autre représentation analytique trés usitée (dans le cas de
deux dimensions) consiste & trouver une fonction f(z,y) qui soit
identiquement nulle quand on y remplace z, y par les coordonnées
d’un point de la ligne. On peut énoncer i co sujet le résultat suivant*
Considérons un élément quelconque d’une ligne analytique plane, il
est possible et de plusieurs manitres de trouver une fomction flz, )
analytique dans un domaine suffisamment petit entourant le centre
Zg; Yo de I'élément, qui soit nulle pour tous les points appartenant &
I'élément et pour ces points seulement.

Inversement, considérons une fonetion f(#,y) de deux variables,
analytique an voisinage d’un point z,, y, pour lequel elle s'annule,
et qui de plus ne soit pas identiquement nulle. L’ensemble des points
(x, y), voisins de (2,, y,), qui font prendre i f(z, y) la valeur zéro,
forme, soit un ¢lément de ligne analytique, soit un nombre fini de
tels éléments constituant différents arcs qui appartiennent soit 3 une
méme ligne analytique, soit encore i plusieurs lignes analytiques.

On peut, dans un grand nombre de cas, aller plus loin: supposons
donnée une ligne analytique; on pourra souvent déterminer une fonction
analytique uniforme f(z, y) telle qu'il y ait identité entre les points de
la ligne ct Vensemble des solutions de I'équation f(z,y) — 0. Dans
ce cas on obtient une représentation compléte de la ligne.

On ne peut pas sans restrictions énoncer la réciproque de cette
propriété. Soit en effet une fonetion analytique uniforme de deux
variables f(x, y). L'équation

@ y)=0
représente bien en général une ligne analytique; mais il faut prévoir
les cas d’exception suivants:

1°) Péquation peut ne représenter aucune ligne: clest ce qui arrive
si elle n'a ancune solution;

2°) elle peut également représenter plusicurs lignes différentes;

3°) enfin elle peut ne représenter qu'une portion d'une ligne araly-
tiques?),

53) Considérons par exemple I'équation /™ ¥) — 0, oit g(z, 4) désigne une
fonction entidre; elle n’a aucune solution.

Le deuxi2me cas se présente pour une équation algébrique non irréductible
qui représente un nombre fini de lignes différentes. ,Pour les lignes algébriques,
la notion d'irréductibilité permet d'ailleurs de donner un énomeé satisfaisant
de la réciproque cherchée. Mais cette notion est bien moins simple quand il
s'agit de fonctions non algébriques.* De telles fonctions peuvent représenter une

infinité de lignes. Exemple:
sin [g(z, )] =0,
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On peut présenter dans le cas de trois dimensions des consi-
dérations analogues. Soit un élément de ligne analytique de centre
Zg; Yo, 24~ On pourra de plusieurs manitres le représenter par deux
équations

f@9,9=0, gy =0,

f(z,9,2), g(z, y, 2) désignant des fonctious analytiques au voisinage
du point z,, ,, 7,

Si on donne inversement deux fonctions f(x,9,2), g(x,y, 2) analy-
tiques au voisinage d'un point P, de coordonnées (%o, %o» %), Sannulant
en ce point (sans étre identiquement nulles), et si I'on suppose que l'un
des déterminants du tablean

of of i
cx oy o8
|22 20 0|
U'oz dy 0z !

ne s'annule pas au point Py, Vensemble des solutions des équations
f(@,y,8) =0, g(z,9,2)=0,

situées dans un entourage suffisamment petit du point P,, constitue

un are de ligne analytique.

Supposons au contraire que les trois déterminants du tableau
soient nuls au point Py; il y a deux cas a distinguer suivant que
les fonetions £ et g ont ou non un diviseur commun analytique au
point Py et s’y annulant. Si on ne suppose pas l'existence d’un tel
diviseur, Iensemble des solutions du systeme

f,y,5)=0, g(z,9,2=0

se compose d'un nombre fini d'arcs de ligne pouvant appartenir soit &
la méme ligne analytique, soit & des lignes analytiques différentes. Si
au contraire les fonctions f(z, y, #), g(x, y, £) ont nn diviseur commun
jouissant des propriétés indiquées, le méme ensemble de solutions
comprend & la fois un ou plusieurs arcs et une portion de surface,
ol g(x, y) désigne une fonction entiire, représente les lignes

9@, ) =nn =0, £1, +2,..).

Voici un exemple du troisiéme cas. Considérons une fonction analytique
d'une variable complexe ¢ (x) qui admette une coupure fermée, par exemple le
cercle de rayon un ayant pour centre l'origine. L'équation

¢ @) = plx)
représente un ensemble comprenant la portion de la droite
x=y
qui satisfait & lu restriction |z < 1; mais elle ne représente pas la droite entidre,
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11 peat arriver que la ligne ou les lignes n'existent pas, tandis que
la portion de surface existe toujours™).

On peut ensuite, en ne se bornant plus au voisinage du point
donné, se proposer une représentation générale. Soit une ligne !
dans un domaine & trois dimensions; il est bien souvent possible de
déterminer deux fonetions analytiques univoques f(z, ¥, £), 9(2, ¥, #)
telles qu'il y ait concordance compléte entre l'ensemble des points de
la ligne d’une part, et Pensemble des solutions des équations

flz,9,2) =0, g(z,y,9) =0
dautre part. On aura ainsi réalisé une représentation analytique totale
de la ligne.

Iei encore, on ne peut, sans étudier davantage la question, énoncer
une réeiproque.

JLes exceptions prévues dans le cas du plan peuvent encore se
présenter.”

Bien plus, méme dans le cas on les deux fonctions

1z, 9,2), 9(x,9,2)

gsont deux fonctions entieres irréductibles distinctes, il peut trés bien
arriver que lintersection des surfaces®®)

flz, 9,2 =0, gz, y,2)=0
se décompose en plusieurs lignes analytiques distinetes®).

On a proposé et étudié des notions plus générales que celle de
ligne analytique. Ces généralisations peuvent s'obtenir dans un certain
nombre de directions différentes.

On peut d'abord définir une ligne analytique dans un espace &
n dimensions, comme unc variété de premiére espéce dans un domaine
a n variables.

54) Cest dans les travaux de K. Weierstrass que se trouvent les démonstrations
de tous ces résultats. [Voir K. Weierstrass, Funktionenlehre™), p. 105; Werke 2,
p. 135). Voir aussi IT1, 3.

La question plus générale de la constitution d'un ensemble de points, ap-
partenant & un domaine donné & un nombre quelconque de dimensions, qui
annulent un nombre fini queleconque de fonctions analytiques données dans ce
domaine a été étudide par 0. Blumenthal, Math. Ann. 57 (1903), p. 356.

53) Il 0’y a qu'a citer l'intersection d'une quadrique par un plan tangent,
on de denx quadriques bitangentes.®

56) Tout ce qui est relatif & I'étude des propriétés générales des ligues et
des surfaces analytiques (notions de tangente, de longueur d'arc, de plan oscu-
lateur, de courbure, ...) sers exposé dans les articles counsacrés a la géométrie
infinitésimale [1II volumes 5 et 6).
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On peut également considérer des lignes formées par la réunion
d'un nombre fini ou méme infini dénombrable de lignes analytiques,
ou de portions de lignes analytiques associées d'une fagon quelconque,
par exemple de fagon & constituer la frontitre d’une portion de
surface?).

D'autres généralisations encore ont été introduites dans le cas
spécial de variables réelles. Dans un grand nombre de recherches®),
on prend le mot ligne comme abréviation de ,image géométrique
d’une fonction réelle d'une variable réelle dans un systéme de coor-
données (rectangulaires) plapes“.

.On peut, soit sur la fonction, soit sur 'argument, faire des hypo-
theses plus ou moins restrictives: existence ou non existence de la
dérivée, ou des dérivées d'un certain ordre, etc.*)."

8. La notion de ligne d’aprés Jordan. ,La plus importante
de ces généralisations est celle qui a été étudibe d'abord et surtout
par C. Jordan®).®

Cette généralisation consiste i se donmer trois fonctions continues

d’une variable réelle ¢,
), 9(), k(®),

la variable ¢ étant supposée décrire un intervalle (les fonctions f, g, »
ne doivent pas étre constantes toutes les trois). Le point qui, dans
un systéme de coordonnées rectangulaires, a pour coordonnées
z=f(t), y=gt), #="0()

est dit décrire la ligne. Cette définition correspond & la conception
vague de la ligne comme ,trajectoire d'un point‘. Nous pouvons
supposer que le paramétre ¢ varie de O & 1. Les fonctions f, g, h sont
supposées exister pour les valeurs ¢ =0, t =1 et pour ces valeurs
elles admettent la continuité d'un c6té (& droite pour ¢ = 0, a gauche
pour ¢ = 1).

(Avec cette restriction, une ligne au sens de C. Jordan est un
ensemble ferpé, parfait, dun seul tenant. La définition actuelle nous
rapproche donc de celle de G- Cantor.”

On peut encore exprimer cette conception de lu fagon suivante:

57) L. Euler avait déja considéré de telles lignes qu'il appelait ,,curvae dis-
continuae sen mixtae et irregularest [L. Euler, Introd.}) 2, p. 6; trad. J. B.
Labey 2, p. 4]

58) Voir par exemple P. du Buis-Reymond, Math. Ann. 15 (1879), p. 283;
0. Stolz, Math. Ann. 18 (1881), p. 268; L. Scheeffer, Acta math. 5 (1884/6), p. 49.

59) Voir L. Scheeffer, Acta math. 5 (1884/5), p. 51/2 en note.

60) Cours d’Analyse (2°éd.) 1, Paris 1893, p. 90, (8° éd.) 1, Paris 1909, p. 90.
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Un ensemble fermé sera dit former un arc continu de courbe il est
I'image continue d’'un segment de droite®t),

Bi le point ¢ = 1 coincide avec le point £ = 0, la courbe est dite
fermée. Si les fonctions f, g, h sont périodiques et de méme période,
on se bornera i considérer les valeurs de £ dans un intervalle égal &
une période; cela donne évidemment tous les points de la courbe.
On appellera point multiple de la courbe tout point qui correspond
& des valeurs différentes du paramétre #°%).

On peut tout d'abord se demander jusqua quel point il y a
identité entre la notion de ligne de Jordan et notre notion vulgaire
de ligne [voir n® 14 3]. La définition de C. Jordan est trop large en
ce sens quelle s'applique & des lignes qui épuisent tous les points
dune aire®®).

On peut éearter cette difficnité en considérant une ligne dépourvue
de points multiples®).

JNous appellerons done arc de courbe simple un ensemble de points
borné [I12, 8] qui est limage continue uniforme et réciprogque d'un
segment de droite (avec cette légere restriction que, sur la courbe, il
peut exister un point double de 12 nature suivante: ce point correspond
4 la fois & la premiére et a la derniére valeur du paramitre).

«A. Schoenflies®) emploie le langage suivant: si lon envisage le
groupe des transformations continues et uniformes d'une part, et le
groupe des transformations continues uniformes et reciprogues dautre
part, le nombre des dimensions de l'espace est un invariant du second
groupe et pas du premier®)*

La propriété la plus importante d’une courbe de Jordan plane et
sans points multiples est la suivante connue sous le nom de théoréme
de Jordan: elle divise le plan en deux régions, Pune extérieure, I'autre

61) A. Hurwitz, Verh. des ersten intern. Math.-Kongr. Ziirich 1897, publ.
par F. Rudio, Leipzig 1898, p. 102.

62) C. Jordan, Cours d’Analyse, (2¢éd.) 1, Paris 1893, p, 90; (3°éd.) 1,
Paris 1909, p. 90.

63) Voir 112, 16. On trouvera les premiers exemples de cette particularité
dans . Peano, Math. Ann. 36 (1890), p. 1567; D. Hilbert, Math. Ann. 38 (1891),
P. 459; consulter également A. Schoenlies, Jahresb, deutsch. Math.-Ver. 82 (18945,
¢d. Leipzig 1900, p. 1215 E. H. Moore, Trans. Amer. math. Soc. 1 (1900), p. 72;
F. Klein, Anwendung der Differentialrechnung auf Geometrie 2), (uouv. éd.) p. 238
et sniv,

64) Voir C. Jordan, Cours d’Analyse, (2¢ 6d.) 1, Paris 1893, p. 91; (3 éd.; 1,
Paris 1909, p. 91; E. Study, Math. Ann. 47 (1896), p. 314,

65) Jahresb. deutsch. Math.-Ver., Erghnzungsband 2 (1908), p. 149.

66) Voir 112, 16 et 17,
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intérieure, telles qu'on ne peut aller de I'me & l'autre sams traverser
la courbe®T).

La définition de C. Jordom est manifestement plus large que la
définition des lignes analytiques. Il faut donc s'attendre 3 ce qu'on
puisse former des exemples présentant avec les lignes analytiques des
différences essentielles. Les exemples les plus singuliers sont relatifs
aux courbes n'ayant de tangente en aucun point, aux courhes pour
lesquelles la notion de longueur d'arc n’a aucun sens®), aux courbes
enfin qui, situdes tout entidres a distance finie, limitent un continuum
pour lequel 1'aire* n'existe pas®),

Avant méme que la définition générale qui fait Iobjet de ce
paragraphe ait été proposée par C. Jordan, des exemples de courbes
non analytigues & propriétés singulicres s'étaient déja présentés, notam-
ment dans la théorie des fonctions automorphes™). La caractéristique
de ces exemples, comme de celui de W. F. Osgood qu'on vient de
citer®), est de pouvoir recevoir une forme purement géométrique et non
pas arithmétique. Voici par exemple comment B. Fricke et F. Klein
ont pu construire une telle ligne qui sépare un de Pautre deux do-
maines ™).

Prenons (fig. 1) quatre cercles Iy, k,, &, ky, de fagon:

1) qu'ils soient deux & deux extérieurs on tangeuts extérieurement,

2°) que chacun d’eux soit tangent & deux autres et 4 deux seulement,

3°) qu'il n'existe aucun cercle les coupant orthogonalement tous
les quatre.

La région formée des points extérieurs aux quatre cercles consiste
en deux quadrilatéres P, P (& cotés curvilignes) dont Pun P’ est infini.

67) Voir C. Jordan, Cours d'Analyse, (2° éd.) 1, Paris 1893, p. 91; (3° éd.) 1,
Paris 1909, p. 91. Pour I'historique du théoréme de Jordan, se reporter a II 2, 13.
Voir également II[2, 3 ce que devient le théortme de Jordan quand on adopte
12 définition de G. Cantor.

68) H. von Koch [Archiv math. astron. och fys. (Stockholm) 1 (1904/5),
Pp- 681/702; Acta math. 30 (1906), p. 145/74] a donné un oxemple de courbe dont
T'are compris entre deux points & une longueur infinie quels que soient ces deux
points (Note de . Loria).*

69) ,Voir 111, 19; 113 Voss; 118, n°19 et W. F. Osgood, Trans. Amer. math,
Soc. 4 (1903), p. 107; H. Lebesgue, Bull. Soc. math. France 31 (1908), p.197; C. Jordan,
Traité d'analyse (3¢ éd.) t, Paris 1909, p. 90.*

70) F. Klein en a communiqué un exemple par lettre & H. Poincaré; voir
C. R. Acad. sc. Paris 92 (1881), p. 1486. Voir aussi H. Poincaré, Acta math. 3
(1888/4), p. 78/80; R. Fricke et F. Klein, Vorlesungen tiber die Theorie der auto-
morphen Funktionen 1, Leipzig 1897, p. 131/4.

1) R. Fricke, Math. Ann. 44 (1894), p. 580/7; R. Fricke et F. Klein, Auto-
morphe Funktionen ™) 1, p. 411/28. Voir II12.
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Considérons le continuum formé:

1°) des points de P (sanf les quatre sommets),

2°) des points appartenant & P'un queleonque des quatre domaines
obtenus en transformant le domaine P
par inversion, successivement par rap-
port aux quatre cercles,

3°) des points de tous les domaines
obtenus en faisant sur le domaine ainsi
agrandi la méme opération, suecessive-
ment par rapport & tous ses cOtés et
ainsi de suite.

Construisons également un second
continuum de la méme maniére en par-
tant de 7. Les deux continua obtenus
admettent pour frontiere commune une
ligne non analytique. On peut démontrer
que cette ligne limite est I'image réci-
proguement continue, uniforme d’un seg-
ment de droite™).

Nous avons étudié plus haut les
relations de la définition précédente avec
la définition de . Cantor. Nous les résumerons ici en introduisant la
terminologie de A. Schoenflies. Un ensemble parfait borné d'un seul
tenant qui forme la frontibre commune de denx continua g'appelle
wne courbe fermdée proprement dile (eine (eigentliche) geschlossene Kurve);
si tous ses points sont accessibles des deux cdtés, il s'appelle courbe
simple fermde (einfache geschlossene Kurve). Les travaux de A. Schoen-
flies et L. Zoretti apparaissent comme une étude de la réciproque du
théoreme de Jorden, ou comme la recherche de l'équivalence de la
notion de ligne simple (sans point double) de Jordan et de ligne can-
torienne. Tous deux aboutissent & une condition nécessaire et suffisante.”

,Ajoutons encore quon peut découvrir & ces travaux le but de
définir T'équivalent le plus général de la droite ou du cercle au point
de vue de I'Analysis situs.”

9. Autres généralisations. ,Nous avons déja dit qu'entre la
notion de ligne analytique et celle de ligne de Jordan, il y avait place
pour d'autres notions d'aprés le nombre plus ou moins grand des
restrictions que Pon fait.*

79) R. Fricke et F. Klein, Automorphe Funktionen ™) 1, p. 420; F. Klein,
Anwendung der Di tinlrech auf G trie *%), nouv. éd. p. 316.
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Une ligne analytique suppose l'existence d'une infinité de dérivées
des coordonnées; la ligne de Jordan ne suppose rien sur existence
de ces dérivées. On pourra donc introduire des hypotheses de diverses
natures comme les suivantes:

a) supposer la courbe rectifiable™);

b) supposer existence d’une tangente en chaque point;

¢) supposer que cette tangente se déplace d'ume fagon continue
en méme temps que son point de contact;

d) supposer que la ligne a une courbure;

¢) on pourra supposer aussi que la courbe est soumise & d'autres
conditions, par exemple qu'elle n'a qu'un nombre fini de points sin-
guliers (points saillants ou anguleus, ete....);

f) on powrra supposer que la courbe rencontre en un nombre
fini (qui, la droite variant, peut &ire borné ou non borné) ou en une
infinité dénombrable de points une droite ou un cercle quelconques;

g) ou faire d’autres hypotheses encore.

Mais il convient de remarquer que, si variées que soient ces
hypothéses, aucune delles me s'impose & nous d’une fagon tellement
indispensable qu'elle puisse étre seule acceptée par chacun™).

Aussi ne doit-on pas s'étonner de la diversité des terminologies.
Ainsi par exemple W. F. Osgood™) appelle arc de courbe régulier
un are pourvu d'une tangente en chaque point variant d’une maniére
continue, pendant qu'au contraire F. Klein™) exige I'hypothése que I'arc
de courbe soit représentable par deux équations x = f(t), ¥y =g(®)
on les fonctions f et g soient d'oscillation bornée et dérivables un
nombre fini de fois. A. Kneser™) envisage la question de la fagon
suivante: il désigne sous le mom de arc plan sans singularités (,mir-
gends singulirer ebener Bogen) un ensemble de points continu au

73) ,Voir C.Jordan, Cours d'Analyse (3°éd.) 1, Paris 1909, p. 99; H. Lebesgue,
Ann, mat. pura appl. (8) 7 (1902), p. 282.%

74) Clest ce quexprime E. Study [Math. Ann. 47 (1896), p. 315] quand il
dit que nous ne possédons actuellement aucune définition complétement acceptable
de la notion de courbe. Il fait remarquer la différence des points de vue en
géométrie snalytique, ol on s'occupe tout aussi bien des points ou courbes ima-
ginaires que des points ou courbes réels, et dans I'étude des chemins d'intégration
gur une surface de Riemann, ou des problémes d’intégration avec des valeurs
données sur une courbe. Malgré les progres réalisés, cette observation conserve
toute sa valeur & I'époque actuelle.

75) Trans. Amer. math. Soc. 1 (1900), p. 810, Voir V'article II 8.

76) Anwendung der Differentialrechnung auf Geometrie*®), nouv. éd. p. 255,

77) Math. Ann. 34 (1889), p. 205.
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sens projectif du mot, sans points ni tangentes multiples, pourva d'une
tangente unique en chaque point et variant d’une fagon continue, et
auquel s'appliquent les théoremes de K. G- Chr. von Staudt que voici:

L 8i le point I' déerit larc dans un sens déterminé et si ¢
désigne la tangente correspondante, le point d’intersection de cette
tangente avec une droite fixe se déplace sur cette droite fixe dans
une direction qui ne doit se modifier que lorsque T’ vient coincider
avec un des points communs & la droite fixe et & Ia courbe pour
lesquels la droite fixe n'est pas tangente & la courbe.

II. La droite obtenue en joignant le point 7 a4 un point fixe F
tourne autour de ce point fixe dans un sens qui ne doit changer que
lorsque F est situé sur la tangente ¢ & la courbe sans que F' et T
coincident.

Il définit de meéme les propriétés fondamentales d'un arc de
courbe gauche sans singularité, au moyen d'une série de quatre théo-
rémes analogues. Il recherche également les propositions générales
que l'on peut établir, sur ces définitions, relativement aux formes
des arcs sans singularités ™).

10. La notion physique de ligne. ,Nous avons successivement
étudié la notion de ligne au point de vue de la géométrie pure, c'est-
a-dire en la rattachant aux postulats [III 1, 19], puis au point de
vue analytique cest-d-dire en la rattachant uniquement & la notion
de nombre. Nous allons maintenant envisager la méme notion au
point de vue de la géométrie appliquée ou expérimentale. Nous serons
ainsi revenus & notre point de départ, car il est évident que c'est ce
point de vue expérimental qui a servi & former successivement dans
notre esprit cette notion de ligne sous ses différents aspects.”

Comment réalise-t-on physiquement un point? C'est évidemment
en se donnant une portion de surface aussi petite que possible, par
exemple la croisée de deux traits trés fins traeés sar une plaque
métallique, ,ou encore la croisée de deux fils trés fins dans le réticule
d'une lunette”. Mais ce n'est que par abstraction que nous pouvons
déduire de ees points trés petits la notion géométrique de point. Il
est done impossible de définir physiquement la distance de deux
tels points, encore moins de la mesurer; car on commet, outre
Verreur provenant de Timperfection des mesures, I'erreur forcée
provenant de lindétermination des extrémités du segment & évaluer.
On peut multiplier ces exemples et montrer I'impossibilité de définir

78) Voir A. Kneser, Math. Ann. 34 (1889), p. 205, 209; 41 (1893), p. 349.
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exactement et d'évaluer les grandeurs pour lesquelles le probléme
théorique de la mesure est résolu. Le problime physique de la
mesure est entaché d’une double source d’erreurs.

JQuand une loi, exprimant un rapport entre des grandeurs pour
lesquelles le probléme de la mesure a un sens, se traduit en langage
mathématique, elle fera connaitre l'une des grandeurs »en fonetion®
de lautre.” D’aprds ee qui précéde, une loi de ce genre ne pourra
donc étre ni établie par lobservation ou Vexpérience, ni, ce qui
revient & peu prés au méme, vérifide expérimentalement, On devra
se contenter dexpériences conduisant & des vérifications approchées,
en sorte qu'une infinité d’autres lois mathématiques donneraient une
vérification tout aussi bonne. Clest afin de tenir compte de ce fait que

F. Klein™) a introduit la notion de trait fonctionnel (Funkti eifen).
Considérons une fonction f(x) arbitraire, continue dans Vintervalle
a<x<b

Donnons-nous une petite longueur constante . Considérons Fensemble
des points dont les coordonnées rectangulaires vérifient les conditions

a<lz<<b,
[@)—e<y<fla)+e.
Nous appellerons trait fonctionnel (Funkti ifen) un domaine ana-

logue & l'ensemble de points qui vient ainsi d'étre défini, avec cette
différence que nous n’en considérons pas les bords comme déterminés
d'une fagon absolument précise.

Cette notion coincide avec le sens du mot ligne“ dans la vie
courante. Elle est susceptible d’étre employée dans cette branche des
mathématiques que F. Klein®), sous le nom de mathématiques par
appr tions (Approximati thematik), oppose aux mathématigues
rationnelles ou mathématiques de precision (Prdazisionsmathematik).

On peut se demander quelles sont les lignes qui peuvent étre
qualifiées d’observables. La question a 6té traitée par A. Koepcke®).
F. Klein®) lui donne une répomse différente. Les traifs fonctionnels

79) Sitzgsb. phys.-medic. Soc. Erlangen ¢ (1873/4), p. 52/64; réimpr. Math.
Ann. 22 (1883), p. 249/59.

80) An dung der Diffe ialrech: auf G trie *), (nouv. éd.) p.12;
voir aussi K. Heun, Jahresb. deutsoh. Math.-Ver. 9* (1900), éd. Leipzig 1901, p. V1
(a la fin de ln table des matidres).

81) Math. Ann. 29 (1887), p. 136/40; 34 (1889), p. 161; 85 (1890), p. 104;
Mitt. math. Gos. Hamburg 3 (1891/1900), p. 376/9 [1899].

JD'aprés A. Koepcke, les lignes définies comme limites d’une surface ne
seraient pas observables. Les trajectoires d'mn point le seraient au contraire *
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seuls peuvent, d’aprés lui, étre 'objet de I'expérience et de 'observation,
tandis que les lignes mathématiques qui font I'objet des mathématiques
rationnelles, pas plus d’ailleurs les lignes analytiques que celles qui
ne le sont pas, ne peuvent en aucune manidre étre observées.

D'aprés cela, on peut bien demander & I'observation et & expéri-
mentation des renseignements sur les propriétés des trails fonctionnels,
mais, par contre, elles ne peuvent nous en fournir aucun sur les lignes
envisagées dans les mathématiques rationnelles. Il faudra donc examiner
dans chaque question particulidre dans quelle mesure ce que nos sens
nous apprennent reste valable pour les lignes mathématiques abstraites.
Le procédé habituel qui conduit & ces lignes par des abstractions
successives peut faire disparaitre des propriétés essentielles de la ligne
physique, comme par exemple Vexistence d'une tangente approchée
ou celle d'une longueur d'arc. Ces considérations expliquent les con-
tradictions qui ont paru si souvent s'élever entre les résultats de
TYexpérience et ceux des mathématiques de préeision.

Nous rattacherons  ce qui précéde les travaux de K. Weierstrass®)
sur la représentation approchée d'une fonction. Soit donné dans un
intervalle fini un trait fonctionnel. Il est toujours possible de trouver
une fonction réelle analytique, et méme une fonction entiére g(z), telle
que la ligne

y=9()

ge trouve, dans lintervalle considéré, constamment située dans ce
trait. On peut méme déterminer cette ligne de fagon qu'elle satisfasse
4 la condition supplémentaire qu'il y ait dans tout l'intervalle coin-
cidence (approchée) suffisante entre sa pente et sa courbure d'une part
et celles du trait fonctionnel d'autre part®). D'aprés cela, et dans le
but de satisfaire de la fagon la plus simple possible aux conditions
imposées par la nature, dans le but également de faire ,économie
de pemsée’, on a pu se borner jusqu'ici dans les applications des
mathématiques & la considération des lignes analytiques. Mais on
constatera que Pon n’a pas encore complitement éclairci la question du
parti que lon pourrait tirer de lintroduction de lignes non analytiques
dans le domaine des mathématiques appliquées®).

82) F. Klein, Anwendung der Differentialrechnung auf Geometrie %), nouv.
éd. p. 19, 39/41, 228,

83) Sitzgsb. Akad. Berlin 1885, p. 6338, 789/805; Werke 3, Berlin 1903,
p- 1/3L

84) F. Klein, Anwendung der Differentialrech auf Geometrie ), (nouv.
éd) p. 103/1.

85) Gutachten der philosophischen Fakultit der Georg August-Universitit
7u Gottingen, betreffend die Beneke-Preisanfgabe fir 1901, Nachr. Ges. Gott. 1901,
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11. La notion de surface. Nous rencontrerons dans I'étude de
la notion de surface la méme indétermination que dans I'étude pré-
cédente. Au sens le plus étroit, c'est de surfaces analytiques qu'il
g'agit; dans un sens plus étendu, on comprendra également sous le
méme nom des formes qui se déduisent des différentes conceptions
que nous avons rencontrées pour la ligne moyennant une généralisation
appropriée qui ne va pas toujours sans difficulté. Il est bon d'ajouter
que les surfaces non analytiques ont joué jusquiici en mathématiques
un role tout a fait effacé.

Si lon admet les éléments imaginaires au méme titre que les
éléments réels, on désigne sous le nom de surface analytique une
forme analytique monogéne de deuxidme espice dans un domaine 3
trois dimensions.

Si Yon veut se borner i la considération de points réels, on
devra ne considérer que des formes analytiques qui contiennent des
points & eoordonnées réelles dont deux coordonnées, indépendamment
Yune de I'autre, peuvent prendre toutes les valeurs dans deux intervalles
convenables; on appelle alors surface lytique réelle 1' ble des
points d’une telle configuration dont les trois coordonnées sont réelles.

a. On pourra se donner un élément de surface analytique®) par
une équation exprimant une coordonnée, z par exemple, en fonction
des deux autres coordonnées z,y, cette fonction étant analytique
au voisinage du couple de valeurs «, #,.

b. On peut aussi envisager un élément de surface analytique
comme constitué par Vensemble des points qui sont situés dans le
voisinage d’un point déterminé Py de coordonnées (x, Yy, %) et dont

Geschiftliche Mitteilungen, p. 40; F. Klein, Math. Aon. 55 (1902), p. 143; W.F.
Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie 1, Leipzig 1907, p.89/96; E. Borel, Ann.
Ec Norm. (3) 12 (1895), p. 47/60; C. R. Acad. sc. Paris 121 (1805), p. 933; J. Ha-
damard, La série de Taylor et son prolongement analytique, Paris 1801, p. 95
(dans ce dernier ouvrage on trouve (p. 95) un exemple d’équation aux dérivées
particlles & coefficients réels et analytiques qui admet une solution indéfini-
ment dérivable mais non analytique).

En mécanique, des essais d'introduction de fonctions non analytiques pour
représenter les coordonnées d’un point en mouvement se heurtent & de grosses
difficultés. [Voir P. Appell et Janaud, C.R. Acad. sc. Paris 93 (1881), p. 1005;
Janaud, Archiv Math. Phys. (1) 67 (1882), p. 160]. P. Appell et Janaud se deman-
dent & quoi conduit I'hypothase de fonctions ayant une dérivée premibre continue
ot pas de dérivée seconde. Cela entraine l'introduction de forces partout dis-
continues.

86) Voir I[1, 21. Les théordmes suivants g'étendent sans difficultés aux €lé-
ments infinis en faisant la convention qui est expliquée dane la note 45.
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les coordonnées (z, y, #) satisfont & une équation
Fz,y, 2)=0,

F(z,y,7) désignant une fonction des trois variables z,y, s qui est
analytique au voisinage du point P, et est assujettie & g'annuler en
P,; de plus la fonction F' est supposée irréductible. Si les dérivdes
partielles du premier ordre de la fonction F ne s’annulent pas simul-
tanément au point (z,, %, %), Vélément de surface s'appelle ordinaire
ou régulier; sinon il est dit singulier.

¢. 11 est également possible, et d’une infinité de manieres, de repré-
senter un élément ordinaire d’'une surface analytique par trois équations
) r=f(,0), Y=g, z=h(u,0),
od u, v désignent des parameires qui peuvent prendre des valeurs
quelconques au voisinage du point (¥ = 0, v = 0); £, g, h désignent
des fonctions analytiques telles que l'un au moins des déterminants
du tablean

of o9 ok |
du du du
@ o 8o o
20 &0 2o |

ne s'annule pas au point (u =0, v = 0).

Si le voisinage du point (u =0, » = 0) est choisi suffisamment
étroit, la correspondance entre les points (u, ¢) de cet entourage
d'une part et les points correspondants de la surface d’autre part est
réciproquement univoque: c'est ce que l'on entend par représentation
paramétrique propre d'un élément de surface®’).

87) Pour la surface d'une sphére de centre a, b, ¢ et de rayon » on doit
signaler la rep: tion par les coord polaires ou sphériques lides aux
coordonnées cartésiennes par les formules

& ==+ 7 sinu cos v,

y=>b+rsinusino,

Z2==¢- rcosu.
Cette représentation est signalée par J. L. Lagrange [Nouv. Mém. Acad. Berlin
4 (1773), éd. 1775, p. 127; (Buvres 8, Paris 1869, p. 626] comme ,une des trans-
formations les plus utiles eb les plus ordinaires. On peut représenter de méme
la surface d'un ellipsoide de demi-axes @, b, ¢ par les formules

&= acodu,
4= bsinucosy,
z=csinusinv,

[J. Tvory, Philos. Trans. London 99 (1809), p. 850; C. F. Gauss, Commentat. Soc.
Gott. recent. 2 (1811/3), éd. 1813, math. 1812, mém. n° 3, p.17; Werke 5, Gottingue
1877, p. 16]. Ce n'est cependant que depuis C. F. Gauss qu'on s'est servi d’une
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De méme, comme I'a montré C. W. M. Black®®), on peut repré-
senter un élément singulier de surface analytique par un nombre fini
de systtmes d’équations de la forme (1) dont chacun a la propriété
que I'un au moins des déterminants du tableau (2) ne soit pas nul identi-
quement dans I'élément, tout en pouvant s'annuler au centre de I'élément.

Donnons-nous inversement trois équations de la forme (1) quel-
congues, mais telles que I'un au moins des déterminants du tableau (2)
ne s'annule pas au point (0, 0); ces équations représentent alors com-
pletement un élément ordinaire de surface analytique. Si au contraire
les trois déterminants sont nuls en ce point sans étre identiquement
nuls, différents cas sont possibles, en particulier. les suivants:

1) Les équations représentent compléetement un élément de sur-
face, mais de telle sorte que & un point (z,y, ) de cet élément ré-
pondent en général plusieurs systémes de valeurs (u, v) voisins de
zéro: cest ce qu'on entend par représentation paramétrique impropre
[voir n° 6].

2) Les équations représentent seulement une portion d’¢lément
de surface analytique (c’est d'ailleurs un élément singulier).

Dans un grand nombre de cas, il est possible de représenter toute
une surface comme I'ensemble de tous les points (2, y, #) qui font prendre
la valeur zéro & une fonction f(z,y, s) analytique et wniforme de ces
variables. On réalise alors la représentation compléte de la surface.
Mais, comme c'était le cas pour la ligne [voir n° 6] et pour les mémes
raisons, on ne peut énoncer de réciproque sans restrictions.

Pour mieux concevoir les rapports de forme, on imagine souvent
une surface analytique comme décomposée en un certain nombre, fini ou
non, de feuillets. Ce sont des portions d'un seul temant dont les
limites sont déterminées par la rdgle suivante: quand un point P,
est en méme temps le centre de plusieurs éléments de la surface,
les points voisins de P, qui appartiennent au méme élément seront
dits appartenir 4 un méme feuillet, tandis que des points appartcnant
a des éléments différents seront dits appartenir & des fenillets différents.
A cela pres, les limites d'un feuillet peuvent atre laissées indéterminées.

Quand on considere des surfaces réelles qui se composent de
plusieurs portions d’un seul tenant tout i fait séparées, ou encore
n'ayant en commun que des points isolés, le méme mot de feuillet
fagon courante de la représentation paramétrique [voir dans le tome III les articles
de géométrie infinitésimale].

88) These, Cambridge U. 8. A. 1901; Proc. Amer. Acad. arts sc. 87 (1901/2),
p. 281; voir aussi F. Geck, Diss. Tubingue 1900; Math.-naturw. Mitt, Wiirttemb.
{2) 6 (1904), p. 65.
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sert souvent & désigner I'une de ces portions. La différence avec la
notion précédente consiste en ce qu'une de ces portions peut se couper
elle-méme sans cesser de former un seul feuillet.

En étroite parenté avec la notion de surface se trouve la notion
de membrane infiniment mince, susceptible de changer de forme de
certaines manidres. On peut faire d’ailleurs des hypotheses assez di-
verses sur la déformation d'une telle membrane. On peut par exemple
avec (. F. Gauss®) supposer quelle ne soit ni extensible ni pliable
et envisager, en g'en reportant au témoignage des sens par exemple,
les changements de forme des lors possibles ainsi que les propriétés
qui se conservent dans ce changement; on peut supposer aussi que
la surface soit susceptible d’extensions de différentes sortes, par exemple
de celles qui conservent les angles de la forme primitive, ou de celles
pour lesquelles un faisceau donné d'avance de lignes géodésiques reste
constamment formé de lignes géodésiques. On peut également ad-
mettre des duplicatures®).

12. Recherches contemporaines sur la notion de surface. ,On
voit d’aprds ce qui précede que le point de vue analytique de K. Weier-
strass pour la définition d'une courbe est susceptible de généralisation
dans le cas de trois dimengions pour la définition d’'une surface. On
g'est assez peu préoccupé jusqu'ici de points de vue analogues & ceux
de C. Jordan et de @. Canfor. Je me bornerai & indiquer ici les quelques
endroits od il est fait allusion & ce sujet*

,Dans son Cours d'analyse, C. Jordan®"), qui parle trés longuement
de 1a notion de ligne, se borne pour les surfaces & donner la défini-
tion suivante:

Soient (x, v) un point du plan, (z, ¥, #) un point de I'espace et
supposons qu’on aif

z=p(,0), Y=H0), =g 0),
les fonctions g, ¢y, @y ayant des dérivées du premier ordre continues,
telles que les trois jacobiens du tableau
29, Gy 09 |

B o du
09 09 9 ]
| ov  dv  0v |

89) Commentat. Soc. Goth. recent. 6 (1823/7), éd. Gottingue 1828, math. p. 121,
mém, n° 4 (§ 13) [1827]; Werke 4, Gottingue 1880, p. 237,

90) On pourra consulter au sujet des ces questions S. Finsterwalder, Jahresb.
deutach. Math.-Ver. 6? (1897), éd. Leipzig 1899, p. 45.

91) Cours d'Analyse, (2 éd.) 1, Paris 1893, p. 146; (3° éd.) 1, Paris 1909,
p. 147,
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ne soient pas nuls, et enfin telles qua deux points (w,v) différents
correspondent deux points (z, y, #) différents, tout cela quand (u, v)
déerit un domaine Fj; le point z, y, # sera dit décrire une surface.

,On voit combien, dans cette définition les hypothdses sont plus
restrictives que dans celle de la ligne de Jordan*

JH. Lebesgue®®), qui s'occupe de Ja notion de surface & propos du
probléme des aires, est trés bref au sujet de la définition & donner
& ce mot”

H. Minkowski®) introduit les définitions suivantes. Il appelle
corps convexe un ensemble fermé dans I'espace & trois dimensions qui
a en commun avec une droite, soit tout un segment, soit un point,
soit aueun point et qui, enfin, ne se réduit pas & un plan. 11 appelle
surface conveze la frontitre totale (au sens cantorien) d’un corps con-
vexe, surface fermée un ensemble de points divisant Tespace en deux
ensembles séparés dont la surface donnde forme toute la limite com-
mune. Ces définitions lui permettent d’obtenir une définition assez
générale de l'aire, et des propriétés de cette aire [voir encore & ce
sujet 1I 2, 18, 19, 20]*

L. D. Ames®) a aussi envisagé une question analogue dans le but
Jétendre & lespace la démonstration du théoréme de Jordan. Il in-
troduit pour cela la notion d'angle solide. Ses hypothéses sont tout
aussi restrictives que celles de C. Jordan (existence de dérivées con-
tinues nécessaire).”

,On doit enfin rattacher au point de vue qui nous oceupe les
recherches sur les correspondances entre les continuums & m et p di-
mensions [voir 1I 2, n** 16, 17].*

Cest le point de vue cantorien qui a été étudié le dernier et
tout & fait récemment. Des difficultés se présentent dans l'espace &
trois dimensions, un peu analogues  celles que l'on rencontre quand
on passe de I'étude des ensembles & une dimension & Vétude des en-
sembles plans. Tandis quun grand nombre de propriétés générales
des ensembles s'étendent immédiatement aux ensembles dans Vespace
a n dimensions, certaines propriétés au contraire sont plus délicates
& généraliser. D'une fagon générale ce sont celles qui se rapportent
3 Détude des variétés particulieres & l'espace considéré.”

LAinsi la distinetion dans l'espace E, (3 deux dimensions) entre
le continuum ligne et le continuum surface n'a pas d’équivalent dans

99) Ann. mat. pura appl. (3) 7 (1902), p. 68.
93) Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 97 (1900), éd. Leipzig 1901, p. 115/21.
94) Amer. J. math. 27 (1905), p. 348.
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Pespace 4 une dimension E; ot tout continuum est un segment. Clest
pour cela que l'étude de la ligne dans le plan, et naturellement aussi
de la surface dans I'espace ordinaire, donnent liew & des difficultés*

L. Zoretti*®®) a proposé une définition cantorienne de la surface
en démontrant d’abord le théordme suivant: Ia condition nécessaive et
suffisante pour quun ensemble continu au sens de G. Cantor %), de Uespace
a deux dimensions E,, soit une ligne, est quw'dtant donné un point quel-
conque a de Uensemble, on puisse trowver wne droite au moins passant
par a n ayam‘ pas en avee ble un bl ti
contenant a.*

+Ce théoreme permet alors de remplacer la définition de la ligne
cantorienne par une définition équivalente et susceptible d’extelmon a
Tespace F,.*

On appellera ligne dans Vespace F, un ensemble continu tel
que, étant donné un point quelconque a de Iensemble, il existe au
moins un plan passant par @ qui n'a pas avee ensemble un continu
linéaire en commun. Dans le cas contraire lensemble sera une sur-
face ou un volume suivant qu'il contient ou non des points intérieurs.*

95) C. R. Acad. se. Paris 150 (1910), p. 1505.

1113, EXPOSE PARALLELE DU DEVELOPPEMENT
DE LA GEOMETRIE SYNTHETIQUE ET DE LA
GEOMETRIE ANALYTIQUE PENDANT LE
192 STICLE.

Exposf, D’APRES L’ARTICLE ALLEMAND DE G. FANO (TurIx),
PaR- 8. CARRUS (ArgER).

Remarques générales. Délimitation du sujet: Développement
de Ja géométric au 19%me gidele 4 partir de Monge.

1. Caractéres distinetifs des deux géométries. On distingne
généralement deux sortes de géométries: la glomeirie synthétique, qui
considére les figures en elles-mémes, et la géométrie analytigue, qui
établit ses résultats en ayant recours i I'analyse. 11 était naturel que,
de ces deux méthodes pour étudier les figures géométriques, la premisre
exclusivement fat employée dans antiquité, tandis que la seconde
parfit seulement au 17%m¢ gigcle, apres la naissance de algibre, comme
application de celle-ci & la théorie des courbes.

Nous pouvons tout d’abord concevoir la géométrie comme une
selence autonome, néc de considérations d’espace. Klle se sert de
notions fondamentales (point, ligne droite, etc.) et s'appuie sur une
séric de propositions ou postulats tirés de notre perception mais
soumis ensuite & une abstraction qui a aussi pour effet de leur donner
une forme plus précise. Partant de 13, on arrive par déduction i des
résultats abstraits, applicables au monde physique!) par une opération
en quelque sorte inverse, c’est a dire en passant de Vabstrait (mathé-
matique) au concret (physique). Le choix des postulats nécessaires,

1) Ces résultats abstraits sont aussi susceptibles d'interprétations multiples;
il suffit de donner aux notions fondamentales: point, ligne droite, . . ., d’autres
significations, différentes de leurs significations habituelles, mais satisfaisant
elles aussi aux postulats que l'on a adoptés. Il en a 6té ainsi surtout dans les
recherches “sur la géométrie & plusieurs dimensions [ef. 111 25].
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Jeur énonciation précise, les recherches concernant leur compatibilité
et leur indépendance, sont des problomes difficiles et en méme temps
fondamentaux [ef IIT 1].

Dautre part, nous pouvons supposer connue l'arithmétique, ou
plus généralement Panalyse, c'est-d-dire les propriétés fondamentales
des nombres; ces propriétés se déduisent également de certains prin-
cipes, moins nombreux toutefois et beaucoup plus simples que ceux
de la géométrie. Si nous appelons point I'élément analytique formé
de trois mombres (appelés coordonnées), plan l'ensemble de tous les
points (c'est-d-dire de tous les groupes de trois nombres) qui vérifient
une équation linéaire déterminée & trois variables, ete., il résulte im-
médiatement de théoremes analytiques que les propositions géométri-
ques relatives a la détermination des lignes droites et des plans par
deux ou trois points (en position générale), de méme que celles rela-
tives aux intersections des droites et des plans, sont toutes vérifies;
et 1a continuité de espace (défini analytiquement) résulte de la con-
tinuité des mombres. Partant de la, on peut établir une théorie de
Tespace analytique qui #identifie avec la géométrie, sans que T'on soit
obligé de faire appel a Vexamen des figures ou a des notjons et
opérations géométriques. On remplace les figures géométriques par
des éléments analytiques (leurs ,coordonnées” ou ,leurs équations®) aux-
quels les méthodes du calcul sont applicables. FPasser d’une figure
4 une autre revient & déduire V'équation de la deuxieme de Véquation
de la premidre; les vérités géométriques servent de représentation aux
relations analytiques. Clest la ,géométric analytique; la premiére
gappelle par opposition ,géométrie synthétique.

2. Notions fondamentales de la géométrie enalytique. La
,théorie analytique de L'espace” telle que nous venons de I’esquisser doit
son origine & Vidée de ,représenter” les points du plan ou de I'espace
par deux ou trois nombres qu'on appela les coordonnées de ces points?).

Le principe général que R. Descartes et P. de Fermal établirent
pour les courbes d'un plan, et qu'ils esquissérent aussi pour la géo-
métrie de Tespace, a recu de nos jours des applications et des générali-
sations multiples [cf. IIL7].

Dans chaque forme fondamentale de rang un, deux ou trois [n° 91,
dont I'élément est le point, la ligne droite ou le plan, on peut représenter
et méme de plusicurs manidres ces éléments par des coordonnées; les
co® cercles d’un plan et les oco* sphéres de l'espace peuvent aussi étre
représentés par des coordonnées que L'on sait définir géométriquement,

2) Voir sur ce sujet IIT17, n* 1 & 17 et 11122 n>° 1 & 18.
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ces coordonnées étant toujours des grandeurs géométriques déterminées,
liées & Pélément considéré. Un caractére essentiel de tout systéme de
coordonnées est que les coordonndes doivent déterminer d'une fagon unique
la figure considérée, et imversement, de telle sorfe que, quand on fail
varier d'une fagon continue les coords la figure correspondante varie
aussi avec continwité et inversement.

JL'exemple des coordonnées pentasphériques introduites par
G. Darbouz montre cependant que le principe peut &tre en défaut pour
certaines figures exceptionnelles ou certains systémes exceptionnels
de coordonnées (plan et cercle de Iinfini).*

En général, toute figure peut étre déterminée par un certain
nombre k de coordonnées indépendantes. Mais il peut parfois étre
utile d’employer k 4+ 1 coordonnées homogénes ou méme d'augmenter
encore le nombre de coordonnées, qui des lors ne sont plus indépen-
dantes, mais doivent vérifier identiquement un nombre correspondant
d6quations de condition. Clest le cas, par exemple, des coordonnées
introduites par J. Plicker pour la représentation des lignes droites dans
Tespace [III 27], des coordonnées pentaédriques pour la représentation
des surfaces du troisidme ordre [IIT 241%).

Lorsqu'on a introduit, dans un ensemble de figures, un certain
systeme de coordonnées, on peut y définir des ensembles plus petits
en soumettant les k coordonnées d'une figure & une ou plusieurs
équations entre & variables. On dit alors que le groupe considéré
est représenté par cette équation ou ce systtme d’équations.

Inversement, toute équation et tout systéme d’équations compa-
tibles sont susceptibles d'interprétations géométriques diverses, corres-
pondant aux diverses interprétations que Ton peut donner aux vari-
ables considérées comme des coordonnées.

Ceci nous permet d'étendre d'une fagon remarquable la notion de
coordonnées. Si Von introduit dans I'équation d'une figure (écrite
par exemple en coordonnées pouctuelles) un nombre quelconque (fini)
de parametres, si Fon considére ensuite la totalité des figures dont les
équations correspondent & tous les systemes de valeurs possibles de
ces parametres, si enfin I'équation donnée remplit la condition que
chaque figure du groupe corresponde?) & un systéme unique de va-

3) ('est & co point de vue que se place principalement P. Serret [Géométrie
de directi lication des données polyédriques, Paris 1869] qui a montré
Y'usage qu'on peut faire de ces wcoordonndes polyédrigues*.

4) Méme dans le cas d'un nombre discontinu de systtmes de valeurs, on
peut, par des conditions appropriées, établir la correspondance univoque et réci-
proque entre les valeurs des parametres et les figures
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leurs ou du moins & un nombre discontinu de systémes de valeurs
des parametres, de telle sorte qu'une variation continue des paramétres
améne une variation continue de la figure et inversement, nous pou-
vons prendre les paramétres introduits comme coordonnces de la figare
correspondante dans le groupe considérs.

Cette considération s'applique continuellement aux systémes liné-
aires de courbes et de surfaces algébriques, en particulier au systdme
formé de toutes les courbes planes ou de toutes les surfaces dun
ordre donné, et aux involutions dans les formes de premiere espéce.
('est ainsi, et en appliquant méme cette méthode plusienrs fois de
suite, qu'on arrive & étendre la conception des coordonnées & beau-
coup d'autres eycles de figures géométriques.

Pour interpréter géométriquement les équations contenant plu-
sieurs séries de variables, on interpréte les variables de chaque série
isolée comme coordonnées dun élément d’un ensemble particulier;
cette interprétation se rapporte alors i la totalité des figures formdes,
de toutes les facons possibles, en prenant un élément dans chacun des
ensembles. Ces éléments ne sont pas néeessairement de la méme nature;
Lexemple le plus simple relatif aux éléments hétérogénes mous est
fourni par les connezes®) du plan, que 4. Clebsch®) a le premier étudiés.

Linterprétation géométrique des équations différentielles imaginée
par G. Monge") et reprise plus tard par P.du Bois-Reymond®) et S. Lie*)
doit 2tre considérée aussi comme une extension de Iinterprétation des

5) ,Un est rep té par une équation f(z,y,z,u,v,w) = 0
entre les coordonnées homogénes 2, y, # d’un point du plan et les coordonnées
tangentielles homogénes w, », w d'une droite. A tout point z,, ¥, #, du plan
correspondent une infinité de droites qui enveloppent une courbe. A toute droite
Uy, ¥y, Wy correspondent une infinité de points situés sur une courbe.*

6) Nachr. Ges. GUtt. 1872, p. 429; Math. Ann. 6 (1873), p. 203. La notion
de connexe apparait déja damns J. Phicker, Analytisch-geometrische Entwicke-
lungen 2, Essen 1831, (§ 2).

7) Hist. Acad. sc. Paris 1784, éd. 1787, p. 502; Feuilles d’analyse appliquée
a la géométrie & l'usage de I'Ecole polytechnique, publides la premidre année de
cette école, Paris an III, par . Monge, éd. Paris Thermidor an IX; les éditions
suivantes sont publiées sous le titre: Application de 'analyse & la géométrie;
derniére édition publiée par J. Liouville, Paris 1850; voir en particulier I'addition
p. 420 et suiv.

8) Beitriige zur Interpretation der partiellen Differentialgleichungen mit
drei Variablen, Leipzig 1864.

9) Déja dans ses premiers travauz, de 1870 4 1881, S. Lie utilisc la géométrie
de Ia ligne droite de J. Plicker et la géométrie des sphéres pour étudier la théorie
des équations différentielles. Les notions fondamentales qui se rapportent a
linterprétation géométrique des équations différentielles se trouvent déja dans les
mémoires de 1872 [Forhandlinger Videnskabs Selskabet Christiania 1872, éd. 1873,
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quations finies par des figures géométriques. De méme qu'on inter-
préte un systéme de valeurs de z, y ou de 2, y, 2, comme représentant
un point du plan ou de l'espace, on peut interpréter un systéme de
valeurs de

z 9,y <0f1 ¥ =;Z)
ou de

z, ¥, 2, de:dy:dz
ou de

z oy

comme représentant un élément lindaire du plan ou de l'espace ou un
élément de surface. Une équation différentielle représente un certain
ensemble de ces éléments, et le probléme de Iintégration de cette équa-
tion peut alors facilement étre interprété géométriquement [ef. II 16;
11 215 11 22 et dans l'article actuel III 3 ce qui a trait aux recherches
de 8. Lie].

La détermination de figures géométrigues par des coordonndes, et
la représentation densembles de ces figures, cest-d-dire encore de figures,
par des éguations sont les deuz notions fondamentales de la géomélrie
analytique; le reste n'est quune question de caleuls (au sens le plus
général) e'est-a-dire de problemes d’analyse. Toute figure représentée
par une équation, peut d’ailleurs, en général, étre définie aussi au moyen
de coordonndes; il suffit de considérer comme telles les constantes
qui entrent dans son équation; et toute figure qui peut étre définie
par des coordonnées peut étre considérée comme un élément commun
(intersection) & certains ensembles dont chacun est représenté par une
équation (obtenue en égalant 4 une constante chacune des eoordonnées
sug-dites),

3. Relations mutuelles des deux géométries. Toute question
géométrique peut étre traitée soit analytiquement, soit synthétique-
went. Dans la méthode analytique il y a trois phases essentielles
a distinguer:

1°) La traduction analytique du probleme, dans laquelle il gagit
d'exprimer les conditions du probleme par des équations, cest-i-dire
»de les éerire dans la langue de la géométrie analytique.

2°) La déduction, en partant de ce systeme d’équations, des autres

P 24/7; Nachr. Ges. Gott. 1872, p. 473] et regoivent dés lors des applications
continuelles. Cette interprétation a 6t6 exposée en détail dans S. Lie, Geometrie
der Beriihrungstransformationen 1, Leipzig 1896. Voir aussi les trois chapitres
que F. Engel a tirés du second volume (non achevé); ces trois chapitres ont été
publiés: Math. Ann. 59 (1904), p. 193.
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équations ou des valenrs des coordonnées qui représentent les figures
cherchées; clest dans ce probleme purement analytique que consiste
le secours apporté par lanalyse & la géométrie.

3%) L'interprétation géométrique des résultats acquis analytiquement.

Le passage exigé par les phases (1°) et (3°) d'une relation géo-
métrique & sa représentation analytique et inversement se fait souvent
d'une fagon immédiate presque inconsciente. Au contraire, les trans-
formations comprises dans la phase (2°) reposent sur une série d'opé-
rations analytiques générales qui se présentent constamment (par exemple:
équations de la ligne droite et da plan déterminés par deux ou trois
points donnés, intersection de droites et de plans, équations de tan-
gentes et de plans tangents & des courbes ou des surfaces donndes,
formation de systémes linéaires d’équations, ...) et qui constituent
Tessence de la géométrie analytique.

Malgré leur opposition apparente, on peut reconnaitre & beaucoup
d'égards dans les deux géométries le méme fil conducteur. Que Yon
traite une question quelconque d'une fagon ou d'une autre, la suite
des idées reste en général la méme; il n'y a de changée que la fagon
de sexprimer, que la ,langue’. En fait, toute considération synthé-
tique peut &tre ,traduite analytiquement®; et d'une série d’opérations
synthétiques partant d'une certaine figure (A) pour aboutir & une
asutre (B) découle, par traduction, ume opération analytique qui
permet de déduire des équations de la figure A les équations de B,
ce qui constitue la seconde phase de la méthode analytique. In-
versement, tout calcul peut en général étre interprété géométriquement,
et cela de facons trés différentes suivant la signification, comme
coordonnées, que l'on domne aux variables; en sorte quune méme
série d'opérations analytiques peut servir & traiter différentes questions
géométriques (dans un certain sens équivalentes).

Griice & ces interprétations géométriques, bien des considérations
analytiques peuvent étre éclaircies, en sorte que la géométrie vient a
son tour au secours de Panmalyse. Clest ce qui arrive, par exemple,
dans la théorie des équations différentielles mentionnée au n° 2 [ef.
n° 5 et le chapitre consaeré & un apergu sur les recherches de géo-
métrie difiérentielle]. De méme anssi, la notion de dérivée d'une
fonetion réelle y — f(«) [1I 1, 10] devient claire dés que I'on considére
la tangente & la courbe y = f(2).

4. Plan de l'exposé suivant. Ce fut un des mérites de la
méthode analytique d'avoir rendu accessibles & la géométrie la con-
ception et la résolution des probléemes dans toute leur généralité, ce

5. La situation & I’époque de Monge. 191

qui apparaissait autrefois comme un avantage particulier de T'analyse.
Mais la géométrie synthétique a atteint elle aussi au 19%=° sitcle, dans
le domaine algébrique, par de nouvelles méthodes, & une généralité
aussi compléte.

Sans pousser notre paralléle jusqu'aux recherches les plus récentes
de la théorie des ensembles [I7; IL2; ITI 2, 8, 9] mous nous pro-
posons dans Vexposé suivant de montrer comment les deux methodes se
sont développées ¢t pénétrées au cours du 191 siécle, et comment dans
les résultats acquis par les recherches fondamentales on peut sowvent
faire la part de Vune et de Uautre méthode.

5. La situation 3 I'’épogue de Monge. L'introduction en géo-
métrie de la notion de eoordonnées, et peu aprés (a la fin du 17%me
siscle), invention du calcul infinitésimal [II 3] par I Newton et
G. W. Leibniz, ouvrirent aux mathématiques un vaste champ d'action.
Des problémes anciens, qui paraissaient inaccessibles & la géométrie
synthétique, se traitaient par les nouvelles méthodes avec une facilité
surprenante; un exemple frappant nous en est fourni par la théorie
des relations infinitésimales des courbes et des surfaces'), théorie
dont, surtout, 4. C. Clairaut't) et L. Euler'®) posérent les fondements.

Mais®®) & la fin du 18 sidcle, ce programme commengait &
paraitre épuisé. Au contraire, des méthodes précises de recherches
préparaient aux sciences expérimentales le développement considérable
qu'elles ont eu depuis. J. L. Lagrange lui-méme se tourmait vers
la chimie et dans leurs recherches mathématiques, 4. M. Ampére,
S. D. Poisson, A. L. Cauchy avaient en vue surtout une application
des méthodes analytiques 3 la mécanique et & la physique molé-
culaire.

,La géométrie moderne, cest un titre que nous devons revendiquer
pour elle, est venue dés la fin du 18°=° sidcle contribuer dans
une large mesure au renouvellement de la science mathématique tout
entitre en offrant aux recherches une voie nouvelle et féconde.

L. N. M.Carnot par I, Eesai sur les transversales® et la ,Géométrie de
position®, G. Monge surtout par la création de la géométrie degeriptive

10) Voir & ce sujet les articles consacrés & la géométrio infinitésimale.

11) Recherches sur les courbes i double courbure, Paris 1731.

12) Introductio in analysin infinitorum 2, Lausanne 1748; trad. J. B. Labey,
Introduction 2 I'analyse infinitésimale 2, Paris an V; Recherches sur la courbure
des surfaces [Hist. Acad. Berlin 16 (1760), éd. 1767, p. 119/43].

13) G. Darbouz, Etude sur le dévelop t des méthodes géométriques:
conférence faite au Congres de St Louis en 1904, éd. Paris 1904, p. 8; Bull. sc.
math. (2) 28 (1904), p. 284/63.
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et par ses belles théories sur la génération des surfaces sont venus
renouer une chaine qui paraissait brisée.“*

A cette fin du 18%me sizcle régne en France un foyer dactivité et
tout se groupe autour de I'Hcole polytechnique nouvellement fondde.
G. Monge est & la tite de ce mouvement. Le premier, dans son
traité capital ,Application de Ianalyse 4 la géométrie?, il tire parti
de la géométrie en vue d'une théorie purement analytique, la théorie
des équations différentielles particlles et totales, en méme temps qu'il
formale certains problemes relatifs & la théorie des surfaces; il cherche
en particulier, par des constructions géométriques, i entrer dans lu
compréhension des équations aux dérivées partielles et des problemes
d’intégration qui 8’y rapportent.

G. Monge, publia aussi ses ,Lecons de géomélrie deseriptive14),
Bien que ce fat essentiellement un ouvrage d’organisation, desting 3
amener Penseignement de la géométrie descriptive 4 une forme stable,
et & la rendre accessible & un plus grand nombre de personnes [1IT 10]
il wen constituait pas moins un premier pas vers la renaissance de la
glométrie synthilique. Dans ce domaine, nous pouvons distinguer comme
points principaux de l'euvre de G. Monge les deux points suivants:

1°) L’emploi systématique des projections, bien qu'uniquement des
projections orthogonales, pour étudier & fond les figures & trois dimen-
sions, leurs relations entre elles et avec des figures & deux dimensions,
et aussi pour déduire les propriétés dune figure de celles de ses
projections et inverscment. Cet emploi des projections sest élevé,
depuis, jusqua devenir une veritable méthode de recherche.

2°) L'inauguration d’une nouvelle méthode de démonstration, qui
aurait été rejetée par les anciens géométres comme peu rigoureuse et
inadmissible, mais qui devait se montrer trés féconde entre les mains
de G. Monge et de ses éléves: la methode des relations contingentes'®),
Elle consiste & considérer comme fortuite (»eontingente) la présence
ou labsence de certaines circonstances et par suite & regarder une
proposition, démontrée dans le cas de leur présence, (par cxemple en
supposant quune quadrique est rencontrée par une certaine droite),
comme démontrée dans le cas général, c'est-d-dire dans le cas aussi
ot Ia droite en question ne rencontre pas la quadrique'®).  Cette
N —147\/"§éances des Ecoles normales, Paris an 1IT; Legons de géométrie descrip-
tive, (1% éd.) Paris an VIL

15) Désignation de M. Chasles, Apergu historique sur l'origine ot le déve-
loppement des méthodes en géomdtrie, (2° éd.) Paris 1875, p. 197 et suiv.: Voir
aussi id. p. 367/9 (note XXIV),

18) G. Monge, Legous de géométrie descriptive, (2* éd.) Paris 1811, p. 51
et suiv.; (4° éd.) Paris 1820, p. 43 et suiv.

i
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heureuse idée ne devait étre justifiée que plus tard par le ,principe
de continuité® de J. V. Poncelet |n° 7}, par la traduction analytique
de la démonstration, et enfin par la théorie des imaginaires {n 14
et suivants].

oAl faut insister sur ce caractére de l'ensemble de I'euvre de
G. Monge: le rénovateur de la géométrie moderne nous a montré des
le début, ses successeurs Pont peut-étre oublié, que lalliance de la
géométrie et de lanalyse est utile et féconde, que cette alliance est
peut-étre une condition de succés pour l'une et pour Pautre '7)«*

6. Les premiers successeurs de Monge. Les éleves de G. Monge
et ses premiers successeurs s'appliquent & retrouver géométriquement,
sans secours étranger, par les nouvelles méthodes, les nombreux théo-
Témes acquis & la géométrie par la méthode des coordonnées.

A cet égard, il faut citer en premiére ligne plusieurs des travaux
de L. N. M. Carnot™). 1l se sert avec prédilection des considérations
de transversales qui partent d'une généralisation du théoreme de
DMenelas concernant les points d'intersection d’une courbe plane (au
lieu de la ligne droite) avec les cotds dun triangle. La théorie des
coniques et des quadriques [1II 17; III 18; 111 22] S'est dés lors tout parti-
culierement développée. La théorie des polaires, traitée déja & maintes
reprises par (. Monge, conduit Ch. J. Brianchon) a son théortme sur
Ihexagone circonserit & une conique'). Et dominant le tout, le
»Iraité des propriéiés projectives des figures” de J. V. Poncelet constitue
enfin le premier exposé systématique de la ,géamétrie projective?
{IIL 8] au sens actuel du mot.

Etablissement de la géométrie synthétique par Poncelet, Mébius,
Steiner et Chasles,

7. L'uvre de Poncelet. ,Comme caractire de I'ensemble de

Toeuvre de . Monge nous avous relevé I'allianes heureuse de la géométrie
et de Uanalyse. J. V. Poncelet néglige tout ce qui se rattache i Vana-
lyse de K. Descarfes ou ce qui concerne la géométrie infinitésimale

17) ,G. Darbour, Dével. méthodes géom.'®, p. 7; Bull. sc. math. (2) 28
(1904), p. 236.%

18) ,De la corrélation des fignres de géométrie, Paris an IX (1801); Géo-
métrie de position, Paris an XI (1503);* Mémoire sur la relation qui existe entre
les distances respectives de cing points quelconques prie dans I'espace, suivi d'un
essai sur la théori¢ des transversales, Paris 1806 (ce dernier mémoire est cité
fréquermment sous le nowm de ,Essai sur la théorie des tranaversales®).

19) 1. Ee. polyt. (1) cah. 13 (1806), p. 297; (1) cah. 19 (1828), p. 188,
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et attache exclusivement i développer les recherches purement géo-
métriques de (. Monge."

Le ,Traité?) des propriétés projectives® de J. V. Poncelet mar-
que le vrai commencement de la géométrie synthétique moderne,
puisque beaucoup de notions et de points de vue modernes y sont
pour la premitre fois formulés avec précision, et appliqués d'une
fagon rationnelle. Les points & mettre en relief sont les suivants:

1°) J. V. Poncelet introduit dans son ,Traité” des le début?) la
notion la plus générale de projection, la projection centrale et hase
sur elle une méthode pour déduire des propriétés de figures simples,
les propriétés d’autres figures plus compliquées, qui en sont des pro-
jections. lci se présente d'elle-méme la différence entre les propriétes
projectives des figures, cest-i-dire celles qui subsistent dans les projec-
tions?) |cf. I11 8], ot les proprictis non projectives; aux premitres ap-
partiennent toutes les propriétés de position, mals par contre certaines
propriétés metriques seulement™); parmi celles-ci, J. V. Poncelet met
en évidence®) le rapport anharmonique®) de quatre points d'une
droite, rapport qui s'était déja présenté & Ch. J. Brianchon®) et dont
Yinvariance par une projection quelconque résulte d'un théordme bien
connu de Pappus®).

Dans Vemploi systématique de la projection centrale, la notion
dinfiniment dloigné apparait & chaque instant et J. V. Poncelet est con-
duit 3 considérer Vinfiniment éloigné du plan comme une ligne droite
de direction indéterminée®), l'infiniment éloigné de U'espace comme un
plan de position indéterminée®) et a dtablir ensuite des théoremes
généraux sur des relations de position. A la projection centrale il

20) Traité des proprictés projectives des figures. (1 éd.) Paris 18225 (2°éd.1 1,
Paris 1865; 2, Paris 1866.

21) Id. (2° éd.) 1, p. 3/25

92) Id. (2 1, po 4%

23) Id. (2¢ éd.) 1, p. 6.

24) Id. (2° éd) 1, p. 12.

25) ,Au lieu de dire rapport anharmonique (cette derniére expression n'ayant

été introduite que par M. Chasles) on pourrait employer le nom trés expressif

de double rapport qui correspond exactement & la locution Doppelverhiltniss em-
ployée en allemand. II convient toutefois de nous conformer ici 2 l'usage frangais*.

26) Mémoire sur les lignes du second ordre, Paris 1817.

27) Swrayoyy pedquparoa], livee 7, prop. 129: édité d'abord en latin par
F. Commandin, Venise 1688; éd. F. Hultsch, Pappi Alexandrini collectionis libri
quae supersunt libris manu scriptis 2, Berlin 1877, p. 8702,

28) Propriétés projectives "), (2¢ éd.) 1, p. 48/9.

29) Id. (2° éd.) 1, p. 361.
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joint la considération des figures homologiques dans le plan®) et dans
Pespace®) (perapective relief), faisant ainsi un premier pas vers la
considération des relations homographiques entre les formes fondamen-
tales de rang deux ou trois.

20) Dans la théorie des sections coniques et des surfaces du
second degré, telle qu'on la trouve déja développée dans le ,Traité
des propriétés projectives des figures®)* mais encore plus dans le
Mémoire sur la théorie générale des polaires réciproques” présenté par
J. V. Poncelet 3 I'Académie des sciences de Paris en 1824 mais publié
seulement en un court extrait®®) en 1826 et in extenso®) en 1829, se
trouve un essai remarquable sur le principe de dualité. Cette relation
fondamentale entre le point et la droite dans le plan, de méme qu'entre
le point et le plan dans espace, J. D. Gergonne™) chercha, dans trois
mémoires parus de 1827 & 1829, a la justifier, en remarquant que les
théoremes fondamentaux de la géométrie permettent ces échanges de
mots®), et que, comme une loi de symétrie, ce principe de dualité do-
mine toute la géométrie du plan et de I'espace. Ce fut le début d'une
diseussion de priorité entre J. V. Poncelet et J. D. Gergonne™). Wil est
vrai que la loi de dualité ne devait étre congue, justifiée et appliquée
dans toute sa généralité que plus tard par A. F. Mobius et J. Pliicker
|0 8,12], J. V. Poncelet fut cependant le premier qui reconnut et mit
formellement en évidence U'importance considérable de cette loi dans un
cas particulier, la transformation par polaires réciproques, tandis que
J. D. Gergonne reconnut Vexistence de cette loi générale dans les pre-
miers éléments de la géométrie, mais se borna & en observer les mani-
festations.

Cest J. D. Gergonne qui a émis l'idée du principe de dualité
en géométrie, idée inspirée, on peut le croire, par les beaux résultats
de la théorie des polaires réciproques de .J. V. Poncelet, seule mé-
thode que l'on connut alors pour les transformations de cette na-
ture® 3,

30) Propriétés projectives®’), (2° éd.) 1, p. 154/5.

31) 1d. (2* 6d.) 1, p. 357/405.

32) Ann. math. pures appl. 17 (1826/7), p. 265.

33) J. reine angew. Math. 4 (1829),p.1; Propriétés projectives®®), (2°éd.) 2, p. 57.

34) Ann. math, pures appl. 16 (1824/5), p. 167; 16 (1825/6), p. 209; 17 (1826/7),
p. 214.

35) En termes modernes, nne transformation automorphe* avec 1a période 2.

36) Of. E. Kitter, Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 5* (1896), éd. 1901, p. 160.

37) M. Chasls, Rapport sur les progrés de la géométrie, Paria 1870,
p. 59.7
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Voici comment, d'autre part, G. Darbouz®) caractérise la part
qui revient respectivement & J. V. Poncclet et & J. D. Gergonne dans
cette découverte.

»En introduisant les polaires réciproques, J. V. Poncelet faisait au
plus haut degré ceuvre d'inventeur; car il donnait le premier exemple
Q'une transformation dans laquelle & un point correspondait autre
chose quun point. Toute méthode de transformation permet de
multiplier le nombre des théordmes, mais celle des polaires réciproques
avait l'avantage de faire correspondre 3 une proposition une autre
proposition d'aspect tout différent. Il y avait la un fait essentiellement
nouveau. Pour le mettre en évidence, oJ. D). Gergonne inventa le systome
qui depuis a eu tant de succés, des mémoires écrits sur doubles
colonnes avec les propositions corrélatives en regard ..

Tout naturellement alors, J. D. Gergonne dut s'apercevoir que
Von pouvait passer des premiers théoremes aux théorémes corrélatifs
en échangeant les mots point et droite, et faisant les autres substitu-
tions qui s'en déduisent, et ce simple procédé mécanique substitug
aux démonstrations de J. V. Poncelei qui exigeaient lintermédiaire
d'une courbe ou d'une surface dut lui donner ainsi lidée du principe
de dualité*

3°) Chez J. V. Poncelet apparait sous la forme du principe de
continuité 111 4 n* 5, 7] une sorte de justification, mais pas encore
une véritable démonstration, de la ,Méthode des relations contingentes®
que (. Monge avait déja employée [cf. n° 5].

»Des qu'une figure procéde d’une autre par variation continue
et quelle est aussi générale que celle-ci, toute propriété démontrée sur
la premitre peut &tre attribuée sans plus & la seconde™).«

Cela revient & admettre que, dés qu'une propriété existe dans un
certain cas, elle ne peut disparaitre au cours d’une variation continue
et que par suite on a le droit de conclure du cas ol certains éléments
exigés par la démonstration se présentent sous forme réelle, au cas o
ces éléments sont idéau.

Ce principe, J. V. Poncelet cherche & le justitier par analogie avee
la méthode des coordonnées, clest-d-dire avec Falgebre®). Kt pour

38) G Durboux, Dével. méthodes géom.'™), p. 8; Bull. sc. math. (25 28
(1904), p. 237/

39) Of. Propriétés projectives??), 2* éd.) introduction, p, XII et suiv. Pour

d'autres détails sur le principe de ité, ef  Considérations phil it

P
ques et techniques sur le principe de continuité dans les lois géométriquest -

[Applications d'analyse et de géométrie 2, Paris 1864, p. 296/312].
40) On sait qu'il existe un grand nombre d'opérations analytiques qui ne
sont possibles que dens le domaine complexe et conduisent & un résultat simple
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vester fidele & Panalogie entre les idées et la langue*t) il parle sans
plus de corde idéale commune & deux sections coniques et de points
d'intersection. imaginaires et reconnait dans ces ezpressions purement
figurées, mais fondées sur des rapports exacls et rigoureux*?) le seul
moyen par lequel la géométrie synthétique puisse s'élever 3 une
généralité aussi compléte que I'analyse. Il arrive ainsi & cette remar-
que®) que tous les cercles d'un plan ont idéalement deuz points sma-
ginaires communs d Uinfini et que*) deux quelconques de ces cercles
ont une corde commune réelle ou imaginaire 4 distance finie, qui va
elle aussi & l'infini dans le cas de cercles concentriques. De méme,
deux sphéres®) et plus généralement deux quadriques homothétiques,
ont une ‘courbe d'intersection plane réelle ou idéale située a l'infini.
On voit par li que les notions d’ombilics d'un plan et dombilicale
dans T'espace, d’une importance capitale pour le développement ul-
térieur de la science, se trouvent déjd sous une forme précise chez
J. V. Pancelet, et sont employées par lui, pour interpréter projective-
ment des relations métriques.

8. Mobius. ,Les travaux de J. V. Poncelet susciterent partout les
recherches les plus approfondies. On chercha & étudier sous toutes
leurs faces les principes qu'il avait découverts et & en tirer toutes
les conséquences.

Mais il faut, dés maintenant, noter une différence fondamentale

toujours valable; toutes les fois que la solution analytique d'un probléme do
géométrie re raméne 4 un probléme de ce genre, comme cela ge produit & tont
instant en géométrie algébrique, 4 cause de l'intervention du théordme fonda-
mental de 1'algébre [I9,n° 80 & 88] on ne pourra exprimer le résultat, en parti-
culier le nombre de solutions existantes, sans y ajouter un grand nombre de cas
d’exception, & moins d’interpréter les soluti imaginaires tuelles au moyen
d’éléments également ,imaginaires* (assimilés aux réels).

Cest pourquoi il est utile de regarder, de prime abord, dans les développe-
ments analytiques de ce genre, I'espace ponctuel comme 1'ensemble de tous les
groupes de trois nombres complexes ou non, et de définir tout groupe constitué
par trois nombres non tous réels, comme représentant un point imaginaire*
ou ,complexe®, introduction purement formelle, mais cependant rigoureuse des
€léments imaginaires, qui est permise en géométrie analytique.

En géométrie synthétique, il est d’abord nécessaire de faire une extension
correspondante des notions de point, de droite, et¢., comme I'a fait K. G. Chr. von
Staudt [n° 14].

41) Propriétés projectives™), (2° éd.) 1, p. 27.

42) 1d. (2° 6d) 1, p. 35.

43) Id. (2° 6d.) 1, p. 47/8.

44) 1d. (2° 6d) 1, p. 44,

45) Id. (2° éd ) 1, p. 370,
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entre les tendances des grands géometres. Les uns, comme M. Chasles
et J. Steiner, K. G. Chr, von Staudt plus tard, s consacrérent uni-
quement aux recherches de pure géométrie et se proposerent de cons-
tituer une doctrine autonome, rivale de Vanalyse cartésienne. Les
autres, J. D. GGergonne, E. Bobillier, J. Ch. F. Sturm, et en Allemagne
A. I, Mobius et J. Pliicker surtout, perfectionnaient Dinstrument de
R. Descartes et découvraient de nouvelles méthodes s’adaptant en quelque
sorte aux travaux de J. V. Poncelet.

Partout on note la plus grande activité, et comme signe de cette
activité mathématique, on peut relever la grande quantité de journaux
scientifiques qui prirent alors naissance. J. D). Gergonne avait fondé
les ,Amnales de mathématiques’ publides & Nimes de 1810 & 1831
A. Quetelet cvéait en Belgique la ,Correspondance mathématique et
physique®. A. L. Crelle faisait paraitre & Berlin des 1826 son célebre
journal et ¥ publiait les oeuvres de N. H. Abel, de C. G..J Jacobi et
de o[ Steiner.

En Allemagne en particulier, les idées nouvelles et fondamentales
de J. V. Poncelet trouvent le meilleur accueil et elles sont poursuivies
et relides & la géométrie analytique.”

Dans le domaine de la géométrie synthétique, on doit eiter ici
A. F. Mihius qui fut aussi analyste, et J. Steiner.

Daus son ,Caleul harycentrique®®®), . F. Mobius étudie*?)
relation homographique la plus générule entre deux figures planes ou
de lespace, relation qu'il détermine d'une fagon unique par quatre ou
cing couples de points correspondants en position générale. On doit
v remarquer I'éhauche®®) de la classification des proprictis des figures
géomeélrigues suivant les correspondances (homographie, corrélation,
similitude) pour lesquelles ces propriétés sont ,invariantes”; il y fait
souvent intervenir le ,double rapport* qui apparait comme linvariant
fondamental des relations homographiques.

£

La reciprocité des figures planes*®) permet & A. F. Mibius
d’établir, & coté de chaque proposition de géométrie plane concer-
nant des relations de position, la proposition ,corrélative” sams se
servir de la polarité par rapport & une figure du second degré,

16) A. I Miibius, Der barycentrische Caleul, Leipaig 1827; Werke 1, Leipzig
1885, p. 25 388.

17) Der baryr. Calcul*®), p. 301/68; Werke 1, p. 266,318

18) Der barye. Caleul'®), p. 3638; Werke 1, p. 315/8

49) Der baryc. Calcul'®, p. 433/63; Werke 1, p. 37187,
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Gest-a-dire d'établiv le principe de dualité dans sa forme la plus
générale.

9. Steiner. Dans son ouvrage intitulé ,Développement systé-
matique“®), .J. Steiner s'était proposé de réunir les résultats des
recherches faites dans le domaine de la géométrie depuis quelques
dizaines d’années, et de les enchainer de maniére & en faire un exposé
méthodique. Des cing chapitres projetés, un seul a été publié; il con-
tient 'exposé suivant de la géométrie projective:

1°) Enumération des formes fondamentales de divers rangs (ponc-
tuelles, faiscean de droites, ete.).

2) Considération de leur position perspective et des correspon-
dances univoques qui en résultent, complétées par la considération des
éléments infiniment éloignés.

3°) Notion de correspondance projective ou homographique entre
des formes de premiere espéce. Partant de la considération de deux
formes en position perspective, il maintient la correspondance univoque
ainsi établie entre ces formes quand celles-ci (chacune étant consi-
dérée comme un systéme rigide) prennent de nouvelles positions, en
particulier une position obligue, duns laquelle les éléments correspon-
dants ne passent plus I'un par lautre.

4°) Dans deux formes projectives de premitre espece, deux systemes
correspondants de quatre éléments out le méme rapport anharmonique
et lewr relation est determinde d'ume fagon umique par trois couples
déléments correspondants. Sur ces bases, oJ. Steiner développe d'une
facon détaillée la théorie des relations homographiques et les cons-
tructions qui 8’y rapportent.

5°) La génération des sections coniques par des faisceaux pro-
jectifs de droites, et de leurs enveloppes de tangentes par des séries
homographiques de points sur deux droites, est étudiée directement
dans le cas du cercle, puis étendue par projection a toutes les sections
coniques et aux surfaces coniques. On peut déduire de cette géné-
ration presque toutes les autres propriétés des sections coniques dans
un vaste enchainement méthodique et d’une maniére particulierement
simple et claire.

6°) Trois générations différentes sont aussi indiquées pour I'hyper-
boloide & une nappe®):

a) Par deux ponctuelles projectives sur deux droites non situées
dans un plan.

50) Systematische Entv‘vickelnng der Abhangigkeit geometrischer Gestalten
von einander, Berlin 1832; Werke 1, Berlin 1881, p. 237455

51) Syst. Entw.%%), § 50 et suiv.; Werke 1, p. 365 et suiv.
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b) Par deux faisceaux de plans projectifs dont les axes ne se
rencontrent pas.

¢) Par 'ensemble des droites qui rencontrent trois droites fixes
dont deux quelconques me sont pas situées dans un méme plan®?).

Comme cas particulier est indiqué®) le paraboloide hyperbolique.

10. Continuation du programme de Steiner. Liouvrage cité®)
de J. Steiner contient I'ébanche d'un vaste programme général, celui
de la définition purement synthetique des figures géoméiriques, donnée en
considérant ces figures comme engendrées par des formes fondamentales
projectives.

Ce programme fut plus tard poursuivi par d’autres géométres, en
particulier par F. Seydewits™) qui a étudi§ d'une fagon approfondie
les relations homographiques entre deux formes de rang un et les
involutions, les appliqua a la théorie des eoniques®), les correspon-
dances projectives et quadratiques entre les formes de rang deux®®),
la génération des quadriques par deuxz gerbes réciproques®) et la
construction des quadriques passant par neuf points donnés®®), la
génération des courbes gauches du troisieme ordre par deux gerbes
homographiques ).

H. Schriter reprend ensuite la génération des surfaces du troisieme
ordre au moyen de trois gerbes de plans homographiques®), poursuit
Iétude des quadriques et retrouve, par voie géométrique, les propriétés,
déja obtenues analytiquement, des courbes planes du troisieme ordre et de
la courbe gauche du quatriéme ordre de ‘premiére espice ); puis vient

52) La génération ¢) se trouve chez G. Monge [géométrie descriptive, (2¢6d.)
Paris an VI, additions, 2]. Les deux autres n'étaient comnues que dans des
cas métriques particuliers [E. Kotter, Jahresb. deutsch. Math-Ver, 5* (1848),
€d. 1901, p. 76/8] et ont seulement 6té rendues accessibles & la méthode pro-
Jjective générale par J. Steiner.

53) Syst. Entw.t), § 52; Werke 1, p. 374/82,

54) Archiv Math. Phys. (1) 4 (1844), p. 246.

55) Id. (1) 5 (1844), p. 225.

56) Td. (1) 7 (1846), p. 113; (1) 8 (1846), p. 1.

57) 1d. (1) 9 (1847), p. 158/87.

58) 1. (1) 17 (1851), p. 276; of. note 57.

59) Id. (1) 10 (1847), p. 208. La génération des courbes gauches du troi-
sitme ordre an moyen de trois faisceanx de plans projectifs apparait seulement
chez M. Chasles, C. R. Acad. sc. Paris 45 (1857), p. 189.

60) J. reine angew. Math. 62 (1863), p.265. En ce qui concerne H Grassmann,
voir J. reine angew. Math. 49 (1885), p. 47/65; en part. p. 59/65; Werke 27, publ.
par E. Study, G.Scheflers ot ¥. Engel, Leipzig 1904, p. 180,98 en partic. p. 192/8.

61) Cf. J. Steiner, Vorlesungen diber synthetische Geometrie 2, réd. par
H. Schriter: Die Theorie der Kegelachnitie gestiitzt auf projective Eigen-
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T'h. Reye dont la ,Géométrie de position” dans ses éditions successives )
réunit tous ces exposés, et contient d'autres développements (complexe
tétraédral, congruences de droites les plus simples, surface de Kum-
mer); enfin F. Schur qui reprit la méme voie au point ol s'était arrété
Th. Reye et envisagea, en se plagant au point de vue de o, Steiner,
les courbes planes du troisitme oidre, les courbes gauches d’ordre six
et de genre trois®), et les surfaces du quatrieme ordre qui contiennent
de telles courbes gauches®™). Mais certains inconvénients qui tenaient
a la nature méme des choses ne pouvaient étre évités ct il n’était pas
toujours possible d’atteindre par cette voie & une généralité absolue
des figures engendrées. La notion fondamentale pour la théorie
steinérienne des relations projectives®) était toujours le rapport an-
harmonique qui avait encore pour poinf de départ la considération
des longueurs et des angles, c'est-a-dire des notions métriques; la
génération des lieux géométriques par des formes projectives ne con-
duisait pas encore aux courbes et surfaces les plus générales d’un
ordre déterminé; enfin les éléments imaginaires se dérobaient com-
pletement & la méthode.

11. Chasles. En méme temps que . Steiner, M. Chasles suivait
les voies de la géométrie pure. Son ceuvre est basée sur trois notions:

1°) Le ,rapport anharmonique® de quatre éléments d'unme forme
simple;

2°) Les relations projectives ou davisions homographiques qu'il
définit par L'égalité des rapports anharmoniques de quadruples corres-
pondants;

3°) La relation d'involution entrc six éléments d'unc forme de
premiére espice.

Ces notions apparaissent 4 chaque instant dans son »Apercu
schaften, I;e_ipzig 1867; (2° éd.) Leipzig 18765 (3° ¢d.) revue par R. Sturm, Leipzig
18985 H. Schroiter, Theorie der Oberflachen zweiter Ordnung und der Raumkurven
dritter Ordnung als Erzeugnisse projektivischer Gebilde, Leipzig 1880; Die Theorie
der ebenen Kurven dritter Ordnung, Leipzig 1888; Grundziige einer rein geome-
trischen Theorie der Raumkurven vierter Ordnung erster Spezies, Leipzig 1890.

62) Die Geometrie der Lage, (17 éd.) 1, Hanovre 1866; 2, Hanovre 1868;
(2* éd.) 1, Hanovre 1877; 2, Hanovre 1880; (3° éd.) 1, Leiprig 1886; 2, Leipzig
1892; 3, Leipaig 1802; (4° éd.) 1, Leipaig 1899; 2, Stuttgard (Leipaig) 1907; 3, Leipzig
1910; (5° éd.) 1, Leipzig 1909; trad. O. Chemin, Legons sur la géométrie de posi-
tion 1, Paris 1881; 2, Paris 1882,

63) ,Courbes du sixi®me degré ayant sept points doubles apparents [ F. Schur,
Math. Ann. 18 (1881), p. 1/87].*

64) F. Schur, Math. Ann. 18 (1881), p. 1/27.

65) Th. Reye[Geometrie der Lage®?)] adopte toutefois la définition de la relation
projective au moyen de jets harmoniques (, Wurf* de K. G. Chr. von Staudt).
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historique“®®), surtout dans les notes, et sont développées dans
son ,Traité de géométrie supérieure“®). Dans le ,Mémoire de
géométrie sur deux principes généraux de la science: la dualité
et I'homographie“ parn aprés I',Apercu historique mais rédigé déja
en 1829, M. Chasles étudie en détail les relations réeiproques eb
homographiques des figures de lespace®); cest 1a%) que, partant
de la considération d'un mouvement infinitésimal ou de celle d'un
systbme de forces, il fait remarquer le cas du systéme réciprogue™)
ou focal™). Dans le ,Traité des sections coniques” la théorie de ces
courbes est développée en partant de la génération projective).

JEn ce qui concerne les éléments imaginaires, M. Chasles dans sa
préface du ,Traité de géométrie supérieure” avait nettement indiqus,
en méme temps que l'utilité de l'introduction du principe des signes,
celle de Pintroduction des imaginaires, si Uon veut obtenir des dé-
monstrations aussi générales que celles de la géométrie analytique.®
Eu général, il voit dans Valgébre et dans la possibilité d'appliquer
indifféremment les opérations analytiques aux nombres réels et aux
nombres complexes, la véritable justification de lintroduction des élé-
ments imaginaires en géométrie.” Il a su, par des exemples du plus
grand intérét, montrer toute l'utilité de cette introduction. Nous ne
citerons ici que la théorie des surfaces homofocales du second degré,
o il établit toutes les propriétés de ces surfaces en les considérant
comme inscrites dans une méme développable circonscrite au cercle
de linfini. Malheureusement il se borna a considérer les éléments
imaginaires par couples d'éléments conjugués.* Pour ces couples
M. Chasles indique des représentations réelles™), au moyen de leur point

66) I Apercu historique sur l'origine et le développement des méthodes en
géométrie n's été publié qu'en 1837 [Mém. couronnés Acad. Bruxelles in4°,11(1837)]
4 cause des notes, mais les deux mémoires qui le composent ont été envoyés en 1830
4 I'Académie de Bruxelles; (2¢ éd.) Paris 1875; (8¢ éd.) Paris 1889.* Voir & ce sujet
G. Darboux, Dével. méthodes géom.'?), p. 9; Bull. sc. math. (2) 28 (1904), p. 238.

67) Traité de géométrie supérieure, (1= Gd) Paris 1852; (2° éd.) Paris 1880,

68) Pour les figures planes, voir M. Chasles, Géom. sup.®”) (2° éd.) p. 329/456.

69) Mémoire de géométrie sur deux principes généraux de la science, la dualité
et ’homographie, rédigs en 1829, publié en 1837 & la suite de I’Apergu historique®®).

70) ,Ensemble composé d'un plan qui se déplace et du foyer de ce plan.

Si I'on considére un systéme de forces quelconques, on peut réduire ces forces -

deux dont une & pour support une droite arbitrairement donnée. L'autre est alors
parfaitement déterminée. Si la premiére se déplace dans un plan, la seconde
tourne autour d’un point du plan, qui est le foyer (Nullpunkt) du plan.*

71) Cf. note 94.

72) M. Chasles, Traité des sections coniques, Paris 1865.

%3) ,Les imaginaires, qui se présentent toujours par couples, comme dans
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milieu (réel) et du produit des distances & ume origine fixe™): plus
loin, il parle aussi de cercles imaginaires d'un plan réel: il les re-
présente par le centre réel et le carré (négatif) du rayon™), et il les
utilise pour établir les propriétés des cones & base circulaire. II ve-
marque aussi que la polarité par rapport a un cercle imaginaire peut
stre obtenue comme section plane de la polarité orthogonale autour
d'an centre déterminé™); mais la véritable signification de ce point,
détre I'un ou Uautre des deux cones isotropes (Nullkugeln) du
faisceau de spheres déterminé par le cercle donné, ne fut reconnue
que plus tard™) par A. F. Mibius™).

Développement correspondant de la géométrie analytique.

12. Mébius et Pliicker. En géométrie analytique, tout rayonne
jusqu'en 1825 autour des élégants mémoires de J. D. Gergonne™) de
E. Bobillier* et, de I',Examen des différentes méthodes” de G. Lameé™).
Par lo développement synthétique de la géométrie projective, la géo-
métrie analytique regut une impulsion considérable; de nouveaux
problemes se présentaient  elle, et pour les traiter il fallait créer de
nouvelles méthodes. Cest encore 4. I Mobius™) et avec lai J. Plicker®")

les racines d'une équation du second degré, n'offrent aucune difficulté dans leur
interprétation, et se trouvent toujours représentées par des éléments réels® . ..
[Rapport sur les progrés de la géométrie, Paris 1870, chap. 4, p. 2201).

74) Géom. sup.’”), (1% éd.) p. 66/66; (2¢ éd.) p. 54/63.

75) Td. (17 6d.) p. 546/79; (2° éd.) p. 502,32,

76) ,Si l'on considére un point A et sa polaire a par rapport i un cercle
imaginaire, et un point S situé sur 'axe du cercle i une distance R du centre,
1a droite S.4 est perpendieulaire au plan Sa.*

77) Ber. Ges. Lpz. 9 (1857), math. p. 38; Werke 2, Leipzig 1885, p. 315.

78) A ce propos, on peut encore remarquer que E. N. Laguerre {Bull. Soc.
philom. Paris (6) fasc. 7 (1870), p. 95; Nouv. Ann. math. (2) 11 (1872), p. 14, 108,
241; (uvres 2, Paris 1905, p. 109, 238] représente des points imaginaires con-
jugués de l'espace au moyen du cercle réel commun aux cdnes isotropes (Null-
kugeln) ayant ces points pour sommets (111 30]. Cette représentation se trouve aussi
chez W, Fiedler, Cyklographie, Leipzig 1882, p. 138 et suiv. En parcourant le cercle
de Laguerre dans un sens déterminé, on sépare les deux points jmaginaires con-
jugués. Considérations analogues de E. N. Laguerre [Nouv. Ann. math. (2) 9 (1870),
p.163/241; (Eavres 2, Paris 1905, p. 83/98] pour les points imaginaires du plan.

79) Ces mémoires sont, pour la plupart, contenus dans les Annales de
mathématiques pures et appliquées.

80) Examen des différentes méthodes employées pour résondre les problemes
de géométrie, Paris 1818; (2° éd.) Paris 1903.

81) On trouve une appréciation détaillée des travaux de J. Phicker dans le
discours promoncé par A. Clebsch & sa mémoire [Abb. Ges. Gbth. 16 (1871), éd.
1872, math, mém. n® 1; réimp. par les soins de A. Schoenflies dans J. Plicker,
Wiss. Abh. 1, Leipzig 1895, p. IX]. En ce qui concerne les ceuvres scientifiques
posthumes de J. Pliicker, voir A. Schoenflies, Math. Ann. 58 (1904), p. 385.
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qu'il faut citer ici en premitre ligne, et leur ccuvre principale peunt
se résumer dans les points suivants:

1Y) Pour la premiére fois on emploie les coor jes homogénes,
ce qui permet dintroduire Pinfiniment éloigné dans la Géométrie ana-
Iytique. A. . Mibius®?) le fait par ses coordonndes barycentrigues: chaque
point D d'un plan peut &tre regardé comme le centre de gravité de
trois autres points quelconques A, B, € du plan non en ligne droite,
ayant des poids p, ¢, » dont les rapports sont déterminés; ils sont
proportionnels aux aires des triangles

DBC, DCA, DAB;

P, g, v s'appellent alors les ,coordonnées barycentriques homogines*
de D, et 'on éerit
D=pA+¢B+rC.

Chez A. ¥. Molius se trouve aussi en quelque sorte la notion de
Véguation de la droite infiniment éloignée en ce sens qu'il remarque
que, lorsque p - ¢ -+ r =0, le point

pA+qgB+rC

est infiniment cloigné dans une direction déterminée®). La notion
d'dquation homogéne d'une courbe plane sous la forme
fp,q,7)=0

apparait seulement chez oJ. Phicker®) qui introduit sous le nom de coor-
donndes triangulaires d'un point les distances de ce point aux trois
cotés d'un triangle fixe; J. Plicker insiste souvent sur les nombreuses
concordances de ses résultats avec les remarques de JJ. V. Poncelet sur
linfiniment &loigné.

2°) Dans un travail de Pannée 1830, J. Pliicker®®) remarque que
Ton peut regarder les constantes de l'équation d'une droite comme
les coordonnées de cette droite, et il obtient de cette fagon un nou-
veaw mode de représentution des courbes par des dquations, en les con-
sidérant comme enveloppes de leurs tangentes. ("était un premier pas
dans la considération d'éléments quelconques de Pespace et leur repré-

82) Der barye. Calenl*®), p. 32/48; Werke 1, P. 50/60.

83) Der barye. Celeul®®), p, 84; Werke 1, p. 62/4.

84) J. reine angew. Math. 5 (1830), p. 1; Wiss, Abh. 1, Leipzig 1895, p. 124,

86) J. reine angew. Math. 6 (1830), p. 107; Wiss. Abh. 1, Leipzig 1895,
p- 178. Beaucoup plus détaillé: Analytisch-g trische Entwickelungen 2, Essen
1831, p. 1/241.
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sentation par des coordonnées®®) [cf. III7]. Et, dans ces remarques
que point et droite peuvent &tre de prime abord regardés, tous deux
également, comme éléments fondamentaux en géométrie plane, que la
condition de leur lisison a la forme symétrique

uz + vy +1=0,

qu'une chaine queleonque d’équations algébriques & deux variables est
susceptible d’une donble interprétation, l'une en coordonnées ponc-
tuelles et I'autre en coordonnées tangentielles, J, Pliicker voit tout le
secret du principe de dualité, et il le met en relief & diverses reprises®?).

3°) En méme temps que J.D.Gergonne®) et E.Bobillier®), J. Pliicker %)
a introduit en géométrie analytique la methode de la notation abrégle
et il en a souvent tiré parti. Elle consiste a employer des abrévia-
tions pour des fonctions tout entitres des coordonnées, sur lesquelles
on doit effectuer de nombreuses opérations. LB Bobidlier™) lui avait
déja, il est vrai, consacré des pages absolument neuves. Il avait aussi
généralisé le systtme de I. Descarles en représentant un point mobile
par ses distances & un nombre quelconque n de droites ou de plans
fixes lides par # — 2 ou n — 3 relations linéaires, et montré que le
caleul regoit ainsi une grande souplesse en méme temps qu'une grande
sobriété.® Cela revient & considérer le plan ou Yespace ordinaire
euclidien dans un espace lindaire & » dimensions.
4°) La représentation analytique de Uhomographie dans le plan et

86) Les coordonndes de plans dans U'espace et la nouvelle représentation
des surfaces et développables qui en résulte sont Studides par J. Plicker [J. reine
sngew. Math. 9 (1832), p. 124; Wiss. Abh, 1, Leipzig 1895, p. 224] et avec plus
de détails [System der Geometrie des Raumes, Diisseldorf 1846; (2° éd.) Diissel-
dorf 1852], ou il remarque aussi (n° 258) que la ligne droite peut étre déter-
minée dans l'espace par quatre coordonndes.

87) Analyt.-geom. Entw.%) 2, préface, p. VIII; voir aussi la note hors texte
p- 283/4; System der analytischen Geometrie, Berlin 1885, p. 1/83. Cf. aussi:
E. Kdtter, Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 5% (1896), éd. Leipzig 1901, p. 169
{en note).

88) Anu. math. pures appl. 17 (1826/7), p. 214.

89) Ann. math. pures appl. 18 (1827/8), p. 820.

90) J. reine angew. Math. 5 (1830), p. 268; Wiss. Abh. 1, Leipaig 1895,
p- 159; Application aux courbes du troisiéme ordre: J. reine angew. Math. 34
(1847), p. 329; Wiss, Abh. 1, Leipzig 1895, p. 404. Il faut regarder comme point
de départ de cette méthode la remarque de G. Lamé d'apres laquaelle toute courbe
contenant tous les points d'intersection de deux courbes du méme ordre £ =0,
E'=0 peut &tre représentée par I'équation mE + m' E' =0 {Ann. math. pures
appl. 7 (1816/7), p. 229; Examen des différentes méthodes®), p. 28].

91) ,Ann. math. pures appl. 18 (1827/8), p. 324.*
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dans l'espace par des coordonnées barycentriques triangulaives ou
tétradédriques se réduit & ce fait que les coordonnées d'un point quel-
conque de 'un des deux systémes sont des fonctions linéaires des coor-
données du point correspondant dans Vautre systeme®?).

5% .J. Pliicker®) représente la correspondance rd iproque Ppar une
dquation bilindaire et arrive par cette voie au principe de réci-
procité, dans lequel il voit d'une seconde fagon la base de la dua-
Lité. Cette équation bilinéaire se présente aussi chez A, I Mobius®),
en particulier pour la réeiprocité de lespace dans laquelle chaque
point appartient au plan correspondant, cest-d-dire pour le systéme
focal.

6°) Quant aux cléments imaginaires, on opeére sur eux en géo-
métrie analytique, & partir de J. Phicker®), tout aussi bien que sur
les éléments réels; on dira, par exemple, que toutes les sphéres de
Tespace passent par la courbe fixe

B2yt =0,1=0

von Staudt. En particulier, figures du second degré et
théorie des imaginaires avec extensions.

13. von Staudt. ,Ces nouvelles méthodes analytiques et synthé-
tiques, les géometres vont alors les appliquer & Pétude des cour-
bes ot des surfaces. Pendant ce temps, moins préoccupés de cher-
cher des applications brillantes, d'autres géometres, continuateurs de
M. Chasles et de J. Steiner, et a leur téte K. G. Chr. von Staudt,
cherchaient & constituer la géométrie sur ume base solide, complate-
ment indépendante de 'analyse. Mais tandis qu'on peut reprocher &
M. Chasles, d’une part la considération des éléments imaginaires seule-

92) A. F. Mobius, Der baryc. Caleul*®), p. 301/30; Werke 1, p. 266,89, Pour
Thomographie dans I'espace voir J. Plicker, System der Geometrie des Ranmes, § 1.

93) Indication a ce sujet: J. reine angew. Math. 5 (1830), p. 26 et suiv.;
on trouve plus de détails: Analytisch - geometrische Entwickelungen 2, p. 259
et suiv.

94) J. reine angew. Math. 10 (1833), p. 3175 Werke 1, Leipzig 1885, p. 489.
Auparavant déja, G Giorgini [Mem. mat. fis. Soc. ital. delle scienze (detts dei
XL) (1) 20 (1828), mat. p. 243/54 [1827]], par des considérations mécaniques, était
arrivé & cette relation particuliere {cf. IV 4, 27]. En ce qui concerne M. Chasles
voir le présent article n® 11. Comme précurseur de la théorie du systeme focal,
il faut regarder aussi le mémoire de A. F. Mobius sur les tétrabdres inserits
et circonscrits les uns dans les autres [J. reine angew. Math. 3 (1828), p. 273;
Werke 1, Leipzig 1885, p. 480].

98) Voir par ex. System analyt, Geom.®7), p. 19 et suiv., et p. 32 et suiv.
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ment par leurs fonctions symétriques, d'autre part T'emploi constant
du rapport anharmonique, ce qui donne & la ,Gdométrie sapérieure”
un caractére presque exclusivement métrique, K. G. Chr. von Staudt
se rapproche plus pettement de JJ. V. Poncelct en s'attachant & eon-
stituer une géométrie affranchie de toute relation métrique et basée
uniquement sur des rapports de situation.”

La ,Géométrie de position” de K. G. Chr. von Staudt*®) et ses
,Compléments® firent faire un pas trés important et définitif a la
géométrie projective. Les deux idées directrices de la ,Géométrie de
position® sont les suivantes:

1°) Utilisation des théorémes sur les triangles et quadrilatéres
homologiques établis par des considérations de géométrie de l'espace,
et de toute la théorie des figures harmoniques fondée sur ces théorbmes,
pour définir d'une mouvelle maniére la relation homographique entre
deux formes fondamentales de premidre espece: il suffit, dans le cas
Q6léments réels, qu'a des formes harmoniques correspondent toujours
des formes harmoniques®’).

29) Considération du systéme polaire général dans le plan, par
lequel on peut définir simultanément la section conique comme lien
de ses points, et comme enveloppe de ses tangentes. On englobe aussi
de cette fagon le cas de la section conique eomplétement imaginaire
(mais & polarité réelle), qui échappe a la génération par les faisceaux
projectifs®).

96) Geometrie der Lage, Nuremberg 1847; Beitriige zur Geometrie der
Lage 1, Nuremberg 1856; 2, Nuremberg 18567; 3, Nuremberg 1860.

97) La démonstration donnée par K. . Clir. von Staudt du théoréme fonda-
mental, d'aprés lequel une relation homographique entre deux formes de rang
un qui posséde trois éléments doubles distincts est nécessairement identique
[m° 106], d'od résulte qu'une relation homographique est toujours déterminée par
trois couples d’éléments correspondants, n’était pas irréprochable, mais elle a été
complétée plus tard en faisant intervenir le principe de continuité [cf. I 3, n 7
ot 8; I 1, ne 18, 27). Cf. F. Klein, Math. Ann. 87 (1890), p. b4, 565 et suiv.;
G. Darbouz, Math. Ann. 17 (1880), p. 55. Si l'on admet des éléments imaginaires,
il faut ajouter dane la définition de la relation homographique entre des formes
de rang un, la condition que les jets correspondants, en ce qui concerne le sens,
doivent &tre de méme espéce [ K. G. Chr.von Staudt, Beitrige zur Geometrie der
Lage®®) 2, n° 215. Of. aussi dans le présent arbicle le n° IN].

98) Btant donnés deux triangles homologiques ABC, A’B’C’ cherchons
4 construire la conique par rapport & laquelle ils sont réciproques. Remarguons
que sur la droite BC par exemple le point B est conjugué du point B, de ren-
contre de 4°C’ (polaire de B) avec BC, le point C conjugué du point C de
rencontre de A'B’ (polaire de €} avec BC. Les points de rencontre de BC
et de la conique sont les points doubles de Vinvolution déterminée par les deux
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Dans le cas d’une dimension, les figures correspondantes sont les
involutions (elliptiques et hyperboliques); dans le cas de trois dimen-
sions, ce sont les surfaces du second degré (imaginaires, réelles et
non réglées, réglées).

La méthode indiquée permet de construire la géométrie projective
sans faire intervenir de notions métriques; et grace a la considération
du systeme polaire dans le plan et dans Vespace, la théorie générale
des figures du second degré prend sa forme la plus simple et la plus
rationnelle.

14. Théorie des imaginairos de von Staudt. Clest K. (. Chr. von
Staudt aussi qui a donné dans les »Beitriige zur Geometrie der Lage®
la premitre solution du probleme suivant: ,Définir les éléments imagi-
naires par des figures géométriques réellement existantes, et de telle
fagon qu'ils puissent étre completemeit assimilés aux éléments réels“%).

Au§ 7, K.G. Chr. von Stauds définit T'élément imaginaire de pre-
miére espdce (point, droite plan)* par une involution elliptique (¢est-i-
dire ne possédant pas d’éléments doubles) sur une forme de rang un
(pouctuelle, faisceau de rayons, faiscean de plans) en tenant bien compte
de T'un des deux sens opposés qu'on peut distinguer dans la forme 100),
couples BB, , CC,. On déterminera de méme les points de rencontre de la coni-
que eb de O Mais si les deux involutions ainsi déterminées n'ont pas d’élé-
ments doubles, la conique n'existe pas. Les droites BCB, et A'C B, sont en
effet conjuguées par rapport i la conique et I'on sait que de deux droites con-
jugudes une seulement peut ftre extérieure & la conique. La conique n’a done
aucun point réel. Mais méme dans ce cas on peut obtenir par une construction
linéaire la polaire (réelle) d’un point quelcongue du plan, ou le pole (réel) d'une
droite quelcongue du plan, Cet ensemble de poles et de polaires définit un systeme
polaire qui est ainsi parfaitement déterminé au moyen des denx triangles homo-
logiques. 8i la conique fondamentale correspondante existe, elle est le lien des
poles situés sur leurs polaires, ou 'enveloppe des droites qui contiennent leur
pole. On arrive & des conclusions analogues si I'on cherche A construire une
conique par rapport 4 laquelle un triangle donné ABC est conjugué et ad-
mettant un poiut D pour pole d'une droite d.*

99) Pour la justification, la repré: tion, et le calcul géométrique sur
les mombres imaginaircs voir Iarticle I, 5.

100) La idération du sens tout d’abord quelque peu arbitraire,
Essayons de la justifier d'apres des éclaircissements donnds par F. Klein dans
son cours. On sait que la recherche des points doubles d'une involution ellip-
tique sur une ponctuelle conduit en géométrie analytique & wunme équation du
second degré A racines imaginaires conjugués a + bé. Supposons cette involution
située sur I'axe des x du plan z 4 yi. Les deux points « + 3¢ du plau z 4 y7
{15, 8] sont précisément ceux d'ou l'on peut projeter PIinvolution donnée
par une involution de rayoms rectanguluires; il semble done assez naturel de
représenter ces deux points @ +- bs par l'involution considérée. Mais ces deux
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Quant & la ,droite imaginaire de seconde espece* il la définit par
Pensemble d’une involution elliptique sur un systéme réglé et d'un
sens déterminé sur ce dernier. Les deux éléments imaginaires consti-
tués par une méme involution avec les deux sens différents sur Ia forme
i laquelle l'involution appartient s'appellent ,conjugnés®,

Soient 4 4,, BB, deux couples quelconques de I'involution ellip-
tique; les deux sens différents sont alors les sens ABA,, AB 4,
et les éléments imaginaires conjugués correspondants sont repré-
sentés respectivement par les séries d’éléments ABA, B, et ADBAB.
Si les couples AA,, BB, sont harmoniques, la représentation s'ap-
pelle aussi harmonique. Parmi les représentations d’un élément imagi-
naire déterminé, qui ont un premier élément donné 4, il ¥ en a tou-
jours une et une seale qui soit harmonique.

La théorie de K. G. Chr. von Staudt est done une théorie des in-
volutions et des sens dans les formes de rang un; les théordmes qui
s’y rapportent pourraient étre énoneés en parlant uniquement de points,
de droites et de plans réels.

Lincidence des éléments réels et imaginaires, ainsi que des élé-
ments imaginaires entre eux, est définie de telle fagon que tous les
théorémes concernant la détermination unique et les intersections de
droites et de plans subsistent également dans le domaine imaginaire,

K. G. Ohr. von Staudt appelle jet (Wurf) Pensemble de quatre
éléments d'une forme de rang un, considérés dans un ordre déter-
miné*®). Deux jets correspondants dans deux figures projectives gap-
pellent aussi projectifs ou égaux. En partant de définitions appro-
priées pour les opérations fondamentales K. G. Chr. von Staudt )
développe un ,caleul des jets“ et fait correspondre & chaque en-
semble de jets égaux entre eux un nombre'®) qui se confond avec

points sont en méme temps les points bases du faisceau de cercles qui a I'axe
des x pour axe central et qui découpe sur la droite Iinvolution proposée.
Décrivons autour de ces points o+ bi deux cercles dans le méme sens, par
exemple dans le sens des aiguilles d'une montre, et étendons par voie de con-
tinuité le sens des cercles 4 l'axe des «; nous obtiendrons sur celui-ci les deux
sens 0pposés.

+C. Stephanos |Bull. sc. math, (2) 7 (1883), p. 204/14] a tenté de justifier la
théorie de K. G. Chr. von Staudt par des considérati de nature essentiell t
différente (Note de G. Loria).*

101) ,On 2 employé aussi le mot quaterne [cf. III 1, 26] et les mots groupe,
homozygie |cf. C. Stephanos, Math. Ann, 22 (1883), p. 313).*

102) Beitriige zur Geometrie der Lage, fasc. 2, Nuremberg 1887, p. 166 et,
plus généralement § 19 & 21.

103) Id. fasc. 2, p. 259 (§ 27 et 28).
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le rapport anharmonique des quatre éléments (défini au moyen de
relations métriques).

Par Yeeuvre de K. G. Chr. von Staudt, la théorie géométrique des
éléments imaginaires conquit sa forme rigoureuse et définitive. Deésormais,
on peut assimiler & tous dgards léments réels et léments imaginaires,
fait d’une importance capitale surtout pour la géométrie algébrique [11T,
et 1IL,], de méme que, dans les développements analytiques, on peut
regarder les coefficients et les variables comme des nombres quel-
conques (réels ou imaginaires). Cest K. G. Chr. von Staudt qui a
complété la théorie des correspondances projectives et des sections
coniques, en tenant compte des imaginaires; il a montré que les ex-
ceptions que la considération exclusive des éléments réels laisse subsister
disparaissent, et a établi aussi la concordance de ses résultats avec
ceux de la géométrie analytique [voir aussi n° 15].

15. Perfeoti t ot développ t ultérieur de 1a thé
dos imaginaires. Cette ceuvre fondamentale fut malheureusement mé-
connue au début, et on me lui accorda pas toute Tattention qu’elle
méritait. C'est seulement dans la ,Neuere Geometrie“ de H. Pfaff 104
que fut adoptée, avec des modifications insignifiantes, la définition
des éléments imaginaires donnée par K. G. Chr. von Staudt. 0. Stolz 105)
poursuivit analytiquement les considérations de K. G. Chr. von Staudt,
et montra qu'on peut représenter les éléments imaginaires par des
systemes de nombres complexes tels que les relations entre les premiers
se trouvent représentées analytiquement par les relations habituelles

entre les derniers.

F. August'™) introduisit les droites imaginaires de seconde espece
comme intersections de plans imaginaires dont les supports réels
(lignes droites) ne se rencontrent pas, Cest-a-dire de plans qui n'ont
ancun point réel commun.

F. Klein™") a proposé une modification essentielle & la conception
K. @, Chr. von Staudt. Deux points imaginaires conjugués peuvent tou-
jours étre considérés, sur la droite réelle qui les joint, comme les
¢léments doubles d’une projectivité eyclique dordre quelconque n1%8),
et un cycle quelconque de cette projectivité, parcouru dans un sens

104) Progr. Erlangen 1867, en partic. premiére partie § 9/10.

105) Math. Ann. 4 (1871), p. 416.

108) Untersuchungen iiber das Imaginare in der Geometrie, Progr. Berlin 1872.

107) Nachr. Ges. Gott. 1872, p. 373; reimpr. Math. Ann. 22 (1883), p. 242.

108) ,Imaginons- sur une méme droite deux divisions homographiques (a)(5).
A un point a, de la premitre correspond un point b, de la seconde. Au point
b, considéré comme appartenant 3 la premicre correspondra un point b, de la
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déterminé, peut servir de représentation a un de ces points imaginaires,
tandis que son conjugué sera représenté par le méme cycle parcouru
en sens opposé. Le cas le plus simple correspond & n =3, puisque
tout systtme de trois points d'une droite se correspond & lui-méme
dans une homoyraphie cyclique, et cela d'une seule fagon'®). Le point
imaginaire est alors représenté par trois points réels quelconques d'une
droite réclle pris dans un certatn ordre, c'est-d-dire par un terne

abe = bca = cab,
tandis que son conjugué est!'®)

bac = achb = cba.

Cet ensemble de trois points pris dans un ordre déterminé con-
tient déja tout ce qui est nécessaire a la représentation du point ima-
ginaire et rien de plus, les trois points a, b, ¢ pouvant étre pris d'une
fagon quelconque sur la droite.

La notion de ,géries cycliquement projectives comprend aussi la
représentation harmonique de K. G. Chr.von Staudt pour les éléments
imaginaires. Soit en effet abcd une telle représentation; les deux couples
ac, bd sont alors harmoniques, et il s'ensuit que I'on a, en représentant
la projectivité par le symbole 7%,

abed N adeh N beday

il existe donc une relation homographique admettant les quatre couples
(ab), (be), (ed), (da)": cest donc enfin que a, b, ¢, d déterminent une série
cycliquement projective du quatridme ordre.

Deux travaux de J. Léiroth™') marquérent un mouveau progrés
daps la théorie des imaginaires. Dans le premier, J. Liiroth montra
que le calcul des jets introduit par K. G. Chr. von Staudt peut 8tre
perfectionné et généralisé, en sorte que le théoreme fondamental de
I'algebre s'étende & une équation algébrique o Iinconnue est un jet,

seconde ... A un point b, , considéré comme appartemant & la premidre corres-
pondra un point b, de la seconde. Si, quel que soit le point 4, de la premitre
division, le point b, se confond avec le point a,, les deux divisions forment
une projectivité eyclique d’ordre n.*

109) Pour n==2 il se correspond & lui-méme d'une infinité de manibres;
ce cas ne conviendrait donc pas & la représentation de F. Kilein.

110) Analytiquement, ces deux points imaginaires conjugués sont représentés
par le covariant de L. O. Hesse de la forme cubique qui représente le terne abe
[Math. Ann. 22 (1883), p. 245].

111) Das Jmaginiire in der Geometrie und das Rechnen mit Wiirfen [Math.
Ann. 8 (1875), p. 145; 11 (1876), p. 84]. Cf. aussi un article précédent, Nachr.
Ges, Gott. 1873, p. 767/79 [III 1, 26).
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et od les coefficients sont tous également des jets: ,Il y a toujours
un jet, et par suite aussi » jets, pour lesquels une fonction donnée de
degré » d'un jet inconnu devient égale au jet nul® Pour les points
et les droites d'un plan il introduit des coordonndes projectives (qui
sont les valeurs de certains jets), et il montre que la condition de leur
incidence (point sur droite) peut &tre représentée par une équation
bilinéaire. Le second travail contient des développements relatifs & la
théorie de F. Klein mentionnée plus haut. R. Sturm%) a apporté des
simplifications au premier mémoire de J. Liiroth et établi Péquation
linéaire d'un plan ou d’un point en coordonnées de jets.

W. Fiedler'®) a donné un exposé détaillé de la théorie de K. G.
Chi. von Staudt et introduit les coordonnées projectives dans les formes
fondamentales de rangs un, deux et trois. Des lors il est possible
d’appliquer dans la géométrie de position les méthodes analytiques
sans que cela suppose préalablement des notions métriques.

F. Enrigues ™) arrive plus directement au méme résultat pour
Tespace, en établissant entre celui-ci et ,l'espace analytique® considéré
comme ensemble des quadruples de nombres homogeénes (z,, o, @5, ,)
une collinéation dans laquelle & cinq points indépendants de Vespace
correspondent autant de points analytiques indépendants, par exemple
les points

(1000), (0100), (0010), (0001), (1111).

La théorie de K. G. Chr. von Staudt se simplifie beaucoup, quand
on se borne & considérer des couples d'éléments imaginaires con-
Jjugueés, car alors la considération du sens n'intervient plus. C. Segre's)
a fourni une étude détaillée de ce cas. Dans les formes fondamen-
tales de rang un, les couples harmoniques (réels ou imaginaires)
sont représentés par des involutions permutables (hyperboliques ou
elliptiques)’); les éléments doubles d’une projectivité non involutive
sont représentés par la seule involution permutable avec cette projec-

112) Math. Ann. 9 (1876), p. 33,

113) Die darstellende G trie in ischer Verbindung mit der Geo-
metrie der Lage, (2° éd.) Leipzig 1875; (3° éd.) 3, Leipzig 1888, p. 67 et suiv.

114) Lezioni di geometria proiettiva, Bologne 1898; (2° éd.) Bologne 1904;
(8°éd.) Bologne 1909; trad. allemande par H. Fleischer, Leipzig 1903, suppl. IV, V
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tivité (involuzione unita)''”). Un couple de droites imaginaires con-
Jjuguées de deuxime espdce est défini par un systéme involutif gauche
de l'espace qui ne posséde ni points doubles, ni plans doubles; une
conique imaginaire par un systéme polaire qui ne posséde pas de
courbe directrice. Les théortmes de Desargues et de Sturm subsistent
aussi dans le domaine imaginaire.

A. Liamorino a donné un exposé d'ensemble des théories géomé-
triques des imaginaires et indiqué une bibliographie plus compléte8).

16. Extensions ultérieures. Configurations hyperalgébriques et
6léments bicomplexes. Représentons la totalité des oco®” éléments
complexes dune forme fondamentale ¥~ de rang r (et aussi d'une variété
quelconque 4 r dimensions) par une configuration réelle @,, d'un
nombre de dimensions- double. C'est ce que L'on fait, par exemple,
dans le cas d'une forme de rang un en recourant au plan réel ou a
la sphére. Nous pouvons alors considérer dans @, des configurations
quelconques (7, composées de co® (k< 2r) éléments réels, et chercher
leurs représentations g, sur la forme F'; elles seront composées de
oot éléments complexes!®). Ces configurations g, seront mon seule-
ment des lignes, des surfaces, ete., mais encore nombre d’autres con-
figurations, dont l'exemple le plus simple (pour r =1, k= 1) est
donné par les chaines de K. G. Chr. von Staudt [n° 15]%9). Clest Ia
un vaste programme, qui fut esquissé et développé jusqu'a un certain
point par C. Segrel®t).

117) ,Jlitant donnée une projectivité quelconque, si 'on prend le conjugué
harmonique de chaque élément par rapport aux deus éléments qui i corres-
pondent dans la projectivité donnée et dans son inverse, cet élément lui sera con-
jugué dans une involution bien déterminée: involution unie (involuzione anita).
En partant de la projectivité

azy4bx+cy+d=0

aey+ 2 @ pa—or

on arrive & l'involution

118) Gli elementi imaginari nella geometria [Giorn. mat. (2) 4 (1897), p. 242;
(2) 6 (1898), p.317]. ,Voir aussi Cl Servais, Mém. couronnés et autres mém. Acad.
Belgique in 8°, 49 (1896), mém. n° 3, p. 5/64 [1893]; 52 (1894/5), mém. n° 2,
p. 3/61 [1894].*

119) C'est-a-dire d’éléments dont I'enserble peut étre rapporté, d’une fagon

115) Le coppie di elementi imaginari nella tria projettiva
[Mem. Accad. Torino (2) 38 (1888), p. 3/24 [1886]].

116) ,Deux correspondances univoques sont dites permutables lorsque chacune
d’elles est transformée en elle-méme par l'autre. Pour deux involutions ce n'est

possible que lorsque les deux couples tés par ces correspondances sont
harmoniques.*

au systéme des valeurs de k¥ nombres réels variables,
120) Beitriige zur Geometrie der Lage 2, Nuremberg 1867, p. 137 (§ 16).
121) Le rappresentazioni reali delle forme complesse e gli enti iperalgebrici
[Math. Ann. 40 (1892), p. 413]; Un nuovo campo di recerche geometriche [Atti
Acead. Torino 25 (1889/90), p. 276, 480; 26 (1890/1), p. 35, 592]. Concernant ces
derniers travaux, voir le n° 18,
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On peut souvent obtenir, d'une forme fondamentale imaginaire F,
une représentation réelle @, , en choisissant, comme représentation de
chacun des éléments complexes de F, I'élément réel unique d’espéce
déterminée qui lui appartient; par exemple, en choisissant pour cha-
que point la droite réelle qui le joint & son imaginaire conjugué.
Comme représentations réelles les plus importantes d’une forme de
rang un, on obtient:

1°) Vensemble des points réels d'un plan réel*®);

2°) lu congruence linéaire de droites o directrices imaginaires con-
Juguées;

3°) la surface du second degré mon riglée, en particulier la sphire
(reelle) %),

D’apres le méme principe, on peut construire, dans les espaces
4 plusieurs dimensions, des représentations réelles des formes fonda-
mentales de rang deux et au-dessus'™),

Les g, mentionnés ci-dessus sont nommés ,fils“ (fili, Fiden),
pour k =1, ,tissus“ (tele, Gewebe) pour k=2, etc. Une ,ligne“ (ou
un systdme réglé, ete.) de la forme fondamentale F' est done un tissu
particulier, une surface est un g, particulier; quant aux chaines de
K. G. Chr. von Staudt, ce sont des fils.

Dans le cas de k impair, nous avons affaire i des figures qui ne
g'étaient pas présentées jusqulici en géométrie. Si la configuration
réelle G, est algébrique (ce qui arrive toujours quand g, est algébrique,
mais non réeiproguement), on dit que g, est une configuration hyper-
algébrique (et cette définition est indépendante de I'espéce particuliere
de ®@,, que l'on a choisie pour représenter la forme fondamentale F');
les configurations algébriques sont donc comprises parmi les hyper-
algébriques. On désigne aussi sous le nom de ,,correspondances hyper-

122) Un cas particulier de cette représentation est celui des variables com-
plexes x + yi dans le plan, tel que l'ont congu C. Wessel, .J. R. Argand et C. F.
Gauss [1 5, 3). Cette génération du plan x4 yi se trouve aussi dans F. Kledn,
Riemannsche Flichen 1 (cours autographié) Gttingue 1891/2; réimpr. 1, Gottingue
1906, p. 267 et suiv.]. .

123) Dans les deux dernires représentations, il n'y a pas d’¢éléments fonda-

t c’est-i-dire que la rep tation de F par la forme &, est, sans ex-
ception, univoque. Dans la premidre représentation, il y a, au contraire, une
droite réelle (dans le plan des variables complexes, la droite de linfini) dent
tous les points correspondent i un élément unique de la forme fondamentale.

124) Quelques ensembles de ce genre, analogues & la sphire de B. Riemann
et F. Neumann, ont été indiqués par O. Segre dans un autre article [Sulle varieta
che rappresentano le coppie di punti di due piani o spazi, Rend. Circ mat.
Palermo 5 (1891), p. 192]. Cf. en partic. n° 9.
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algébriques” celles qui sont représentées sur @;, par des correspon-
dances algébriques.

Si Y'on veut étudier les intersections des configurations hyper-
algébriques g,, en particulier si Ton veut établir pour ces configurations
la notion d’ordre, il parait naturel d’étendre aux g, les notions et les
théoremes correspondants relatifs & leurs représentations algébriques ;.
Mais une difficulté se présente alors: jusqu'ici on n'a considéré dans
les G, que les éléments réels, tandis que les théorémes qu'il faut faire
intervenir n'ont leur pleine validité que dans le domaine complexe; de
I3 des cas d'exception, des théortmes imprécis et compliqués.

Ces difficultés peuvent étre écartées en étendant encore la notion
d'éléments. On considere @, et G, supposées réelles jusqu’ici, comme
comprenant l'ensemble de tous leurs éléments aussi bien réels que
complexes, et l'on fait correspondre & ces éléments complexes de
nouveaux éléments de la forme F et de g,, définis de fagon econ-
venable: ce sont les éléments ,bicomplexes®. Pour définir ceux-ci
géométriquement, il n'y a qua étendre i la forme F une des dé-
finitions réelles des éléments complexes de @;.. Ainsi dans un plan,
par exemple, considéré comme la représentation réelle d'une droite
complexe, un couple de points imaginaires conjugués peut tre défini
par un faiscean de cercles réels; de méme nous définirons sur la
droite complexe un couple de ,points jumeaux bicomplexes” (coppia
di punti bicomplessi gemelliy par un ,faisceau de chaines” sans éléments
fondamentaux, ou encore par une involution sans éléments doubles sur
Tune de ces chaines. En faisant intervenir les deux sens dans la
chaine, on peut aussi séparer ce couple en ses deux éléments. I'ordre
dune configuration lyperalgébrique g, sur une ligne droite est alors égal
a la moiti¢ du nombre de ses points d'intersection avec une chaine.

17. Développements analytiques correspondants. Nombres bi-
oomplexes. Analytiquement, ces considérations reviennent & séparer
chaque coordonnée d'un élément imaginaire de la forme fondamen-
tale F, supposée complexe x + yi, en ses deux parties z, y, et
A faire entrer toutes ces variables, en nombre double de celui des
coordonnées primitives, d’'une fagon absolument quelconque dans les
équations (ce qui revient a faire entrer dans les équations, en méme
temps que chaque coordonnée z + iy, la variable complexe conjuguée
z—1iy, considérée, elle aussi, comme variable indépendante'®). Si les

125) 1l en résulte que ces recherches peuvent &étre utiles partout ol i cdté
de chaque variable complexe intervient la variable complexe conjuguée, ce qui
arrive fréquemment dans la théorie des fonctions (par ex. daus la théorie des
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équations considérées en 2,y (ou en z + iy) sont algébriques, on a
affaire 2 des configurations hyperalgébriques.

A lintroduction des éléments bicomplexes on peut faire corres-
pondre une extension équivalente de la notion de nombre, en suppo-
sant que les deux parties #, y de chaque nombre complexe (c'est-i-dire
de chaque coordonnée) z + iy soient complexes elles aussi et de la forme

* =1+ hiy, Y=y + hy,,
k désignant une nouvelle unité imaginaire différente de + ¢ et de
— % et qui remplit également la condition A%=— — 1.
On a aingi des nombres bicomplexes
@y + hay + iy, + ihy,

et si les régles ordinaires du calcul des nombres réels doivent conserver
pour ces nombres leur validité, il faut que le systdme contienne des
racines de géro™®) [15, 25]; il y a méme deux systémes différents de
ces racines de zéro, qui'*") s'annulent les uns pour k=, les autres
pour ~=-—4. Dans une forme de rang un il y a deux systémes par-
ticuliers de fils, appelés ,protofili“, qui jouissent de la propriété sui-
vante: les points bicomplexes d'un méme ,protofilo ont toujours des
coordonnées dont la différence est égale & une racine de zéro, de I'un
ou de Tautre systeme!?®).

fonctions celles de la rep conforme, des surfaces minima),
Cf. aussi n° 18. En particulier, dans la théorie des fonctions de plusiears variables
complexes, les figures &,, considérées plus haut [n® 16] peuvent jouer le méme
dle que le plan ou la sphire pour les fonctions d’une variable.

126) ,8i l'on fait le produit de deux quantités bicomplexes 2, ¢ de la forme
ci-dessus, le produit 2t est une quantité bicomplexe de la méme forme. En
annulant cetto derniére on obtient quatre équations que l'on peut considérer
comme homogdues en z,, @,, #,, ¥;. Le déterminant des coefficients se met aisé-
ment sous une forme de somme de deux carrés ce qui conduit aux deux solutions

{ z'=g
@' =—y'
Chacune d’elles est donc alors une racine de zéro. 1l y en a de deux formes
2+ hay —dx, 4 the, et @+ hay iz, — iha;
la premigre disparait pour k==, la seconde pour = —i.*

127) C. Segre [Math. Ann. 40 (1892), p. 457 (o™ 20 4 81)].

128) Le systéme mentionné des nombres complexes supérieurs MTs, 12
et suiv.] regoit ainsi une interprétation géométrique directe. D'autres systémes de
nombres complexes ont été également appliqués en géométrie, dés H. Grass-
mann et W. R. Hamilton, en raison de ce fait que le calcul avec leur aide peut
servir d'algorithme pour simplifier des f les et des dévelop anulytiques.
Une application de ce genre a été faite par E. Study qui a utilisé pour la re-
présentation des lignes droites dans 'espace les ,,grandenrs duelles®, ¢’est-a-dire trois
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Comme conséquence immédiate de l'introduction des éléments ef
des nombres bicomplexes, nous ne sommes plus tenus de nous borner
aux figures g, de la forme fondamentale ¥' dont les représentations
correspondantes G, dans @, sont réelles; nous pouvons choisir a
Tintérieur de @,, des figures complexes quelconques (en particulier
algébriques) et étudier leurs représentations dans F; elles seront bi-
complexes (en particulier hyperalgébriques). Nous arrivons ainsi &
une ,Géométrie bicomplexe générale* qui s'ajoute comme un troisieme
degré & la géométrie ,réelle” et & la ,géométric complexe®,

On se rend compte aussi qu'un passage comme celui des §lé-
ments et nombres complexes aux bicomplexes, et de la géométrie eom-
plexe & la géométrie bicomplexe, est susceptible d’stre répété autant de
fois qu'on le veut.

18. ftude directe des figures hyperalgébriques; leur relation
avec les formes d'Hermite. C.Segre'™) a étudié les configurations
hyperalgébriques directement, au lieu de prendre pour point de départ
leurs représentations réelles; et cela aussi bien analytiquement, c’est-a-
dire par leurs équations, que par des considérations synthétiques; il
Sest attaché surfout aux configurations qui peuvent étre engendrées
par des correspondances hyperalgébriques, en particulier par les corres-
pondances ,antiprojectives“ qui jouent un role tout i fait analogue
aux projectives.

Une correspondance univoque et continue entre deux configura-
tions complexes de rang un, qui fait correspondre i tout jet harmo-
nique un jet harmonique, n'est pas nécessairement homographique,
puisqu'elle peut transformer un jet non ,mneutre® (c’est-a-dire non réel)
en un jet de sens contraire (c'est-a-dire en son imaginaire conjugné) ™),
Dans ce cas la correspondance s'appelle antiprojective™™). De méme,

nombres complexes de la forme a-bs considérées comme coordonnées homo-
genes avec I'hypothése «* =0 [Geometrie der Dynamen, Leipzig 1903, p. 199 et
suiv.; ef. article IIl 5]. Voir aussi J. Grinwald, Uber duale Zablen und ihre
Anwendung in der Geometrie [Monatsh. Math. Phys. 17 (1906), p. 81].

129) Un nuovo cawpo di ricerche geometriche [Atti Accad. Torino 25
(1889/90), p. 276, 430, 592; 26 (1890/1), p. 86].

130) K. G. Chr. von Staudt, Beitrage zur Geometrie der Lage, fasc. 2, Nurem-
berg 1857, p. 147, § 16 (n° 225).

131) Sur la droite complexe il n'y a donc, en dehors des correspondances
projectives et antiprojectives, aucune correspondance continue transformant les
Jjets harmoniques en jots harmoniques. La question de savoir si la continuité
de la relation peut aussi dans le domaine complexe se déduire de la propriété
harmonique & ét6 soulevée par C. Segre [Atti Accad. Torino 25 (1889/90), p. 288],
mais elle est jusqu'ici restée sans réponse.
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dans les configurations de rang supérieur les correspondances antipro-
jectives se distinguent des projectives uniquement par ce fait que les
jets correspondants non neutres sont d'espéces contraires™). Les théo-
remes relatifs i la détermination des correspondances projectives par
trois, quatre, cing couples d'éléments correspondants en position
générale, ainsi que les constructions les plus simples, peuvent étre
immédiatement étendus aux correspondances antiprojectives; il se pré-
sente au contraire des différemces en ce qui concerne les éléments
doubles. L'étude des ,antiinvolutions® (c'est-a-dire des correspondances
antiprojectives qui se confondent avec leurs inverses) [ef. n° 11 et suiv.]
conduit & la généralisation de la motion de ,chaine” de K. G- Chr.von
Staudt; une chaine despéce r est, au point de vue de la géométrie pro-
jective, identique & l'ensemble des éléments réels d’une forme fonda-
mentale réelle de rang 7.

Ces correspondances (mais non les antipolaires, dont il va étre
question) avaient été étudides peu de temps auparavant par C. Juel1%%)
gous le nom de ,symétralités”; mais les recherches de C. Segre sont
indépendantes de celles de C. Juel et plus approfondies.

Elles ont été poursuivies par G. Sforza*™)."

Les correspondances ,antipolaires“ du plan et de l'espace engen-
drent les ,hyperconiques® et les ,hypersurfaces du second degré“!*)
qui comprennent I'ensemble (co® ou o) des points autoréciproques
de la forme fondamentale, quand il en existe.

On peut former avec ces figures des faisceaux et des systemes
linéaires supérieurs dont les éléments peuvent &tre engendrés dans
certains cas, mais non toujours, par des faisceaux atiprojectifs de
droites ou de plans; c’est 1a une nouvelle différence par rapport a la
géométrie projective.

Au contraire la théorie des transformations linfaires qui trans-
forment en elle-méme une hyperconique ou une hypersurface du second
degré (Cest-a-dire les antipolarités qui les définissent) se rattache assez
étroitement & la géométrie projective des sections comiques et des
surfaces du second degré*).

Analytiquement, ce sont les transformations linéaires automorphes,

132) C. Segre, Atti Accad. Torino 26 (1890/1), p. 592.

133) Bidrag til den imagindre Linies og den imaginire Plans Geometri,
Diss. Copenhague 1886; Uber einige Grundgebilde der projectiven Geometrie,
Acta math. 14 (1890/1}, p. L.

184) Giorn. mat. (1) 80 (1892), p. 169/87 (Texte et note de G. Loria).*

136) C. Segre, Atti Accad. Torino 26 (1890/1), p. 692.

136) Cf. 1II 18, 86, 37 et 1IN 4.
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étudiées & nouveau plus tard par A. Locwy™), d’une forme d’Hermite,
Cest-a-dire d'une forme bilinéaire
Eauxefz
(i, k)
4 variables et coefficients complexes conjugués, en sorte que l'on ait
@y = B
les groupes qui en résultent ont été indiqués par G. Fubini'®) et
E. Study ™).
Comme applications de ces notions, nous pouvons citer les suivantes:
1°) G- Fubini®) et E.Study's") ont fondé sur les formes d’Hermite
une sorte de détermination métrique projective’?) analogue a celle
fondée sur les formes quadratiques; et en particulier une determination
métrique her et une deter hyperbolique, en
prenant comme base une forme d’Hermite définie positive
T8y + 2y Ty + - 2, T,
ou une forme indéfinie du type
T F + BTyt F Ty 1Ty T Ty
enfin une determination parabolique comme cas limite des précédentes.
Dans les deux premiers cas, les homographies (collinéations) et anti-
homographies (anticollinéations) qui transforment en lui-méme le systeme
polaire de Ch. Hermile peuvent &tre interprétées les unes comme mouve-
ments hermitiens, les antres comme des ,opérations de seconde espece”
qui laissent de méme invariable la ,distance” de deux points, con-
venablement définie. Comme cas limites de ces transformations, on
obtient les mouvements hermitiens paraboliques et des opérations de
seconde espce correspondantes. En séparant les variables imaginaires
en leurs éléments réels, on peut regarder ces groupes d’opérations de
Ch. Hermite comme des groupes projectifs d’espaces supérieurs.
137) Math. Ann. 50 (1898), p. 657; Nova Acta Acad. Leopold. 71 (1898), n° 8;
Math. Ann. 52 (1899), p. 688.
138) Sulla teoria delle forme quadratiche Hermitiane e dei sistemi di tali forme
[Atti Accad. Gioenia Catania (4) 17 (1904), mém. n° 4; en parbic. p. 36 et suiv.]; Sulle
metriche definite da una forma Hermitiana [Atti Ist. Veneto (8) 8 (1903/4), p. 501].
139) Kiirzeste Wege im komplexen Gebiet [Math. Ann. 60 (1905), p. 331}
Voir aussi Verhandl. des 3. internat. Math.-Kongresses Heidelberg 1904, publ. par
A. Krazer, Leipzig 1905, p. 513.
140) Atti Accad. Gioenia Catania (4) 17 (1904), mém. n° 4; Atti Ist. Veneto
(8) 6 (1903/4), p. 501.
141) Math. Aon. 60 (1905), p. 321; Verhandl.!*%) 8. Math.-Kongresses Heidel-
berg 1904, p. 313.
142) Cf. 1[5,

Tlints, 2
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2°) Applications @ la théorie des fonctions. Les fonctions »hyper-
fuchsiennes* & deux variables étudiées par E. Picord™®) admettent
des groupes de transformations linéaires & coefficients entiers, que l'on
peut regarder comme des homographies du plan avec une hyperconi-
que invariante. Et de méme que F. Klein et R. Fricke'™) ont défini les
domaines fondamentaux des groupes proprement discontinus de trans-
formations linéaires d’'une variable, en particulier des groupes a cercle
principal, qui sont assimilables aux groupes projectifs d'une forme com-
plexe de rang un avec une chaine invariante, de méme G. Lubini4)
et . Study''®) ont établi la méme notion pour les groupes discon-
tinus avec une forme d’Hermite invariante; et (. Fubini a aussi dé-
montré l'existence de fonctions hyperfuchsiennes correspondantes. Ces
groupes (dont quelques-uns se laissent caractériser d’une manitre simple
par Tarithmétique) peuvent &tre étendus, comme dans le cas d'une
variable, par des opérations de seconde espéce. Bien qu’en grande partie
le cas de n =2 variables soit seul envisagé, la derniére méthode
s'applique & n queleonque. Plus tard, 4. Hurwite W7) Sest occupé d'é-
tablir, d'une fagon générale, un domaine fondamental pour un groupe
donné de transformations lindaires de plusieurs variables. Les groupes
discontinus considérés par . Fubini, qui transforment en Iui-méme un
systeme de formes d’Hermito, regoivent d’autres applications dans le
cas des fonctions qui eomportent des transformations lindaires de
variables distinctes ou de séries distinctes de variables %),

3°) Applications @ la théoric des mombres. La théorie de Téqui-
valence et la réduction des formes binaires de Lejeune Dirichlet [I16, 26]

143) Acta math. 1 (1882/3), p. 297; 2 (1883), p. 114; 5 (1884/5), p. 121; Apn.
Fe. Norm. (8) 3 (1886), p. 357; Essai d'une extension & variables par W. Wirtinger,
Sitagsb. Akad. Wien 108 II* (1899), p. 1239.

144) Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischon Modulfanktionen 1, Leip-
zig 1890; 2, Leipzig 1892 Vorlesungen iiber automorphe Funktionen 1, Leipzig
18975 2, Leipzig 1901 (livre 1). Voir aussi II 12.

145) Atti Accad. Gioenia Catania (4) 17 (1904), mém. n° 4; Applicazioni
analitiche dei gruppi di projettivitd trasformanti in & una forma Hermitiana,
Atti Accad. Gioenia Catania (4) 17 (1904), mém. n° 9.

146) Math. Ann. 60 (1903), p. 821; Verhandl.’s?) 3, Math.-Kongresses Heidel-
berg 1904, p. 313,

147) Math. Ann. 61 (1905), p. 325.

148) Ces applications sont dues & E. Picard [J. math. pures appl. (4) 1
(1886), p. 87] et H. Bourget [Ann, Fac. sc. Tonlouse (1) 12 (1898), mém. n°4, p.1];
un cas particulier inspiré par D. Hilbert est envisagé par O. Blumenthal, Math.
Ann. 56 (1903), p. 509; 58 (1904), p. 497; Jahresb. deutsch, Math.-Ver. 13 (1904),
p.120. Voir aussi . Fubini, Ann. mat. pura appl. (3) 10 (1904), p. 1; (3) 11 (1905),
P 189, en partic, p. 184 (§ 8).
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et des formes hermitiennes [I 16, 28] & coefficients complexes entiers,
telle queelle a été développée par (. Lejeune Dirichlet, Ch. Hermite,
E. Picard, F. Klein, R. Fricke et L. Bianchi, peut, d'aprées A. Lewy
et G. Fubini'), étre étendue aux formes d'Hermite & plusieurs va-
riables, en prenant pour base la considération des groupes qui les
reproduisent et des domaines fondamentaux de ces derniers.

Théorie générale des courbes et surfaces algébriques.

19. Théorie analytique des courbes planes algébriques, La
théorie des courbes planes algébriques dordre supérieur au second
[IIL 19] a déja ét6 abordée au 17=e sizele par 1. Newton™™) qui donna
trois théorémes généraux sur les courbes algébriques, puis au ]8itme
sieele par O Maclaurin), L. Fuler'™) et G. Cramer'*). Plus tard,
G. Lamé®®), J.V. Poncclet's®) et E. Bobillier ) ont traité des questions
particulidres 1%4),

Jusqu'au milien du 19" sidele, ces courbes furent surtout traitées
analytiquement, et cela w'est pas étonnant, puisque la notion fonda-
mentale de ,courbe algébrique® et celle d’,ordre” peuvent &tre établies
trés simplement par l'analyse, tandis que la notion générale de courbe
algébrique manquait aux géomatres qui se plagaient au point de vae
de la géométrie synthétique, et que la notion d'ordre d’'une courbe
algébrique ne devint accessible a la géométrie pure, d'une fagon vrai-
ment rigoureuse, quapres Uintroduction des éléments imaginaires [n° 14].

148) Ann. mat. pura appl. (3) 10 (1904), p. 1; (3) 11 (1905), p. 169

150) Enumeratio linearum tertii ordinis, Londres 1704 (en appendice & la
premitre édition anglaise du traité d'Optique de I, Newton); Opera, éd. 8. Hors-
ley 1, Londres 1779, p. 581. Cet ouvrage & peut-ftre été rédigs des 1678; cf.
W. W. Rouse Ball, Proc. math. Soc. London (1) 22 (1890/1), p. 104/43; Bibl. math.
(2) 6 (1891), p. 35/40.

151) Geometria organiea, sive descriptio linearum curvarum universalis,
Londres 1720; De linearum tricarum proprietatibus generalibus tractatus,
appendice : A treatise of algebra, Londres 1748; trad. J. Ph. E. de Fauque de
Jonguiéres, Mélanges de géométrie pure, Paris 1858, p. 197/261.

152) Introductio in analysin infinitorum 2, Lausanne 1748; trad. J. B. Labey,
Introduction & I'analyse infinitésimale 2, Paris an V.

153) Introduction & lanalyse des lignes courbes algébriques, Gendve 1750.

154) Examen des différentes méthodes employées pour résoudre les problémes
de géométrie, Paris 1818; (2¢ éd.) fac-simile de 1a premiére, Paris 1903; on doit
& G. Lamé la proposition connue sous le nom de wprincipe de Lamé".

158) J. V. Poncelet [Aun, math. pures appl. 8 (1817/8), D- 213] envisage les
courbes de classe #.

186) Z. Bobillier [id. 18 (1837/8), p. 89, 157, 263; 19 (1828/9), p. 106, 138,
302] étudie la théorie des polaires.
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A. F. Mobius™) a considéré les courbes décrites par un point

variable

fA+gB+hC,
od £, g, b désignent des fonctions entitres quelconques de degré n d'un
méme paramétre. Mais dans le cas ol n>>2, ces courbes ne sont pas
les courbes les plus générales d'ordre #, comme A F. Mobius T'a
d'ailleurs reconnu lui-méme; on n'obtient ainsi, en effet, que des courbes
rationnelles [III 20 et III 21].

La théorie générale analytique des courbes planes algébriques
remonte & J. Pliicker. Clest & lui que lon doit la notion d'équation
d'une courbe en coordonnées tangentielles®). I a douné aussi'*®) une
théorie compléte et upe classification des courbes planes du troisiéme
ordre ainsi que des indications sur les courbes de troisidme classe ,(la
notion de classe avait ¢t6 introduite par J. D. Gergonner™; on y voit
déja une méthode générale pour étudier les courbes d’ordre supérieur,
au sujet desquelles il établit*™®) quelques théorémes généranx, entre
autres celui qui concerne le nombre des points dinflexion d’une courbe
dordre n. 1l reprit plus tard ces recherches'®) et obtint plusieurs
nouveaux résultats. Nous signalerons surtout iei:

1°) ses théorcmes sur les points dintersection'®) dans lesquels il
&stablit les relations entre les m#n points d'intersection de deux courbes
algébriques dordres m et »'®), relations dont il se sert pour étudier
les ,branches infinies* des courbes planes et leurs asymptotes;

2°) la théorie des points singulicrs, en particulier les relations
entre les nombres des singularités d’une courbe quelcongue, auxquelles
on a donné le nom de formules de Pliicker'®);

157) Der baryc. Caleul®®), p. 80 et suiv.; Werke 1, p. 90 et suiv.

168) System der analytischon Geometrie, Berlin 1835, troisieme partie.

159) 1d. § 6, en partic. p. 264.

160) Theorie der algebraischen Curven gegriindet auf eine neue Behand-
lungsweise der analytisch G trie, Bonn 1839.

161) Alg. Kurven®®®), p. 7/13 (Einleitende Betrachtungen). Voir aussi Ann.
math. pures appl. 19 (1828/9), p. 97.

162) Déja L. Euler et G. Cramer [cf. Charlotte A. Scott, Bull. Amer. math.
Soc. 4 (1897/8), p. 260;73) avaient abordé cet ordre de recherches que C. G.J.
Jacobi [J. reine angew. Math. 15 (1836), p. 285; Werke 3, Berlin 1884, p. 329}
devait reprendre plus tard.

163) Alg. Kurven®9), p. 207 (section 2, § 4). Les formules de Plicker sont
établies [p. 211 (u° 68;] dans le cas ot la courbe considérée ne posséde que des
points doubles et des points de rebroussement, des tangentes doubles et des
tangentes d'inflexion; mais il y a déja quelques indications concernant le cas ok
la courbe posséde des singularités d'ordre supérieur.
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3°) la discussion et l'énumération des différentes courbes planes
du quatritme ordre [ef. TIT 20].

J. Pliicker wenvisage ordinairement que le ,cas général®, et dans
ses démonstrations il se contente souvent de compter les constantes
figurant dans les équations envisagées; il faut done presque toujours
reprendre et compléter ses démonstrations'®).

Des 1844, L. O. Hesse'™) montra comment on peut se servir
systématiquement de Ja théorie des équations algébriques pour établir
une théorie générale des courbes et des surfaces. L’'usage magistral
quil fit des déterminants, que Ialgébre avait désormais & son entiére
disposition, lui permit de donner a toutes ses considérations et dé-
monstrations une élégance tont i fait remarquable. On reconnut ainsi
qu'un grand nombre de vérités géométriques n’étaient que la traduction
immédiate de certaines identités algébriques; ce fait a trouvé plus-tard
de nombreuses applications dans la géométrie analytique, et surtout
dans la théorie des invariants'®®).

On doit en particulier & L. 0. Hesse™®") une étude approfondie
des points dinflexion et des tangentes doubles des courbes planes!®);
les points d'inflexion y apparaissent pour la premiere fois comme les
points d'intersection de la courbe donnée avec sa ,hessienne” dont
I'équation est obtenue sous la forme bien connue de déterminant!'®)
Le traité de G.Salmon'®), paru en 1852, a beaucoup contribué a

164) Au sujet des compléments & apporter aux démonstrations ne reposant
que sur 'énumération des constantes, voir E. Lasker, Math. Aun, 58 (1904), p. 434.

165) La plupart de ces articles sont publiés dans le Journal fiir reine und
angewandte Mathematik de 1844 & 1860 ct sont reproduits dans L. O. Hesse,
‘Werke, Munich 1897.

166) W.F. Meyer [Ucber das Wesen mathematischer Beweise; Verhandl.!*)
3. Math -Kongresses Heidelberg 1904, p. 667] & récemment appelé V'attention sur
ce point; ct, dans une série de travaux cités dans cet article, il a bien montré
Tutilité du ,principe d'identité. Voir aussi W.F. Meyer, Monatsh. Math. Phys,
18 (1907), p. 138; Sitagsb. Akad. Wien 116 II* (1907), p. 669; Archiv Math. Phys.
(3) 12 (1907), p. 1, 151; Ber. Ges. Lpz. 69 (1907), math. p. 229. Le principe de
1a méthode consiste a exprimer complitement les propriétés fondamentales de
certaines figures par des identités, en particulier par I'évanounissement identique
d'invariants simultanés des éléments donnés. L'avantage de cette méthode dont
la portée est bien plus grande que celle de L. 0. Hesse, consiste en ce qu'elle
est applicable & tous les cas particuliers et limites, dans la mesure ou ils sont
compatibles avec les conditions de la figure

187) J.reine angew. Math. 41 (1851), p. 276/7; ‘Werke, Munich 1897, p. 268/70.

168) ,J. Steiner avait déjs étudié par la géoméirie pure les tanmgentes
doubles des courbes du quatrieme ordre.*

169) A treatise on higher planes curves, (1% éd.) Dublin 1852; (2° éd.) Dublin
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répandre ces études. On trouvera certains détails relatifs au développe-
ment de cette théorie dans larticle 111 19; les résultats de A. Clebsch,
qui se plaga & un point de vue plus avancé, seront mentionnés aux
n* 22 et 31 de larticle actuel. Tous ces travaux ont été réunis plus
tard, avec de nouveaux développements, dans un traité publi§ par
F. Lindemann®™),

20. Surfaces. La tendance i la généralisation, par laquelle s'est
manifestée 'influence de I'analyse sur les recherches géométriques, devait
nécessairement conduire & étudier les figures de l'espace qui présen-
tent de l'analogie avec les courbes planes. Cela pouvait se faire dans
deux directions différentes. Si Yon remarque qu'une courbe plane est
représentée par une équation entre les coordonnées d'un point du plan,
on est amené & envisager comme figures plus générales les surfaces, chaque
surface étant représentée par une équation entre les coordonnées d'un
point dans Despace. En regardant au contrsire ume courbe plane
comme une suite continue de oo! points, on peut généraliser la théorie
en n'imposant plus & ces points la condition d’étre situés dans un plan:
on est alors amené. & la théorie des courbes gauches ou & double courbure.

La théorie analytique des surfaces se rattache au début assez
étroitement & celle des courbes planes. Certaines questions élémentaires
peuvent &tre traitées simultanément pour les courbes planes et pour
les surfaces; mais dans des questions moins simples la théorie des
surfaces reste souvent en arridre, les moyens dont elle dispose n’étant
pas aussi perfectionnés.

Jiétude des surfaces du second ordre, commencée par G. Monge,
continuée par M. Chasles et E. Bobillier, o 616 développée surtout par
L. 0. Hesse, puis par P. Serret®) qui, suivant la voie de F. Bobillier,
établit sans effort de nombreuses propriétés et constructions de cour-
bes et de surfaces du second ordre.

L'étude des surfaces du troisitme ordre a été poursuivie systéma-
tiquement et analytiquement par .J. Steiner, 4. Cayley et L. Cremona,
celle de certaines surfaces du quatrieme ordre,  points ou & lignes
multiples (surface des oundes, surface de Steiner), par J. Steiner, E. E.
Kummer, A. Cayley, Th. Moutard, E. N. Laguerre et L. Cremona, enfin
celle des surfaces réglées par M. Chasles, A. Cayley, L. Cremona, G.
Salmon et J. Maillard de la Gowrnerie.

1878; trad. par O. Chemin, Géom. analyt. des courbes planes, (2¢ éd.) Paris 1903;
trad. allemande par W. Fiedler, (1 6d.) Leipzig 1873; (2° 6d.) Leipzig 1882.

170) A. Clebsch, Vorles. iber Geometrie, publ. par ¥. Lindemann, (1% éd.) 1,
Leiprig 1876; (2 éd.) 1' 1, Leipzig 1908; (17 éd.) 2!, Leipsig 1891.
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Dans un ordre d'idées un peu différent, M. Chasles a obtenu ses
beaux théortmes sur le déplacement d'un corps solide et L. Poinsot a
développé la théorie de la rotation d'un corps. Enfin, par une méthode
un peu particulitre, A. Manmheim a étudié la surface des ondes, le
déplacement d'une figure de forme invariable et les surfaces réglées.*

Pour les surfaces d'ordre queleonque, J. D). Gergonnel™) et
M. Chasles'™) établirent déja certaines propriétés; J. V. Poncelet'’s)
détermina la classe de la surface algébrique générale du ##*m ordre,
tandis que J. Pliicker'™) et C. . J. Jacobi*®?) dounaient des théorémes
sur les points d'intersection. (. Salmon et 4. Cayley apporterent ensuite
a4 cette théorie des comtributions importantes; c'est au premier, en
particulier, que nous devous un exposé d'ensemble de la théorie des
surfaces ™).

Pour les détails et le développement ultérieur conmcernant cette
théorie, ef. III 23.

21. Courbes algébriques gauches. Les courbes gauches du qua-
tritme ordre et de premiére espéce ont d’'abord été étudiées par les
méthodes de la géométrie descriptive en les considérant comme inter-
sections de deux surfaces du second ordre, en particulier de cones ou
de ecylindres'"®); J. N. P. Hachette'™) envisage aussi le cas ou cette inter-
section se décompose en une droite et une courbe du troisitme ordre.

A. F. Mobius'™) a représenté par des expressions barycentriques

pA+4qgB--rCLsD
A un parametre variable, les courbes rationnelles gauches d’ordre quel-
conque, étudiant en particulier le cas le plus simple, celui de la
courbe gauche du troisidme ordre.

171) Ann. math. pures appl. 17 (1826/7), p. 265.

172) Mémoire de géométric sur deux prineipes généraux de la science, la
dualité et I'homographie [Apergu historique sur I'origine et le développement des
méthodes en gdométrie, (2 éd.) Paris 1875, p. 627/33, 722 et suiv.].

173) Mémoive sur la théorie ginérale des polaires réciproques [J. reine
angew. Math. 4 (1829), p. 30].

174) Ann. math. pures appl. 19 (1828/9), p. 129; I. reine angew. Math. 16
{1887), p. 47; System der Geom. des Raumes *), p. 36 (introduction § 3) [ef. note 33].

175) (. Salmon, A treatise on the analylical geometry of three dimen-
sions, (17 6d) Dublin 1862; (4 éd) Dublin 1882; trad. 0. Chemin, Traité de
géométrie analytique & trois dimensions, (1™ éd.) 1, Paris 1882; 2, Paris 1891;
38, Paris 1892; (2° éd.) 1, Paris 1899; 2, Paris 1903; trad. W. Fiedler, Analytische
Geometrie des Raumes, (1™ éd.) 1, Leipzig 1868; 2, Leipzig 1565; (4°éd.) 1, Leipzig
1894; (3° éd.) 2, Leipzig 1880,

176) G. Monge, Géom. descriptive *¥), chap. 3.

177y Correspondance sur I'Ec. polyt. 1 (1804/8), p. 36x.

178) Der barye. Caleul*®), p. 114; Werke 1, p. 116.
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Mais les recherches concernant les propriétés générales des courbes
algébriques gauches ont présenté de grandes difficultés. Ce n'est que
fort tard que Von a reconnu qu'une courbe gauche n’est pas toujours
Tintersection complete de deux surfaces'’™), et que par suite deux (ou
méme trois) équations ne suffisent pas toujours & la représenter ana-
Iytiquement'*’), tandis que quatre équations suffisent toujours; que
méme la considération simultanée de I'ordre et des points doubles éven-
tuels ne suffit pas non plus pour établir une classification des courbes
gauches, car il y a déja deux especes de courbes gauches du quatrieme
ordre sans points doubles!™); enfin que, a partir du neuviéme ordre,
méme l'adjonction du nombre des points doubles apparents ne permet
pas d'établir une classification complete de ces courbes®®®). La théorie
générale et la classification des courbes algébriques ne pouvaient donc
offrir une analogie complete avec les théories précédentes.

Des résultats essentiels concernant les courbes algébriques gauches
sont cependant dis a A. Cayley. En 1845, il établit les relations,
analogues & celies de Pliicker, existant eutre les nombres des singula-
rités d’'une courbe gauche'®®). Pour représenter ces courbes analytique-
ment, il les considéra d’'une part comme intersection d'une ,monoide*
(C’est-a-dive d'une surface du ™ ordre ayant un point multiple
d'ordre # — 1) et d'un cone, qui n'ont en outre en commun quun
certain nombre de droites!®); et d’antre part il eut recours a 'équation

179) A. Cayley, Note sur les hyperdéterminants [J. reine angew. Math. 34
(1847), p. 1485 en partic. p. 152; Papers 1, p. 852].

180) I. Kronecker, Festschrift zu E. K. Kummers 30. Doktorjubilium, Sep-
tember 1881, ¢d. Berlin 1882 [Grundziige einer arithmetischen Theorie der al-
gebraischen Grossen]; J. reine angew. Math. 92 (1882), p. 27; J. Molk, Thése,
Paris 1884, p. 107; Acta math. 6 (1883), p. 107; K. Th. Vaklen, J. reine angew.
Math, 108 (1891), p. 346.

181) 6. Sakmon, Canbr. Dublin math. J.5 (1850), p.53; J.Steiner, J. reine angew.
Math.53(1857), p.133/41 en partic. p.138; Werke 2, Berlin 1882, p.661/9 en partic. p. 656.

182) La courbe la plus générale d'ordre 9 et de genre 10 (avec 18 points
doubles apparents, et dépendant de 36 constantes) peut étre de deux espéces
différentes: soit une courbe (3,3) intersection de deux surfaces du ime ordre, ou
une courbe (2,6) intersection d'une quadrique et d'une surface du 6= ordre
avec trois cordes six-sécantes (dont chacune s'appuie sur six points de la courbe)
comme intersection restante. Voir & ce sujet les études de G. H. Halphen [J. Ee.
polyt. (1) eah. 52 (1882), p. 166] et de M. Nother [Zur Grundlegung der Theorie
der algebraischen Raumkurven, Abh. Akad. Berlin 1882, Phys.-math. Klasse, math.
Abh.; Extraits: J. reine angew. Math. 93 (1882), p. 101].

183) J. math, pures appl, (1) 10 (1846), p. 245; Cambr. Dublin math. J. &
(1850), p. 18.

184) C. R. Acad. sc. Paris 84 (1862), p. 55, 896, 672; id. 68 (1864), p. 994;
Papers 5, Cambridge 1892, p. 7, 24.
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du complexe formé par toutes les droites rencontrant la courbe con-
sidérée®).

Deux mémoires fondamentaux de G. H. Halphen'™) et M. Nither *7),
couronnés en 1882 par l'académie de Berlin, marquérent ensuite un
véritable progres dans la théorie des courbes algébriques gauches, dont
T'étude fera I'objet de l'article Iil 251%),

22. Rapports avec la théorie des invariants. La théorie des
formes algébrigues ou théorie des invariants [111] doit une impulsion
importante aux recherches analytiques sur la géométrie projective des
courbes et surfaces algébriques: elle eut & son tour, par son développe-
ment ultérieur, une grande part au perfectionnement de la théorie
analytique des figures algébriques. On concevait bien qu'on pour-
rait représenter les propriétés métriques d'une figure quelconque par
des formules ou des équations invariantes par rapport aux transfor-
mations linéaires des variables, qui correspondent aux transformations
de coordonnées; et leurs propriétés projectives par des formules ou équa-
tions invariantes par rapport & une transformation linéaire tout & fait
générale. Le rapport anharmonique en fournissait I'exemple le plus
simple. La théorie des courbes planes algébriques avait aussi con-
duit & plusieurs figures (courbes de Hesse, de Steiner, de Cayley)
(II1 19, 7], qui ont une relation invariante avec une courbe donnée.
Les polaires de E. Bobillier avaient conduit . Boole & la premiére
notion du covariant® La question surgit alors de savoir quelles for-
mations invariantes peuvent se déduire, en général, d'une équation ou
d’'une forme algébrique donnée, et comment.

En partant d’autres points de vue, dés 1845 environ, plusieurs
mathématiciens anglais, en particulier 4. Cayley, G. Salmon, J. J. Syl-
vester, et d'autre part aussi Ch. Hermite et F. Brioschi [Cf. 111] avaient
fourni d'importantes contributions a ecette question, lorsqu'en 1858
8. Aronkold, dans ses recherches sur la forme cubique ternaire'®), mit
en plein relief les rapports de ce domaine avec la géométrie projee-
tive. 11 exposa un peu plus tard'®) ses idées sous une forme plus

185) Quart. J. pure appl. math. 3 (1860), p. 226; id. 5 (1862), p.81; Papers 4,
Cambridge 1891, p. 446, 490.

186) Mémoire sur la classification des courbes gauches algébriques [J. Ec.
polyt. (1) cah. 52 (1882), p. 1).

187) Alg. Raumkurven*%); J. reine angew. Math. 93 (1882), p. 271/318.

188) G. Salmon [Analyt. geom. of three dimensions 17%); trad. O. Chemin 2]
consacre plusieurs chapitres & la théorie des courbes algébriques gauches.

189) J. reine angew. Math. 55 (1858), p. 79.

190) 1d. 62 (1868), p. 281.
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générale. Aprds lui, A. Clebsch'™) reprit ces recherches algébrico-géomé-
triques, et se rattachant aux mathématiciens anglais, ayant aussi re-
cours trés souvent & la théorie des déterminants (et en particulier au
théortme de la multiplication des déterminants), il arriva & coneevoir
les problémes généraux sur les courbes et les surfaces algébriques
du véritable point de vue de la théorie des invariants. La théorie des
invariants fournit wn principe général, qui avait manqué jusqu'alors,
permettant de découvrir des véritds géomeétriques par voie anralytique,
puisquelle donne des méthodes générales [Cf I 11] pour déduire
d’'une forme donnée £ ses invariants et covariants; en annulant ceux-ci,
on obtient exclusivement et complétement les équations qui expriment
des propriétés projectives de la figure /= 0 et celles qui représentent
d'autres figures lides projectivement & f = 0 [III 5],

23. Génération géométrique des courbes et des surfaces par
Grassmann. Dans la géoméirie synthétique, on n’a pu que difficile-
ment s'élever & la notion générale de courbe algébrique; aussi, pen-
dant longtemps, les théories ,géométriques” des courbes et surfaces
ne furent pas purement synthétiques. Elles furent aussi le plus sou-
vent incomplétes.

H. Grassmann ') remarqua en 1846 que ln géométrie projective
ordinaire suffit bien 4 la théorie géudrale des courbes du second ordre,
mais qu'elle ne suffit plus pour les courbes d’ordre supérieur, parce qu'on
warrive, au moyen de la génération par formes projectives, qu'a des
courbes particulitres. Pour la génération des courbes les plus générales
d’ordre n il établit le théoréme fondamental suivant (énoncé des 1844
dans son ,Ausdehnungslehre®) [cf. ITT 19]:

Si un point mobile X d'un plan se déplace de telle fagon qu'un
point et une droite, déduits de ce point X et d'une série de points
eb de droites fixes par des constructions linéaires, soient incidents (clest-
a-dire que le point se trouve sur la droite) le point X déerit une courbe
algébrique; la courbe est d'ordre %, si dans ces constructions le point
mobile est employé n foisi®).

1l énonce aussi le théortme par dualité, concernant la génération

191) Cf. Math Ann, 7 (1874), p. 13 et suiv.

192) Grundsiige zu einer rein geometrischen Theorie der Kurven mit Anwen-
dung einer rein geometrischen Analyse [J. reine angew. Math. 31 (1846), p. 111;
Werke 2%, publ. par E. Study, G. Scheffers et F. Engel, Leipzig 1904, p. 49].

193) Die lineale Ausdchnungslehre, Leipzig 1844; (20 éd.) Leipzig 1878,
§§ 145/9; Werke 1% publ. par F. Engel, . 245 et suiv.

28. Génération géométrique des courbes et des. surfaces par Grassmana, 9229

d'une courbe de la #*me classe comme enveloppe d'une droite mobile
dans le plan.

Dans un autre mémoire, H. Grassmann'™) établit le théoreme
inverse, d'aprés lequel toute figure formée de points (ou de droites)
du n*me ordre (ou de la 2™ classe) peut étre engendrée de la ma-
niére indiquée. La démonstration de ce théoreme revient 4 déduire de
Iéquation F(, y) =0 de la courbe donnée une régle permettant de cons-
truire le mécanisme générateur, Les différentes générations sont discu-
tées séparément pour les courbes du troisitme et du quatrieme degré ).

Pour les surfaces, il établit un théoréme analogue'®) o la eon-
dition qu'un point et une droite soient incidents est remplacée par la
condition que deux droites obtenues par des constructions linéaires

" goient dans un méme plan.

Mais ceci n'est encore quune ,génération géométrique des cour-
bes générales dun degré donné; leur ,définition”, ainsi que celle du
degré, a toujours une base analytique. Méme quand H. Grassmann engen-
dre les courbes d'ordre m 4 % par des faisceaux projectifs de courbes
d'ordres m et », et qu'il reconnait que cette génération est toujours
possible’®”), ce ne sont 1a que des recherches isolées, et il nest pas
encore question chez lui d'une théorie des courbes proprement dite.

J. Liiroth'™) a montré dans sa théorie des jets que les courbes
et surfaces de degré n de H. Grassmanmn sont rencontrées par toute
droite en » points et que deux courbes de degrés m et n se coupent
en mu points. On pourrait par conséquent établir une théorie géomé-
trigue des courbes planes algébriques en prenant comme définition
leur génération d’apres H. Grassmann, et en démontrant les théorémes
sur les intersections d’apres K. G. Chr. von Staudt et J. Liiroth. Toute-
fois cette théorie n'a pas été développée. Il n'y serait, il est vrai, pas
du tout question de relations métriques; mais il reste & savoir si une
théorie qui a besoin du caleul des jets jusqu’aux problémes d’élimination

194) J. reine angew. Math. 42 (1851), p. 187; Werke 2%, publ. par E. Study,
G. Scheffers et F. Engel, Leipzig 1904, p. 80.

195) J. reine angew. Math. 36 (1848), p. 177; 44 (1852), p. 1; 52 (1856),
p- 254; Werke 2% p. 78, 109, 218.

198) J. reine angew. Math. 49 (1855), p. 1 et diverses remarques jusqu’a la
p. 66; Werke 21, p. 136/98.

197) Die hohere Projektivitéit und Perspektivitit in der Ebene dargestellt
durch geometrische Analyse [J. reine angew. Math. 42 (1851), p. 198]; Die hthere
Projektivitiit in der Ebene dargestellt durch Funktioneverkniipfungen [id. p. 294];
Werke 24, p. 86, 89.

198) Math. Ann. 8 (1875), p. 145.
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pourrait étre appelée purement synthétique. J. Liiroth'™) lui-méme
semble considérer la question ainsi posée comme non résolue.

24, Théories algébrico-géométriques. Cremonsa. Dans une
communication présentée en 1848 par J. Steiner®™) a l'académie de
Berlin on trouve énoncés quelques théoremes de la théorie des
polaires des courbes planes, établis sans emploi de eoordonnées et I'on
voit en méme temps apparaitre les courbes remarquables covariantes
4 une courbe donnée, qui portent aujourd’hui les noms de courbes de
Steiner, de Hesse, de Cayley. M. Chasles®?) et J. Ph. E. de Faugue de
Jonguicres %) concentrent toute leur attention sur la génération des
courbes algébriques par des faisceaux projectifs de courbes d’ordres
inférieurs, génération qu'ils imaginérent sans doute indépendamment
de H. Grassmann, et quils appliquerent & la construction de courbes
passant par des points donnés, saffranchissant ainsi, du moins en
partie, des procédés purement analytiques.

Dans son ,Introduzione ad una teoria geometrica delle curve piane®,
L. Cremona®?) démontre par une méthode uniforme et & beaucoup
d’égards géométrique (mais qui n'est pas toujours irréprochable) tous
les théoremes importants obtenus jusqu’a lui par les méthodes analy-
tiques et il y ajoute encore de nouveaux résultats. Peu aprés il fit le
méme travail pour les surfaces®™).

Mais ces recherches reposent toujours d’une fagon plus ou moins
visible sur des motions et des théoremes analytiques. Les deux théo-

199) Math. Ann. § (1875), p. 148/9.

200) Ber. Akad. Berlin 1848, p. 310; imprimé sous le titre: Allgemeine
Tigenschaften der algebraischen Kurven [J. reinc angew. Math. 47 (1854), p. 16;
Werke, publ. par K, Weierstrass 2, Berlin 1882, p. 493'500]. Voir aussi J. reine
angew. Math. 47 (1854), p. 7; Werke 2, p. 503,

201) C.R. Acad. sc. Paris 36 {18533}, p. 943; 37 (1853), p. 272, 872, 437; 41
(1855), p. 1102, 1190; 45 (1857), p. 318, 1061; J. math. pures appl. (1) 19 (1854), p. 366.

202) Mélanges de géométrie pure, Paris 1856 (voir en partic. chap. 4); Essai
sur la génération des courbes géométriques [Mém. prégentés Acad. sc. Paris (2) 16
(1862), p. 159; rapport de M. Chasles, C. R. Acad. sc. Paris 45 (1857}, p. 318];
Application aux courbes du troisitme et du quatriéme ordre [J. math. pures appl.
(2) 1(1856), p. 411; (2) 2 (1857), p. 153, 249, 267].

203) Memorie Ist. Bologna (1) 12 (1861), p. 30; trad. par M. Curtze, Ein-
leitung in eine geometrische Theorie der ebenen Kurven, Greifswald 1865. Daus
1a seconde section (théorie des polaires) les propositions de J. Steiner 2°°) sont aussi
démontrées.

204) Preliminari di una teoria geometrica delle superficie, Bologne 1866;
[Memorie Ist. Bologna (2) 6 (1866), p. 915 (2) 7 (1867), p. 29]; trad, par M. Curtze,
Grundzige der allgemeinen Theorie der Oberflichen in synthetischer Behandlung,
Berlin 1870,

25. Fsquisse de Thieme. 231

remes cités par L.Cremona dans son ,Introduzione aux n°* 36 et 37
comme ,porismes de Chasles“®®) équivalent & I'équation d'une courbe
plane en coordonnées ponctuelles ou tangentielles. La théorie des
polaires des courbes planes et des surfaces s'appuie sur Ja théorie des
groupes polaires dans les formes de rang un, laquelle est basée sur
des considérations analytiques. Le théoreme d’aprés lequel deux fais-
ceaux projectifs de courbes d'ordres m et n engendrent une courbe
dlordre m + n invoque des comsidérations sur les involutions®®) qui
ont également un fondement analytique. En un mot ces théories reposent
encore en grande. partie sur le théorme fondamental de Ialgebre:
nous avons affaire, pour ainsi dire, & une théorie algébrico-géométrique
des courbes; ce qui a une apparence géométrique n’est le plus souvent
qu'une traduction géométrique de considérations analytiques.

F. Schur®™) a cherché & établir géométriquement la théorie des
polaires des courbes planes en concluant du cas supposé connu de la
courbe d'ordre n & celui de la courbe dordre » + 1, mais il a da
emprunter encore 2 L'algebre trois théoremes fondamentaux. Kt il est
permis de douter que l'emploi de l'algébre ait été ici Hmité & un
champ plus étroit.

95. Esquisse de Thieme, H. Thicme*®) a donné un essai dune
théorie purement géométrique des courbes planes algébriques d’ordre
quelconque par la construction effective des systemes polaires corres-
pondants [ef. IIT 19].

1l se propose de comstruire des systemes de groupes de points

dune droite, de courbes d’'un plan et de surfaces qui constituent des
systemes de premidres polaires par rapport & des figures (de la méme
dimension) et d'ordre plus élevé d'une unité. On arrive bien ainsi
4 donmer une définition purement géométrique de ces figures, en les
considérant comme ,figures directrices de leurs systémes polairs,
comme K. G. Chr. von Staudt V'a fait pour les courbes et surfaces du
203) M. Chasles, Apergu hist.'), (2° éd.) p. 280.
206) J. Ph. E. de Fauque de Jonquiéres, Mélanges de géom.*?), p. 174;
1. Cremona ), Memorie Ist. Bologna (1) 12 (1861), p. 346, 323. Ces considérations
furent formulées plus tard par M. Chasles, C. R. Acad. sc. Paris 38 (1864), p. 1175
dans le principe dénommé d’aprés lui ,,principe de correspondunce [l 4, n*12
et suiv.] ot Erigées en méthode générale de démonstration. Voir aussi C. Segre,
Bibl. math. (2) 6 (1892), p. 33.

207) Eine geometrische Ableitung der Polareigenschaften der ebenen Kurven
(Z. Math. Phys. 22 (1877), p. 220/33 (18761},

208) Die Definition der geometrischen Gebilde durch Konstruktion ihrer
Polarsysteme [Z. Math. Phys. 24 (1879), p. 221/9]; voir aussi Math. Ano. 20 (1882),
p. 144,
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second ordre. Et effectivement, I Thieme constrnit Iensemble des
surfaces d’ordre # qui sont polaires des points de espace par rapport &
une surface d'ordre # + 1, puis aussi un faiscean, un réseau et un
systéme linéaire quelconque de tels ensembles, en supposant, ce qui
a liew pour % =2, que les constructions et les propriétés correspon-
dantes sont déja connues pour les surfaces d'ordre n. Mais 7 ne con-
sidére Id que les eléments réels; et le théorsme relatif aux points d'in-
tersection d'une droite avec une courbe plane ou une surface n'ap-
parait chez lui que sous la forme: ,Les courbes et les surfaces
d'ordre # 4 1 contiennent au plus # + 1 points d'une droite donnée,
ou elles contiennent la droite toute entiere“2®). Sans doute, sa théorie
pourrait &tre conservée en grande partie dans le cas d’éléments com-
plexes, mais la difficulté principale, la démonstration du théoreme sur
la constance du nombre des points d'intersection (réels ou imaginaires),
serait encore & surmonter.

Dans un mémoire ultérienr, H. Thieme™®) traite ce probleme
particuliérement pour les surfaces du troisiéme ordre, en premant
comme point de départ la théorie des surfaces du second ordre et de
leurs systémes linéaires. .

Bien qu'incomplet, Vessai de H. Thieme était rationvel. Pour
pouvoir considérer les fignres algébriques du troisitme ordre et au-
dessus, & Vexemple de K. (. Chr. von Staudt, sans sortir du domaine
des éléments réels, il fallait commencer par s'élever des systomes
polaires ordinaires, c'est-d-dire des correspondances bilinéaires, aux
correspondances ,trilinéaires”

Doz =0,
ef ainsi de suite. Les systtmes polaires mentionnés plus haut consti-
tuent un premier pas dans cette voie®'?).

209) H. Thieme, 2. Math. Phys. 24 (1879), p. 284.

210) Die Flachen dritter Ordnung als Ordnungsfliichen von Polarsystemen
[Math, Ann. 28 (1887), p. 133/51].

211) Les correspondances linéaires d’ordre  dans les formes de rang un ont
ét6 étudides, surtout pour » — 3, dans plusieurs travaux. On trouve déja des
indications sur ce sujet dams F. August [De superficiebus tertii ordinis, Diss.
Berlin 1862] et d'une fagon plus détaillée et plus systématique dans J. Rosanes
[Ueber linear-abhangige Punktsysteme, J. reine angew. Math. 88 (1880), p. 241,
§ 91; H. Schubert [Die trilineare Beziehung zwischen drei einstufigen Grundge-
bilden, Math. Ann. 17 (1880), p.457]; B. Kiein [Theorie der trilinear symmetrischen
Elementargebilde, Habilitationsschrift Marbourg 1881]; C. Le Paige [Mém. cou-~
ronnés et savants étrangers Acad. Belgique in 4°, 42 (1879), mém. n° 4, p. 1/71;
F. Folie et C. Le Paige [Mérm. Acad. Belgique 43 (1880/2), 2° partie, mém. n° 2,
- 1/48; 45 (1883/4), mém. n° 1, p. 3/46; C. Le Paige, Bull Acad. Belgique (3) 6

26. Théorie purement synthétique des courbes planes par Kotter. 233

E. de Paolis reprit ces recherches d’une fagon plus approfondie et
plus systématique, mais malheureusement il mourut avant de pouvoir
en venir & bout [ef. n° 27].

26, Théorie purement synthétique des courbes planes par
Kotter. Les nombreux essais faits en vue de fonder une théorie pure-
ment synthétique des courbes et surfaces algébriques ne furent cou-
rounés de suceds que lorsquien 1884 et 1886 I'académie de Berlin
déeida d’attribuer le prix Steiner au meilleur travail sur ce sujet.
L’ouvrage de E. Kotter®'?) couronné en 1886 [of. IIT 19] renferme en
effet une théorie synthétique des courbes planes, qui peut étre con-
sidérée dans son ensemble comme satisfaisante.

E. Kitter part de la remarque suivante. Fn géométrie analytique
la grande simplicité des théortmes et des démonstrations sur les
courbes algébriques repose sur ces denx faits: en premier lieu, les gran-
deurs imaginaires sont déja introduites dans les fondements de la
géométrie; en second lien, avant d’aborder la géométrie analytique,
on a i sa disposition la théorie des fonctions rationnelles entidres
d'une et de plusieurs variables. En particulier, on suppose connu le
théortme fondamental de Valgehre {I 9, 807 d’aprés lequel une fonction
rationnelle entitre d'wne variable de degré # possdde n zéros en général
différents, et le théoréme de Bézout [19, 51, note 389] d’aprés lequel
deux fonctions rationnelles entiéres de deux variables de degrés m et n
g'annulent en méme temps pour mu couples de valeurs des variables.

Bn ce qui concerne le premier point, la théorie des éléments
imaginaires de K. G. Chr. von Stoudt donne la traduction géométrique
de la théorie analytique et, des le second chapitre de son ouvrage,
E. Kitter ne fait pas de distinction entre éléments réels et imaginaires.

La théorie des fonctions rationnelles entitres est remplacée dans
le mémoire de E. Kitter par la théorie des involutions. De méme qu'un
groupe de points peut étre représenté analytiquement par une équation
de degré », de méme il peut étre déterminé géométriquement comme

(1883), p. 25/30, 85/112]; G- Castelnuovo [Studio sulle omografie di 2* specie, Atti
Ist. Veneto (6) 5 (1886,7), p. 1041]; F. London [Zur Theorie der trilinearen Ver-
dtschaft dreier einstufigen Grundgebilde, Math. Anu. 44 (1894), p. 345].

G. Hauck [J. reine angew. Math. 95 (1883), p. 1, surtout § 3; 97 (1884),
. 261; 98 (1885), p. 304; 108 (1891), p. 25; 111 (1898), p. 207] s'est occupé long-
temps de la théorie des correspondances trilinéaires planes i laquelle il arriva
tout d’sbord en étudiant du point de vue de la géométrie descriptive les
relations qui existent entre trois projections planes d’une méme figure (plane ou
gauche).

212) Grundziige einer rein geometrischen Theorie der algebraischen ebenen
Kurven [Abh. Akad. Berlin 1887, Phys. math. Klasse, Math. Abh. mém. n° 4],
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seroupe de coincidence” de deux dnvolutions projectives, c'est-d-dire
comme formé des éléments dont chacun est commun & deux groupes
correspondants de deux involutions projectives I, et I, . Sa méthode
générale de démonstration consiste & conclure de n a n+1, le cas de
n =2 étant bien connu par la géométrie projective ordinaire.

A la théorie des involutions succede celle des ,réseaux d'invo-
lutions* de rang deux et de rangs plus élevés, qui correspondent aux
systemes linéaires de formes binaires. De ces réseaux on peut extraire
des séries oo de groupes de points, ,les involutions de rang u qui
sont aux réseaux eux-mémes ce qu'une seetion conique ou une courbe
gauche du troisieme ordre est au plan ou & I'espace. Deux involutions,
Yune d'ordre m et de rang g, l'autre d'ordre » et de rang v, peuvent
stre rapportées projectivement I'une a lautre, et ont en général
mv + np points communs.

Le quatritme chapitre contient les propositions (toujours démon-
trées en concluant de n & n+ 1) relatives & la génération des courbes
algébriques, & leurs points d’intersection et & leur réunion en faisceaux,
réseaus, etc.... Deux faisceaux projectifs de courbes d'ordres m et
n—m engendrent une courbe d’ordre n (c'est-a-dire une courbe qui
est rencontrée en n points par une droite arbitraire). Deux courbes
d'ordres m et », dont les points d'intersection sont simples pour toutes
les deux, et qui possédent en tous ces points des tangentes différentes,
ont toujours mn points d’intersection.

Suivent d'autres théoremes sur les intersections de deus courbes
et sur la théorie des polaires; enfin la construction linéaire, déja donnée
par H. Grassmann, des courbes d'ordre n est généralisée et étendue
au cas d'une correspondance linéaire générale d'ordre » dans le plan;
et partant de 13, E. Kotler arrive & construire la courbe d’ordre  passant

nin+3)
e

~ points donnés®'¥).

par

2%, Recherches de Paolis. La théorie des courbes planes de
E. Kitter peut &tre regardée comme rentrant dans lordre d'idées de
oJ. Steiner [n* 9, 10, 24], puisque E. Kotler reste attaché au principe
de la génération des courbes algébriques par des faisceaux projectifs
de courbes d'ordre inférieur. La solution que R.de Paolis imagina en
méme temps se rapproche au contraire davantage de la définition des
sections coniques par les systdmes polaires, due & K. G. Chr.von Staudt.

213) E. Kotter [Math. Ann. 34 (1889), p. 128] a fourni des compléments
5 ses recherches {génération des courbes i points multiples, théorie des polaires,
bi d'un réseau, hessi d'une courbe donnde).

27, Recherches de Paolis. 235

Malheureusement la mort vint prématurément interrompre ses recher-
ches en 1892,

R. de Paolis avait reculé son point de départ plus encore que ne
Tavait fait E. Kitfer, et était parti des fondements méme de la géo-
métrie [cf. III 19].

Sa ,teoria dei gruppi geometrici e delle corrispondenze che si
possono stabilire tra i loro elementi®)¢ contient des considérations
d'analysis situs {IIT 6], en particulier sur la connexion des surfaces, avec
des démonstrations purement géométriques de théordmes relatifs aux
correspondances continues, équivalents a des théoremes analytiques de
K. Weierstrass et de G. Cantor. Ces cousidérations peuvent étre regardées
comme constituant la partie de la géométrie qui correspond a la ,théorie
générale des fonctions®.

Le second mémoire de R.de Paolis ,le corrispondenze proiettive
nelle forme geometriche fondamentali di 1* specie®®)* correspond & la
théorie des fonctions algébriques d’une variable. La base de cette
théorie est fournie par une étude purement géométrique des corres-
pondances n-linéaires entre » formes de rang un; dans cette étude,
les éléments de ces formes sont assoeiés en multiplicités co"=* de
groupes de 7 éléments, ,aggruppamenti proiettivi di ordine n“, ca-
ractérisés par ce fait que, si 'on suppose fixes dans les formes corres-
pondantes n—2 éléments d'un groupe (ou d'un n-tuple de points), les
deux autres déerivent toujours des séries projectives. C'est la Vimage
géométrique de I'éyuation n-linéaire

a,a,a, =0

qui comprend, comme cas particuliers, les équations polaires dans les
formes de premiére espece, de méme que V'équation de la correspon-
dance générale (m, n). Dans le cas de formes superposées, les ,aggrup-
pamenti proiettivi® mentionnés plus haut fournissent les involutions
d'ordre n et de rang » — 1, et comme intersections de ces dernitres
on obtient celles de rang inférieur.

Deux involutions 'ane d’ordre n et de rang n—1, Yautre dordre
n et de rang un (non contenue dans la premiére), ont toujours un
groupe de points communs et un seul. C’est ce théoreme qui remplace
le théoréme fondamental de lalgbbre et fournit la base nécessaire
pour les recherches synthétiques a venir. De méme qu'on ne peub

214) Mem. mat. fis. Soc. ital. delle scienze (3) 7 (1890), mém. n° 6; Extraits
complétés par de mouvelles recherches [Ann. mat. purs appl. (2) 18 (1890), p. 93].

215) Mem. Accad. Torino (2) 42 (1892), p. 495; compte-rendu par C. Segre
[Atti Accad. Torino 27 (1891/2), p. 366].
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établir d’'une maniére purement algébrique le théoréme fondamental
de T'algdbre, de méme on est obligé de déduire la démonstration de
ce théoreme des considérations sur les correspondances continues ex-
posées dans le mémoire précédent ).

Ces deux travaux formaient la premitre et la deuxizme partie
d'un manuscrit présenté en 1387 3 I’, Accademia dei Lincei®, La troisivme
partie contenait seulement une esquisse, publiée par C. Segre apres la
mort de lauteur®®), des recherches ultérieures en vue d'une théorie
purement synthétique des courbes planes algébriquee. Cette esquisse
contient la définition géométrique des courbes d’ordre » par une sorte
de correspondance x-linéaire, et le théorsme de Bézout sur les inter-
sections de deux courbes d'ordres m et »*17).

Géométrie algébrique a plusicurs dimensions.

28. Essais sur la conception analytique d’espaces & plusieurs
dimensions. Si, en géométrie, on sest borné pendant longtemps &
considérer trois dimensions au plus, cela tient simplement & la limi-
tation correspondante de notre faculté de perception. Mais Pappli-
cation de Ialgebre & la géométrie ayant montré comment les résul-
tats analytiques liés & la théorie des fonctions d’une, de deux, ou de
trois variables sont susceptibles d’une représentation géométrique ac-
cessible aux sens, il était naturel de chercher également une représen-
tation géométrique pour le cas d’'un plus grand nombre de variables,
et par suite, pour conserver aussi l'analogie de langage, de ne pas
parler seulement de ,multiplicités s'étendant & volonté® mais aussi
d’,espaces & un nombre quelconque de dimensions® [III 1, 22; I 26].
Kt cest ce qui arriva sans que l'on se préoceupat méme tout d'abord
de Vexistence de tels espaces (question que 'on regardait comme plutot
métaphysique que mathématique); que cette représentation pat 8tre
perceptible aux sens ou suprasensible, on la trouva utile et on en
fit un usage répété. C'est probablement 4. Cayley qui dans ses ,chapters
on the analytical geometry of (n) dimensions?#)“ a eu la premidre idée
d'une telle conception; mais il ne la développa quen 1869 dans son
»Memoir on abstract geometry2®)¥. 4, L. Cauchy®®) remarqua aussi
combien la géométrie & plusieurs dimensions est propre i ,éclaircir un

216) Teorin generale delle corrispondenze proiettive e degli aggruppamenti
proiettivi nelle forme fondamentali a due dimensioni {Atti R. Accad. Lincei
Rendic. (5) 31T (1894), p. 225 [30 décembre 1887]].

217) Voir anssi C. Segre, Rend. Circ. mat. Palermo 6 (1892), p. 208.

218) Cambr. math. J. 4 (1843/5), p. 119; Papers 1, Cambridge 1889, p. 55,

219) Philos. Trans. London 160 (1870), p.51; Papers 6, Cambridge 1893, p.456.

28. Essais sur la conception analytique d’espaces 3 plusiears dimensions. 287

grand nombre de questions délicates” et & ,guider le calculatenr au
milieu des difficultés“?®). La notion d’enscmble & # dimensions a été
établie d'une fagon générale par H. Grassmann?') des 1844; ses
»oystémes de rang n procédent d'une figure génératrice quelconque
a laquelle il applique ,n lois différentes de variations®. Cette géné-
ration apparait aussi dans B. Riemann®?), qui indique comme caractére
essentiel d'une multiplicité & » dimensions la condition ,que la déter-
mination du lieu dans celle-ci puisse &tre ramenée & » déterminations
de grandeurs“. B. Riemann étudie surtout les ,rapports métriques®
d'une telle multiplicité, dont la théorie sest ensuite développée dans
bien des directions [ef. II 1, n 33 & 38; 10l 38).

" Une notion importante due & B, Riemann est celle des différentes
courbures d'une multiplicité; grace & lui et & . Beltrami®®®) un grand
intérét se concentre sur les multiplicités & ,,cou.r\bure constante®, qui
permettent un groupe de déplacements & n("—;_—lf

H. von Helmholtz®4) essaie, au contraire, de caractériser une mul-
tiplicité par Vexistence de ce groupe de déplacements et de conclure
de la aux relations métriques qui y ont Liew, probleme qui fut plus
tard traité en toute rigueur par S. Lie®™) [of. L1 1, n 39 i 42] et
dans des hypothsses plus générales encore, par D. Hilbert®).

parametres.

220) Mémoire sur les licux analytiques [C. R Acad. sc. Paris 24 (1847),
P. 885; (Euvres (1) 10, Paris 1897, p. 292/5).

221) Die lineale Ausdehnuugslehre, Leipzig 1844; Werke 1%, publ. par
F. Engel, Leipzig 1894, p. 1.

222) Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde licgen [Habili-
tationsschrift, Gottingue 1854; Abh. Ges. Gott. 13 (1866/7), éd. 1868, math. p, 185;
Werke, publ. par H. Weber, (1% éd.) Leipzig 1876, p. 254; (2¢ éd.) Leipzig 1892,
P- 272 et suiv.; trad. francaisc par L. Lawgel, Paris 1898, p. 280). Voir aussi la
»Commentatio mathematicat [Werke, (2°¢d.) p. 403 [18611]. La condition énoncée
a 6t6 reconnue depuis insuffisante; il faut encore que la correspondance soit
réversible, univoque et continue.

228) Teoria fondamentale degli spazi di curvatura constante [Ann. mat.
pura appl. (2) 2 (1868/9), p. 232; Opere 1, Milan 1902, p. 406].

224) Uber die Tatsachen, die der Geometrie zugrunde liegen [Nachr. Ges.
Gobh. 1868, p. 193/221; Wise. Abh. 2, Leipzig 1883, p. 618]. Voir aussi Verhandl.
des natur. histor.-mediz. Vereins Heidelberg (1) 4 (1865/8), p. 1975 (1) 5 (1869/70),
p. 81; Wiss. Abh. 2, Leipzig 1883, p. 618. Des explications géométriques sur le
probleme de Helmholtz ont été fournies par I Klein, Nicht-Euklidische Geometrie
(cours autographié Géttingue) 1 (1889/90); (2°éd.) 1, Gittingue 1894, p. 261 et suiv,

225) 8. Lie et F. Engel, Theorie der Transformationsgruppen 3, Leipzig 1893,
- 398 (section 5). Voir aussi divers mémoires cités dans cet ouvrage, en partic.
H. Poincare, Bull. Soc. math. France 156 (1886,7), p. 203.

226) Grundlagen der Geometrie, (2° éd.) Leipzig 1903, p. 121; (5
sig 1909,

4d.) Leip-
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29. Espaces & plusieurs dimensions nés de la considération
d’éléments quelconques, La génération des ,systemes de rang »n de
H. (Frassmann contenait aussi une idée géométrique, encore assez vague.
J. Pliicker formula cette idée d’une fagon précise, en remarquant qu'on
peut attribuer & notre espace un nombre quelconque de dimensions
en choisigsant convenablement la figure géométrique que l'on con-
sidere comme élément générateur. Des 1868 J. Plicker ™) appliqua
cette idée, quoique encore par des méthodes analytiques, au cas de
1a ligne droite dans lespace. De méme A. Cayley®®) considéra les
sections coniques dun plan par des points d’un espace & cing di-
mensions, et G. H. Halphen®®) établit sur les systémes de courbes
planes des théorémes qui équivalent & des théortmes bien connus sur
les multiplicités du second et du troisieme degré. Cette idée a trouvé
des applications de plus en plus nombreuses; elle a donné naissance,
entre autres, i la géométrie des spheéres, & la géométrie des cercles
et des sections coniques [Voir & ce sujet 1II 7 et III137]. En par-
ticalier, on peut considérer tout systéme lindaire co” de formes algé-
briques (groupes de points sur une droite, courbes planes, sarfaces,
formes bilinéaires, connexes ete.) comme un espace lindaire & » dimen-
sions, ce qui donne naissauce & un grand nombre de cas particuliers
et d'applications.

30. Perfectionnement et développement de la conception pro-
jeotive. Les recherches de géométrie & n dimensions ne regurent une
forte impulsion que lorsque les géometres, poussés par les considérations
précédentes, se propostrent d’étendre la géométrie élémentaire et pro-
jective du plan et de I'espace au cas de » dimensions. Cela revenait
% abandonner dans la géométrie ordinaire le postulat de la triple
dimension de lespace (et & modifier en conséquence les théorémes
sur les intersections de droites et de plans).

C. F. Gauss, d'ailleurs, considérait déja les trois dimensions de
l'espace comme ,une conception particuliere & l'esprit humain“®).
Lt des 1846, A. Cayley®) avait remarqué que les considérations de

227) Neue Geometrie des Raumes, gegrindet auf die Betrachtung der ge-
raden Linie als Raumelement, Leipzig 1869. On trouve déja une indication sur
ces idées [System der Geometrie des Raumes, Dusseldorf 1846, n° 28] cf. n° 12.
Voir aussi J. Plicker, Wiss. Abh. 1, Leipzig 1895, p. 462/585.

298) On the curves which satisfy given conditions [Philos. Trans. London
158 (1868), p. 75; Papers 6, Cambridge 1893, p. 191].

229) Recherches de géoméirie 4 n dimensions [Bull. Soc. math. France 2
(1873/4), p. 34].

230) Surtorius von Wallershausen, Gauss zum Gediichtnis, Leipzig 1856, p. 81.

30. Perfecti t et dévelop t de la tion projective. 239

wéométrie 3 » dimensions permettent de simplifier certaines recherches
sur des configurations, puisque l'on peut déduire celles-ci, par des
sections planes, d’autres configurations plus simples contenues dans
des espaces supérieurs. Mais quoiqu'il n'y ett la avcune difficulté de
principe?), ce nest que plus tard que Von donna suite & cette idée.

Vers 1870, la géométrie & plusieurs dimensions commence & &tre
une véritable science autonome avec des travaux analytiques au début,
mais & tendance géométrique de plus en plus accusée par la suite. Nous
ne rappellerons ici que les travaux qui frayerent la voie, et nous renver-
rons pour les autres & article III 26.

Dans ses recherches sur les correspondances univoques entre
courbes et surfaces algébriques, M. Nither®®) prend déja en considé-
ration le cas de n dimensions. A. Clebsch*™) fait intervenir le point
de vue des invariants, et nous apprend ainsi i déterminer pur des
coordonnées, dans un espace & 7 dimensions, des espaces lindaires de
moindre dimension. G. H. Halphen®®) et M. Nither®*) considéerent
T'intersection générale de deux multiplicités algébriques dans Iespace
4 n dimensions, méme dans le cas oi il y a des points multiples;
C. Jordan développe la géométrie métrique de I'espace & n dimensions
en coordonnées cartésiennes®™), tandis que E.dOvidio®™) achéve la
détermination métrique projective générale dans 'espace & n dimensions.
Dans les travaux de F. Klen®®) apparaissent a chaque instant des
considérations de géométrie & » dimensions, surtout & propos des multi-
plicités du second degré et des problemes qui g'y rattachent concernant

231) Sur quelq théore de la de position [J. reine angew.
Math. 31 (1846), p. 217; Papers 1, Cambridge 1889, p. 821].

232) Les propriétés métriques essentielles de l'espace 2 n dimensions sont
contenues dans un mémoire présenté en 1852 par L. Schid i V'Académie de
Vienne, mais pnblié seulement en 1901 par J. H. Graf [Theorie der vielfachen
Kontinuitiit, Neue Denkschriften schweizerische Naturf. Ges. 38 (1901)].

233) Math. Ann. 2 (1870), p. 293.

234) Uber eine Fundamentalaufgabe der Invariantentheorie | Abh. Ges. Gott. 17
(1872), math. mém. n°1; Math, Ann. 5 (1872), p. 427} Une indication relative aux
coordonnées d’espaces de di i inférieures dans un espace & n di-
mensions se trouve dans H. Gr Die lineale Ausdel lehre, Leipzig 1844,
p. 163; (2° éd.) Leipzig 1878; Werke 1%, publ. par F. Engel, Leipzig 1894, p. 188.

235) Sitzgsb. phys.-medic. Soc. Erlangen 9 (1876/7), p. 66/9 [4 décembre 1876];
Math. Ann. 11 (1877), p. 571/4.

236) C. R. Acad. sc. Paris 75 (1872), p. 1614; Bull. Soc. math. France 3 (1874/5),
p. 103,

237) Le funzioni metriche fondamentali [Atti R. Accad. Lincei, Memorie mat.
(8) 1 (1876/7), p. 13393,

238) Nachr. Ges. Gott. et Math. Ann. de 1868 & 1872.
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la géométrie réglée™), la projection stéréographique, la détermination
métrique projective générale. Dans son programme 4’Erlangen #)
F. Klein envisage également l'espace 4 n dimensions.

Dans le mémoire fondamental de W. K. Clifford pout the classi-
fication of loci“*?), qui aborde V'étude générale des courbes dans un
espace quelconque, les considérations synthétiques alternent déja avec
des considérations analytiques. La géométrie projective purement syn-
thétique de 'espace & » dimensions commence en 1881 avee un mémoire
de G. Veronese™), ou l'espace & n dimensions est engendré géométri-
quement par projection d'un espace 4 #--1 dimensions d’un point pris
hors de celui-ci®); les opérations fondamentales de la projection eb
de la section y sont appliquées systématiquement pour obtenir des
figures d’un espace guelconque, en particulier d'un espace a trois
dimensions, comme projections d'autres figures d'un espace supérieur,
et pour déduire les propriétés des premiéres de celles des dernicres.
Certains chapitres de ce mémoire sont consacrés aux correspondances
projectives de deux espaces & # dimensions, & la génération des mul-
tiplicités algébriques par des formes fondamentales projectives, aux
multiplicités quadrafiques & #— 1 dimensions d’'un espace & n dimen-
sions; dans le quatritme chapitre, les formules de Pliicker- Cayley
relatives aux singularités d’une courbe plane ou gauche [0 19 a 21]
sont étendues aux courbes de l'sspace 4 # dimensions.

Ce mémoire de (. Veronese inaugura en Italie une dre de grande

289} ,La géométrie réglée est la géométrie d*une multiplicité quadratique &
quatre dimensions M} dans l'espace & cing dimensions* [Math. Ann. 5 (1872),
P. 261 et suiv.].

240) Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische Forschungen,
Progr. Erlangen 1872; réimpr. Math. Ann, 43 (1893), p. 63; trad, italienne par
G. Fano, Ann. mat. pura appl. (2) 17 (1889/90), p. 307; trad, francaise par H. Padé,
Ann. Ec Norm. (3) 8 (1891), p. 87/102, 175/29,

241) Philos, Trans. London 169 part Il (1879), p. 663; Papers, Londres 1882,
p- 303,

242) Math. Ann. 19 (1842), p. 161

243) ,Considérons un espace S, & n dimensions. Si 'on suppose les variables
Ly, gy ...y @, liées par p relations lindaires, on obtient un espace linéaire
84— pd n—p dimensions contenu dans S,. Si 'on prend alors un point arbitraire
A de 8, on peut par A4 et S, _, taire passer un espace linéaire Sy_pyrdn—p+1
dimensions. En prenant lintersection de ce dernier avee un espaceS,_; ap—1
dimensions on n’obtient en général qu'un seul point A’ qui s'appelle la projection
de A4 sur I'espace Sy_1, le point de vue étant l'espace Sa_p. Dans cette per-
spective généralisée le point de vue est un espace linéaire S,_p et l'on pro-
Jjette sur un espace lin€aire Sp_1. 8i lon prend p=n le point de vue se réduit
4 un point et I'on projette sur un espace S,_; 4 n—1 dimensions. En parti-
culier pour # =3, on & la projection conique habituelle sur un plan*

31. Appel aux foncti dantes. La situation de Clebsch. 241

activité dans le domaine de la géométrie projective et algébrique a
plusieurs dimensions. Elle eut & sa tate C. Segre, et fut marquée par
Pemploi continuel aussi bien des méthodes synthétiques que des mé-
thodes analytiques. Ces recherches ont été particulidrement utiles pour
la ,géométrie sur une multiplieité (courbe, surface) algébrique® [ef.
TII 19 et III 23; voir aussi V'article actuel n°* 31 & 32]. Cest aussi &
Vinstigation de C.Segre®¢) que 'on s'est posé le probleme: ,définir un
espace & » dimensions par un systéme de postulats indépendants de
telle sorte qu'on puisse en déduire la détermination de ses points par
des coordonnées”, question aujourd’hui entirement résolue, et de plus
d'une fagon [ef. T1I 1].

Géométrie sur une variété algébrique.

31. Appel aux fonoti dantes. La situati de
Clebsch. La théorie des courbes et surfaces algébriques, purement
projective jusque vers 1860, s'est développée aussi, depuis lors, dans
une autre direction, grice i de nouveaux points de vue.

D'une part, A. Clebsch®®) a appliqué a la géométrie la théorie
des fonctions, considérablement perfectionnée depuis quelques dizaines
d’années, en particulier la théorie des fonctions d’une variable com-
plexe; et il a montré comment la théorie des fonctions cllipti-
ques et abéliennes peut s'appliquer & la géométrie des courbes algé-
briques. Son mémoire ,Ueber die Anwendung der Abel'schen Fune-
tionen in der Geometrie“*®) est inspiré de l'idée qu'on peut considé-
rer 'équation que N. . Abel prend pour définir la ,eclasse” (c'est-a-dire
Virrationalité) dans les intégrales abéliennes comme I'équation d’une
courbe plane algébrique; partant de la, il reconnait dans les théorémes
sur les points d'intersection connus depuis longtemps une conséquence
immédiate du théortme d’Abel, qui donne non seulement le nombre
des relations entre les points dintersection de deux courbes algé-
briques, mais encore ces relations elles-mémes sous la forme la plus
simple. 4. Clebsch rapproche le nombre p des intégrales indépendantes
et restant partout finies du nombre des points doubles de la courbe
plane correspondante, et établit ainsi la notion de gemre d'une courbe
algébrique; genre qui a la méme valeur pour toutes les courbes

244) Su aleuni indirizzi nelle investigazioni geomctriche [Rivista mat. 1
(1891), p. 42].

245) Cf. Math. Ann. 7 (1874), p. 20 et suiv. Voir aussi pour ce chapitre:
A. Brill et M. Nither, Jahresb. dentach. Math.-Ver. 3 (189%/8), 6d. 1894, p. 318/30,
330/47.

246) J. reine angew. Math. 63 (1864), p. 189.
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planes ou gauches qu'on peut déduire I'nne de l'autre par une ,trans-
formation univoque“ (en tenant compte des éléments complexes)®T).
Quoique cette notion ne fat pas nouvelle et que’ le théortme d'in-
variance ait déja été formulé d'une autre fagon par B. Riemann™®),
cest A. Clebsch qui en a donné Dinterprétation géométrique la plus
géuérale et en a reconnu la grande portée. Ce théoreme appartenait
4 un domaine alors peu exploré, celui des propriétés des équations algé-
briques qui sont invariantcs par rapport & foutes les transformations bi-
rationnelles, domaine auquel appartenait aussi la question des ,,modules”
d'une classe de fonctions algébriques dont B. Riemann avait déter-
miné le nombre dans le cas général®*?). Ce domaine, ol la théorie
des fonctions et la théorie des courbes algébriques apparaissent
comme fondues l'une dans lautre, fut ouvert et parcouru en tous
sens par les travaux de A. Clebsch. Comme extension naturelle aux
formes & deux dimensions, A. (lebsch établit aussi la notion de gemre
d'une surface, abordant ainsi Ja recherche des propriétés d’'une surface
qui sont invariantes par rapport aux transformations univoques de cette
surface %) |1 101,

Dautre part, en géométrie aussi, la théorie des transformations
[1I1 23] avait suffisamment progressé. Aprés s'en étre longtemps tenn
aux transformations projectives et quadratiques, la notion générale de
transformation ponctuelle birationnelle dans le plan avait été établie
en 1863 par L. Cremona®™) et de 1869 & 1871 étendue & l'espace
par 4. Cayley®™®), L. Cremona®®) et M. Nother**) La considération

247) J. reine angew. Math. 64 (1863), p. 98.

248) Theorie der Abelschen Funktionen [J. reine angew. Math. 54 (1857),
p. 115/55, en partic. p. 133; Werke, publ. par H. Weber, (2° éd.) Leipzig 1892,
p-88/144, en partic. p. 119; trad. L. Laugel, Paris 1898, p. 89/164, en partic. p. 131].

249) J. reine angew. Math. 54 (1857), p. 136.

250) La possibilité de la représentation uniforme de deux surfaces I'une sur
Tautre dépend, il est vrai, de toute une série de questions dont on n'avait alors
aucune idée et qui ne sont méme pas encore définitivement résolues aujourd’hui.
Mais ici encore c'est A. Clebsck qui a fait le premier pas en établissant la
notion du ,genre” d'une surface [C. R. Acad. sc. Paris 67 (1868), p. 1235] dont
Pinvariance par rapport aux transformations univoques fut démontrée par M. Nother
[Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer Gebilde von beliebig vielen
Dimensionen, Math. Ann, 2 (1870), p. 293/816; 8 (1875), p. 501/8]. La notion du
genre ,numérique* (p,) d'une surface est due & A. Cayley [Philos. Trans. London
159 (1869), p. 227; Math. Ann. 3 (1871), p. 256; Pupers 6, Cambridge 1893, p. 355;
8, Cambridge 1895, p. 894] et son invariance a ét¢ démontrée par H. G. Zeuthen,
Math. Ann. 4 (1871), p. 21 et M. Nother, id. 8 (1875), p. 495 (§ 9).

251) Memorie Ist. Bologna (2) 3 (1863), p. 885/08; (2) 5 (1865), p. 3/36; réhnpr.
Giorn. mat. (1) 1 (1868), p. 305; (1) 3 (1865), p. 269, 363.
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des courbes et des systemes de courbes situées sur des surfaces parti-
culidres avait conduit & des ,représentations remarquables de ces
surfaces, entre autres a Ja représentation plane d'une surface du second
ordre, et 3 celle des surfaces du troisieme ordre, effectuée par 4.
Clebsch ™) et L. Cremona®™). Dans ces exemples de transformations uni-
voques, dont les dernidres n’avaient pas trait & tout l'espace, mais
seulement & des surfaces particuliéres, on avait aussi les éléments géo-
métriques nécessaires pour aborder la ,géométrie sur une multiplicité
algébrique“ (courbe, surface, ete.).

32. Géométrie sur une courbe ou sur une surface algébrique.
Dans la géométrie sur une variété algébrique simplement infinie, c'est-
a-dire sur une courbe algébrique [L 105 IIT 19], on étudie les ,fonctions
rationnelles des coordonnées d'un point de cette courbe®, et par con-
séquent les séries lindaires (ou involutions) de groupes de points de
1a courbe: le systéme des ,points de niveau” d’'une fonction rationnelle
est en effet linvolution rationnelle oo! la plus générale.

Cette théorie a été développée par diverses méthodes:

1) La méthode fonctionnelle, d’apres la ,Theorie der Abelschen
Funktionen de B. Riemann, qui étudie, du point de vue de la théorie
des fonctions, les fonctions rationnelles de la courbe donnée, cest-i-
dire les fonctions algébriques appartenant & une certaine ,classe®, et
leurs intégrales, c’est-a-dire les intégrales abéliennes de cette classe.

2) La méthode algébrico-géométrique, d’apres un mémoire fonda-
mental de A. Brill et M. Nither®7). On représente alors la multiplieité
algébrique proposée par une courbe plane, sur laquelle on peut tou-
jours découper les involutions rationnelles par des courbes ,adjointes”,
E. Bertini®®) a donné un exposé d’ensemble de ces recherches.

3) La méthode algébrico-arithmétique, d'apres L. Kronecker ®°) et

252) On the rational tranformations between two apaces [Proc. London math.
Soc. 3 (1869/71), p. 127; Papers 7, Cambridge 1894, p. 189].

253) Nachr. Ges. Gott. 1871, p. 129/48; réimpr. Math. Ann. 4 (1871), p. 213;
Reale Ist. Lombardo Rendic. (2) 4 (1871), p. 269, 316; Ann. mat. pura appl. (2) 5
(1871/3), p. 131.

254) Math. Ann. 3 (1871), p. 647.

255) J. reine angew. Math. 65 (1866), p. 859.

256) Dans son mémoire couronné en 1866 par I'Académie de Berlin {J. reine
angew. Math. 68 (1868), p. 1].

257) Ueber die algebraischen Punktionen und ihre Anwendung in der Geo-
metrie [Math. Ann. 7 (1874), p. 269].

9258) Ann. mat. pura appl.(2) 22 (1894), p. 1.

259) Cette méthode a 6té développée d'abord par L. Kronecker dans ses
cours professés 4 I'Université de Berlin. Cf L. Kronecker, J. reine angew. Math. 81
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aussi R. Dedekind et H. Weber®™), dans laquelle on applique aux diffé-
rentes ,classes” de fonctions algébriques les méthodes arithmétiques
de la théorie des corps de nombres algébriques [I 18].

4) La méthode géométrique pure, qui fait intervenir Vespace i »
dimensions, en ,représentant” les involutions d’ordre # et de dimen-
sion % par des courbes d’ordre n de lespace & % dimensions, sur les-
quelles les groupes de l'involution sont découpés par les espaces a
k—1 dimensions. Ce sont les géometres italiens, surtout C, Segre et
G. Castelnuovo qui ont fourni & cette théorie les contributions les plus
importantes; & C.Segre nous devons aussi un exposé densemble de la
méme théorie*1).

En ce qui concerne les figures & deux dimensions, ¢’est-a-dire Jes
surfaces algébriques, on a aussi eu recours d'une part & une méthode
analytique ou transcendante (correspondant & celle de B. Riemann), et
d'autre part 4 une méthode algébrico-géométrique. Les recherches leg
plus anciennes du domaine transcendant sont dues & M. Nither®?); il
introduisit les intégrales doubles de différentielles algébriques, qui
restent partout finies sur la surface, et qui sont les analogues des
intégrales abéliennes de premitre espece sur les courbes algébriques.
Plus tard E. Picard®®) considéra sur les surfaces dont la Heon-
nexion linéaire” est > 1 les intégrales simples de différentielles totales,
et G. Humbert®) étudia des surfaces particulitres, entre autres les
psurfaces hyperelliptiques®.

Les géometres italiens, en particulier G. Castelnuovo ot F. Enri-
ques, ont, au contraire, étudié les systdmes linéaires de courbes sur
les surfaces, dont la théorie se trouvait déja en partie esquissée par
celle des systémes de courbes planes, ¢’est-a-dire de courbes sur des

(1881), p. 301; Grundaziige '*); J. reine angew. Math, 92 (1882), p. 1. Voir aussi
XK. Hensel et @. Landsberg, Theorie der algebraischen Funktionen einer Variabeln,
Leipzig 1903.

260) Theorie der algebraischen Funktionen einer Veriinderlichen [J. zeine
angew. Math. 92 (1882), p. 181).

261) Introduzione alla geometria sopra un ente algebrico semplicemente
infinito [Ann. mat. pura appl. (2) 22 (1894), p. 41].

262) Math. Ann, 2 (1870), p. 293; 8 (1875), p. 495/533.

268) J. math. pures appl. (4) 1 (1885), p. 281; (4) 2 (1886), p. 329; (4) 5
(1889), p. 135 (dans ce dernier article, p. 176 introduction de la notion de la con-
nexion linéaire); voir auwssi C. R. Acad. sc. Paris 99 (1884), p. 961, 1147; 100
(1885), p. 843; 101 (1885), p. 734; 102 (1886), p. 250.

264) J. math. pures appl. (4) 9 (1893), p. 29, 351; (4) 10 (1894), p. 190; C. R.
Acad. sc. Paris 117 (1893), p. 361; 120 (1895), p. 865, 425.
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surfaces rationnelles. Par cette voie, ils sont arrivés a définir géo-
métriquement et & faire ressortir un grand nombre de caractéres inva-
riants d’'une surface.

JD’autres résultats de grande importance ont été établis par F.
Severi®®), qui & cet effet a en aussi recours aux méthodes transcen-
dantes®

Un exposé d’ensemble des résultats obtenus jusqu'en 1896 a été
donné par G. Castelnuovo et F. Enriques®®), qui ont repris ensuite en
1901%7) et en 1906 %#),

JTandis que certains théorémes sur les courbes algébriques se
transportent: aisément aux surfaces et aux variétés i plusieurs dimen-
sions, d'autres propriétés donnent lieu, au contraire, 3 des différences
bien remarquables, lorsque la dimension saceroit*

Voir & ce sujet les articles ITI 23, TII 26 et III 28.

Géométrie énumérative.

33. But et principes généraux. Dans un systéme algébrique
de oo™ éléments géométriques, il y a un nombre fini d’éléments qui
remplissent # conditions simples indépendantes. Or, il peut arriver
quon ait intérét, pour des conditions données, & connaitre ce nombre
sans avoir besoin de préciser les différentes solutions. Cest ce qui
se présente, par exemple, quand on cherche uniquement le degré d'une
courbe ou dune surface engendrée d'une certaine maniere. La déter-
mination de ce nombre est souvent possible par des méthodes géné-
rales qui comstituent la géometrie dnumérative [1II 4]. Ces problemes
énumératifs peuvent aussi étre formulds algébriquement; car il #'agit,
en somme, de connaitre le nombre (supposé fini) de solutions d'un
systeme d’équations algébriques. Cela revient, en dernier lieu, en
imaginant que nous ayons éliminé toutes les inconnues sauf une, &
déterminer le degré de 1'équation résultante donnant cette derniére in-
connue. Le degré de cette équation est égal au nombre de ses racines,
& condition de compter % fois chaque racine de multiplicité k; si le

265) ,F. Severi, dans une série de mémoires dont il sera question dans les
articles III, consacrés & la géoméirie algébrique dans l'espace.*

266) Math. Aun. 49 (1897), p. 241.

267) Ann. mat. pura appl (3) 6 (1901}, p. 165.

268) E. Picard et G. Stmart, Théorie des fonctions algébriques de deux
variables indépendantes 1, Paris 1897; 2, Paris 1906; appendice, note 5. Ce trait§

un exposé récapitulatif comprenant aussi les derniers résultats obtenus

jusqu'en 1906 et indiquant la part due 3 chacune des deux directions de re-
cherches,




246 G.Fano. 118. G strie synthétique et géométrie analytique. S.Carrus.

degré s'est abaissé de h par suite des valeurs particuliéres attribudes
aux grandeurs données, il faut aussi compter co comme une racine de
multiplicité k.

La géométrie énumérative a donc surtout som point de départ
dans l'algebre, en particulier dans le théordme fondamental de l'al-
gébre [1 9, 80] et dans le théoréme de Bézout qui cn découle
[£9, 51; 1I119]. Clest sur le premier que repose le ,principe de
correspondance” dd & M. Chasles (mentionné en note au n° 24) [ef. 1114,
n° 13], principe dont J. Steiner fit déja probablement usage dans une
série de théoremes non démontrés (voir la premiere note du n° 24) et
qui requt des applications multiples par M. Chasles, J. Ph. E. de Fauque
de Jonguiéres ot I.. Cremona {n° 24]. Dans les applications ultérieures
de ce principe surgissent de grandes difficultés i cause de la multipli-
cité de quelques solutions et de Vintervention éventuelle de solutions
dautres problemes qui sont données par la méme équation. L'appli-
cation du principe de correspondance de M. Chasles n'en constitue pas
moins une méthode essentielle des recherches énumératives, et elle a
donné lien & d’autres principes de correspondance sur une eourbe
algébrique (formule de Cayley-Brill) ou encore dans le plan, sur une
surface algébrique, et dans l'espace & trois ou & plus de trois dimen-
sions [cf IIT 4, n°* 16, 17].

Pendant assez longtemps le ,principe de continuité“ de J. V. Pon-
celet [n° 7] joua aussi un role important. On lappliqua dans les pro-
blemes relatifs aux courbes et surfaces algébriques, en décomposant
ces dernidres, d'une maniére continue, en figures d’ordre inférieur et
méme en systemes de droites et de plans. . Schubert**) lui domna
en 1874 le nom de ,,principe de la conservation du nombre” et 'énonga
de la fagon suivante: ,un nombre se conserve ou ne peub que devenir
infini, ceei soit lorsque les figures données viennent & occuper des
positions particulieres dans lespace les unes par rapport aux autres,
soit lorsque les figures, supposées d’abord générales, font place & d'autres
figures plus particulitres répondant & la méme définition. . Schubert
en indiqua aussi la justification algébrique, qui a été ensuite reprise
et précisée [cf. 111 4, 33], en tenant compte des objections formu-
lées par E. Study et G. Kolm®™).

269) Math. Ann. 10 (1876), p. 23; Kalkil der abzihlenden Geometrie, Leip-
zig 1879, p. 12.

270) E. Study, Geometrio der Dynamen, Leipzig 1903, p. 378; Archiv Math.
Phys. (3) 8 (1905}, p. 271; Verhandl. des 3. intern. Math.-Kongr. in Heidelberg
1904, publ. par A. Krazer, Leipzig 1905, p. 388; (.. Kolm, Archiv Math. Phys.
(3) 4 (1908), p. 312.

34, Digression sur la théorie des fonctions. 247

Le principe de la conservation du nombre suppose, en effet, que
la détermination des figures demanddes puisse étre réduite 4 la réso-
Tution d’'une équation algébrique, dont les coefficients contiennent des
paramétres. Mais 'énoncé douné ci-dessus est encore quelque peu in-
déterminé, et ce west que tout récemment que F. Severi®™) a indiqué
les hypothses sous lesquelles il peut &tre appliqué sans exception.
Il faut pour cela que les conditions dont il &'agit soient exprimables
par des sommes de conditions irréductibles d'une méme dimension.

Dans les mémoires de M. Chasles et de J. Ph. E. de Faugue de
Jonquiéres il est souvent question de déduire certains nombres, relatifs
3 des systemes de courhes et surfaces, d’antres nombres élémentaires
dits caractéristiques de ces systemes. Cette déduction a 6té présentée
dans quelques cas par G. 1. Halphen®™) comme une sorte de multipli-
cation symbolique, et H. Schubert®™) en a tiré une méthode générale
pour introduire successivement de nouvelles conditions, formées avec
des conditions plus simples (il en est bien ainsi des sommes consi-
dérées ci-dessus), et obtenir les modules qui s’y rapportent en effec-
tuant la dite multiplication sur les modules de ces conditions simples.
Ce calcul lui permit de donner dans son ,Kalkiil der abzihlenden
Geometrie®") un cxposé tout & fait systématique de la géométrie
énumérative. La formation des modules élémentaires qui lui sont
nécessaires repose sur les deux méthodes principales dérivées de I'algtbre,
le principe de la conservation du nombre et le principe de correspon-
dance, qui fournissent respectivement les formules dites pd'incidence®
et les ,formules de coincidence“: on applique ensuite, & ces modules
élémentaires, le calcul symbolique. Formules et calcul ont été plus
tard dtendus aux espaces i plusieurs dimensions [ef. IIT 4, 26].

Géométrie infinitésimale.

34. Digression sur la théorie des fonctions. Les recherches
de géométrie infinitésimale different des précédentes surtout en ce
qu'elles ne se rapportent pas généralement & une figure toute entigre
(courbe, surface, etc.) mais seulement & un certain ,domaine“ entourant
un élément. Peu importe donc pour la plupart de ces recherches que
la figure & étudier soit ou me soit pas algébrique ou méme analytique.

Cette circonstance conduit & une division de la géométrie en deux

271) Rend. Circ. mat. Palermo 33 (1912), p. 813.

272) C. R. Acad. sc. Paris 76 (1873), p. 1074.

273) Math. Aon. 10 (1876), p. 1, 318; communications résumées Nachr. Ges.
Gott. 1874, p. 267/83; 1875, p. 359/87.
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parties, conformément & la division des fonctions en deux classes
comme nous allons le voir.
On sait que

¢l

w—f (£
est une fonction de la variable réelle 2%) quand, dans un certain
intervalle, & toute valeur réelle de ¢ correspondent une ou plusieurs
valeurs réelles déterminées de w. Cette ,dépendance est la seule
marque caractéristique de la motion de fonction; toutes les autres
propriétés, dont il est ordinairement question & propos des fonetions,
n'appartiennent qu'a des classes particulitres de fonctions.

Parmi les fonctions d'une variable réelle, il y a

1°) des fonctions discontinues,

2°) des fonetions continues mais non dérivables,

3°) des fonctions continues, dérivables une ou plusieurs fois, ou
méme & Pinfini, mais pas encore analytiques,

4°) des fonctions analytiques.

Mais si, au lieu de limiter la variabilité de ¢ auxz valeurs réelles,
on admet aussi des valeurs complexes [II B], il convient de restrein-
dre la notion de fonction, et de n’appeler ainsi que les fonctions ana-
lytiques, c'est-d-dire celles que l'on peut, & Iintérieur d’un certain con-
tour, développer en série entitre, uniformément convergente, dont les
coefficients peuvent &tre, eux aussi, des nombres complexes.

La série entizre

w=a+b(z—z)+ c(z—g)* 4 s
supposée convergente & lintérienr d’'un cercle déterminé ayant son
centre en z,, définit alors d’apres K. Weierstrass®™) un ,élément de

274) D'aprés G. Lejeune-Dirichlet [cf. 11 1, 3).

275) K. Weierstrass, Einleitung in die Theorie der analytischen Funktionen
(cours ms, non publié) § 122. La définition d'une fonction de variable complexe
u--iv = flz + iy)
fonction monogéne d’aprés 4. L. Cauchy [Exorcices d’analyse et de phys. math. 4,
Paris 1847, p. 346] et d’aprés B. Riemann [Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie
der Functionen einer veriinderlichen komplexen Grosse, Diss. Gottingue 1851, p. 1/2;
Werke (2° éd.), publ. par H. Weber, Leipzig 1892, p. 3/4; trad. L. Laugel, Paris
1898, p. 1/3] est basée an contraire sur la condition que les fonctions réelles %

et v satisfassent aux équations différentielles [II8]
du  Bv du dv
rLov, ¢
dx oy ay dx
Cefte définition est plus générale que celle de K. Weierstrass. Les fonctions
monogénes mais non analytiques ont 6t6 envisagées récemment par E. Borel [C.R.
Acad. sc. Paris 154 (1912), p. 568, 1491; Bull. Soc. math. France 40 (1912), p. 205].

85. La géométrie d'une portion limitée de I'espace. 249

fonetion®; de cet élément on déduit la fonction totale correspondante
par le prolongement analytique {11 8].

Il en est de méme, d'une fagon correspondante, pour les fome-
tions de plusieurs variables.

Si nous faisons abstraction des fonctions discontinues et des fone-
tions continues non dérivables de variables réelles, dont l'intervention
en géométrie est étudide dans larticle ITT 2, nous pouvons grouper
comme il suit les autres fonctions de variables réelles et complexes:

1°) Les cléments de fonction clest-d-dire d’une part les fonctions
continues, dérivables une ou plusieurs fois, de variables réelles, mais
pour lesquelles on n'exige pas encore la condition d’étre développables
en série entitre dans le domaine de définition; et d’autre part les
fonctions analytiques de variables réelles ou complexes, lorsqu'on en
limite la considération & de simples séries entieres;

2°) Les fonctions totales, définies dans le domaine circonserit par
leurs limites naturelles éventuelles [1I 8; III 2, 8] pour toutes les valeurs
complexes des variables et qui, i l'exception des points singuliers,
sont partout continues, dérivables & l'infini, et développables en série
entiere.

35. La géométrie d’une portion limitée de I’espace opposée &
la géométrie de l'espace tout entier. Conformément & ces deux
dernitres classes de fonctions, on peut diviser la géométrie en deux
parties 2):

1°) géométrie dams ume portion d'espace limitée ou glométrie infi-
nitdsimale, ou encore géométrie différentielle an sens étroit du mot?™),
correspondant & I'emploi des éléments de fonction.

2°) géométrie de lespace tout entier, correspondant & l'emploi
des fonctions totales.

Cette division est applicable & toutes les branches de la géomé-
trie [1II5, 3]

A la premiére partie appartiennent la plupart des applications du
calcul différentiel et du caleul intégral & la géométrie [voir les différents
articles de géométrie infinitésimale, en partic. Il 29 et III 30] Ilei
on n'a affaire ordinairement qu'a des fonctions de variables réelles,
auxquelles pour des valeurs géncrales des variables on impose seule-
ment d'étre dérivables un certain nombre (fini) de fois?™). L'intro-

276) F. Klein, Vorlesungen {iber hohere Geometrie (autographié) 1, Gottingue
1892/8; réédité Gottingue 1907, p. 6 et suiv.

277) C'est-i-dire comme application du caleul différentiel et du calcul inté-
gral & la géométrie, et non comme contrepartie de la ,géométrie algébrique
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duction de variables complexes permet parfois de traiter les questions
d’une fagon plus eommode et plus élégante par un algorithme con-
venable [¢f seconde note du n° 19]; cest ce qui arrive par exemple
Qans la théoric de la représentation conforme des surfuces (11 85 111 33]
et dans la théorie des surfaces minima [III 32; IIT 33]; en particulier,
pour les dernitres, dans les formules dites formules de Weierstrass.

A cette branche de la géométrie appartiennent encore la plupart
des recherches de S. Lie sur les groupes de transformations [II 23]
et les transformations de contact [1II 34]; S. Lie, en effet, w'a envisagé
d’ordinaire que des fonctions & domaine de valabilité limité, sans pro-
longement analytique, et parfois méme simplement une notion de
fonction tout & fait imprécise®™).

La géométrie de 'espace tout entier traite, au contraire, des ques-
tions ot les figures géométriques sont considérées dans toute leur
estension. Les fonctions qui y interviennent doivent donc se laisser
prolonger, en partant de leurs éléments, en des fonctions totales bien
définies, ce qui nécessite le caractére analytique. La géométrie de
Vespace tout entier peut étre appelée aussi giomelrie des figures ana-
ytiques, Cest-i-dire des figures définies par des fonctions analytiques,
ou des équations analytiques®®). Dans le cas de variables complexes,
ces figures possedent la propriété caractéristique d'étre définies com-
pletement et d’une fagon unique par une portion limitée queleonque
(mais finie): c'est une conséquence immédiate du principe de la re-
présentation des fonctions analytiques par des séries entiéres, et de leur
prolongement analytique. Dans la géométrie de Vespace tout entier il y
a done intérét & attribuer aux variables, de prime abord, une variabi-
lité complexe, clest-a-dire de regarder dans les figures les éléments
réels et les éléments imaginaires comme tout & fait équivalents.

278) Cf par ex. L. Bianchi, Lezioni di geometria differenzisle, Pise 1894,
p. 1, 60; (2°6d) 1, Pise 1902; 2, Pise 1903; 3, Pise 1909; trad. allemande par
M. Lukat, Leipzig 1910,

279) La géométrie infinitésimale a des rapports remarquables

1%) avec la géodésie [VI 1 et VI 2], & cause des théories relatives & une
région limitée de la surface de la terre, dont s'occupe cette derniére;

29) avec la physique mathématique, en particulier avec la théorie du poten-
tiel [II 24] oa l'on a constamment affaire i des reprdsentations et & résoudre des
problémes de valeurs bordées;

3¢) avec la mécanique analytiquo, puisque plusieurs problemes de mécanique
ont leur signification dans la géométrie infinitésimale. Ainsi, par exemple, le
principe de la moindre action de C. (. J. Jacobi [IV 1, 53, 86] conduit &
la détermination des lignes géodésiques dams un espace ot les variables de
J. L. Lagrange sont envisagées comme des coordonnées.

280) Définition préeise dans 'article IT 8.

36, ,Application de l'analyse & la géométrie* de Monge. 251

Parmi les fonetions analytiques les fonctions ,algébriques {II 10]
occupent une place particulitre. Leur importance se manifeste dans
la ,théorie des figures algébriques®, c’est-i-dire des figures représentées
par un systtme d'équations algébriques entre les coordonnées d'un
élément variable; dans ces équations peuvent aussi entrer (mais ceci
n'est pas essentiel) un nombre fini quelconque de paramétres arbi-
traires®). Dans la plupart des recherches sur les figures algébriques,
par exemple dans leur détermination par un nombre suffisant de
points, ou dans la détermination des points d'intersection de deux
figures, nous considérons dans ces figures toute leur extension.

La géométrie algébrique est analysée dans les volumes 110, et II1,,
tandis que 'étude des courbes et surfaces transcendantes fait I'objet
des articles III 81 et IIT 32.

Dans Varticle actuel nous n’avons envisagé jusqu’au n° 33 que des
question de géométrie de l'espace tout entier. Dans ce qui suit, nous
allons jeter un coup d'eeil d’ensemble sur la géométrie infinitésimale.

36. ,Application de l'analyse & la géométrie de Monge.
,Développements de géométrie“ de Dupin. Les recherches les plus
anciennes relatives & la géométrie infinitésimale des courbes et surfa-
ces [TI[ 29 et 111 30] remontent [cf. n° 5] au 18 sizcle. A propos
des courbes, apparaissent dés l'origine les notions de tangente, de plan
osculateur (d'une courbe gauche), de cercle de courbure, de développée,
de longueur d’arc. Quant aux surfaces, ce sont surtout les relations
de courbure qui ont fait d’abord l'objet de recherches; ces recherches
sont dues & L. Euler®™) et & J.-B. M. Meusnier™). Mais la géométrie
infinitésimale ne regut son plein essor qu'a la suite de la publication
de T,Application de Iamalyse & la géométrie“ par G. Monge et des
,Disquisitiones generales circa superficies curvas® par C. I Gauss™).

Dans louvrage de G. Monge il faut mettre en relief les points
suivants:

281) (. Segre, Introduzione alla geometria sopra un ente algebrico sempli-
cemente infinito [Ann. mat. pura appl. (2) 22 (1894), p. 41].

282) Recherches sur la courbure des surfaces [Hist. Acad. Berlin 16 (1760),
éd. 1767, p. 119/43 [1763]).

243) Recherches sur la courbure des surfaces [Mém. présentés Acad, sc.
Paris (1) 10 (1785), p. 477/610 (1776]).

284) Présenté & I'académie des sciences de Gottingue en 1827; publié Com-
mentat. Soc. Gott. recent. 6 (1823/7), éd. Gottingue 1828, math. mém. n° 4,
p- 99 et suiv.; Werke 4, Gottingue 1873, p. 217 et suiv.; W. Ostwald, Klassiker
der exakten Wissenschaften n° 5, publ. par A. Wangerin, Leipzig 1889; (3° éd.)
Leipzig 1905.
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1°) La continuation des recherches sur la courbure dunme sur-
face dans le voisinage d'un point quelconque et sur plusieurs ques-
tions qui s’y rattachent, en particulier la détermination des surfaces
dont les deux rayons de courbure satisfont 3 une condition donnée
(surfaces minima, surfaces dont l'un des rayons de courbure est
constant, ete.).

2°) La théorie des enveloppes avec leurs caractéristiques et ardtes
de rebroussement; parmi clles, développables, surfaces-canal, surfaces
d’égale pente.

3°) Llapplication de la théorie des surfaces et surtout de la
théorie des enveloppes & linterprétation géométrique des équations
aux dérivées partielles du premier ordre & trois variables. @G. Monge
montre qu'il est parfois plus commode et plus utile, pour la détermi-
nation d’une famille de surfaces, d’avoir une équation différentielle
que d'avoir une équation en termes finis; il montre aussi comment
on pent non seulement passer de la seconde a la premitre, mais
aussi inversement de la premidre & la seconde. Ce dernier passage
équivaut & Vintégration de I'équation aux dérivées partielles donnée.

Parmi les continuateurs de . Monge dans les recherches de géo-
métrie infinitésimale, on doit citer en premier lieu Ch. Dupin®®) qui
introduisit la notion de fangentes conjuguces en un point d'une surface,
la notion de lignes a tangentes asymplotiques et la notion de Vindicatrice
qui porte son nom, cest-d-dire des notions ,projectives” qui ont acquis
un rle prépondérant dans les recherches ultérieures. On lui doit
aussi le théorbme suivant: ,les surfaces d'un systéme triple orthogonal
se coupent suivant leurs lignes de courbure.

37, ,Disquisitiones generales* de Gauss. C.F. Gauss introduit
deux notions fondamentales auxquelles son nom est resté attaché:

1) Les coordonnées curvilignes sur une surface.

2) La courbure totale d'une surface en un point queleonque, qu'il
définit comme Tinverse du produit des deux rayons de eourbure prin-
cipaux de la surface en ce point.

Dans l'expression de I'élément linéaire de la surface par les coor-
données curvilignes se présentent les coefficients E, F, ¢, dont il
a fait ressortir Vimportance fondamentale pour la théorie des swurfa-
ces applicables T'une sur auntre [II1 83]; on peut exprimer la courbure
de Gauss au moyen de ces coefficients et de leurs dérivées par rapport
anx coordonndes.

285) Développements de géométrie, Paris 1813.

38. Progrés de la théorie infinitésimale des courbes et surfaces. 253

C. F. Gauss étudie en méme temps les surfaces en se plagant i
un point de vue tout nouveau; il les considére comme des corps infini-
ment minces, des tissus flexibles et inextensibles; dans leurs déforma-
tions la courbure totale en un point quelconque reste invariante, et par
suite 'égalité des courbures totales aux points correspondants est une
condition nécessaire pour que deux surfaces soient applicables I'une sur
Pautre. Mais cette condition n’est suffisante que pour les surfaces &
courbure totale constante; dans les autres cas, il faut eucore d’autres
conditions, comme I'a fait remarquer F. F. A. Minding®®) [11I 33].

Liéquation différentielle des lignes géodésiques sur une surface a
été également établie par (. F. Gauss et utilisée par Iui pour d'autres
problemes (coordonnées polaires, cercles géodésiques, courbes paralldles)

[II 30].

38, Progrés de la théorie inflnitésimale des courbes et surfaces.
Les recherches de (. Monge et de C. F. Gauss exercérent pendant
plusieurs dizaines d’années une grande influence sur le développement
de la géométrie infinitésimale, et elles sont aujourd’hui encore fonda-
mentales pour la théorie infinitésimale des courbes et des surfaces
[IIL 29 et IIL 301

La théorie, due'a C. F. Gauss, des coordonnées curvilignes sur une
surface a donné aux mathématiciens l'idée de construire une théorie
analogue pour espace (considéré comme une variété & trois dimen-
sions). Cest ce que fit d’abord G. Lam¢®™7) par lintroduction des
coordonnées elliptiques; plus tard il s'éleva & une théorie générale
des coordonnées curvilignes de l'espace®) et i la notion des para-
matres différentiels qui lui avait été suggérée par ses études de phy-
sique mathématique. Il faut de méme regarder I’,Habilitationsschrift®
de B. Riemann, ,Uber die Hypothesen, die der Geometrie zu Grunde
liegen* [cf. n° 28], comme un premier pas vers l'extension de la théorie
de C. F. Gauss au cas de » dimensions.

Tl existe plusieurs traités et exposés généraux de la géométrie
infinitésimale des eourbes et surfaces [ef. ITI 29 et IT1I 30], sans compter
les traités de calenl différentiel et de caleul intégral [voir la biblio-
graphie 4 la fin du volume 1 du tome IT], qui font plus ou moins de place
aux applications géométriques. Tous ces exposés sont presqu’exclusive-

286) J. reine angew. Math. 19 (1839), p. 370.

287) Mém. présentés Acad. sc. Paris (2) 5 (1838), p. 174/219; J. math. pures
appl. (1) 2 (1837), p. 147.

288) Legons sur la théorie des coordonnées curvilignes et leurs diverses ap-
plications, Paris 1859.
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ment analytiques; des recherches synthétiques de géométrie infinitési-
male n'ont été faites jusqu'ici que dans une tres faible mesure®*).

L1 ne peut étre question de rappeler ici, méme sommairement,
les autres directions suivant lesquelles la géométrie infinitésimale s’est
développée et les problemes les plus importants que I'on a sinsi étudiés.
Nous renvoyons pour cela aux articles de géométrie infinitésimale d'une
part, et d’autre part aux ceuvres magistrales, telles que les traités
de G. Darbouz et de L. Bianchi**).*

Nous nous contenterons de donner iei un aperqu sur les recher-
ches de S. Lie; ce géombtre occupe en effet une place tout & fait parti-
culitre dans le dernier fiers du 19%me gigcle, et sa production appar-

tient en grande partie a la géométrie infinitésimale.

39. Apergu général sur les recherches de Lie. Dans ses re-
cherches, S. Lie est parti de cette conception, quil serait désirable (3
Pexemple de . Monge) de mettre les notions géométriques au service
de l'analysc. Des recherches géométriques le conduisirent dés 1869
4 considérer quelques groupes continus finis. Puis il remarqua que la
plupart des équations différentielles ordinaires dont lintégration est
possible par les méthodes anciennes restent invariantes par certains
groupes de transformations, qui peuvent &tre facilement indiqués, et
que ces méthodes d'intégration consistent méme essentiellement & tirer
parti de cette propriété; il remarqua aussi que la théorie de l'intégra-
tion des équations aux dérivées partielles du premier ordre peut &tre
interprétée comme une ,géométrie des éléments de surface“ ol la no-
tion de ,transformation de contact” joue le rdle fondamental. Cest
de 13 que sont nées comme sciences autonomes:

1°) La théorie générale des groupes continus finis [II 23];

29) La théorie générale des transformations de contact [1II 317;

3°) La théorie géométrique des équations différentielles [III 35].

289) W. Schell, Allgemeine Theorie der Kurven doppelter Krimmung in rein
geometrischer Darstellung, Leipzig 1859; (2° éd.) considérablement revue et aug-
mentée, Leipzig 1898.

290) ,G. Darbouz, Legons sur la théorie générale des surfaces 1, Paris 1887;
2, Paris 1889; 3, Paris 1894; 4, Paris 1896; L. Bianchi, Lezioni di geometria
differenziale, Pise 1894; (2° éd.) 1, Pise 1902; 2, Pise 1903; 3, Pise 1909; trad.
allemande par M. Lukat, Leipzig 1910. Voir aussi I'étude sur le développement
des méthodes géométriques, lue par . Darboux, au Congrds de St-Louis en 1904
ot surtout le rapport du méme auteur au 4= congrés international des mathé-
maticiens [Atti del quarto conmgresso internazionale dei matematici in Roma 1908,
vol. 1, éd. Rome 1909, p. 105]; Les origines, les méthodes et les probléemes de
la géométrie infinitésimale.*
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Ces théories peuvent 8tre rangées dans la géométrie infinitésimale,
puisquion 'y a affaire, en général, qua des fonctions & domaine de
valabilité limitée.

La théorie des groupes continus finis date des aunées 1873 et 1874;
elle fut plus tard exposée dans les trois volumes de la ,Theorie der
Transformationsgruppen® ®*), dont le premier et le troisitme con-
tiennent la théorie générale de ces groupes. Les notions fonda-
mentales de cette théorie sont eelles de transformation infinitésimale,
de la composition du groupe, et de sa définition par des équations
différentielles.

La notion de transformation de contact s'est présentée i . Lie™)
tout d'abord géométriquement en poursuivant les idées de J. Plicker
sur les transformations dans lespace avec changement de l'élément
fondamental. Dans l'espace i trois dimensions ce sont les trams-
formations des cing variables

A -
da dy
qui transforment en elle-méme l'équation
dz—pdz—qdy—0
clest-3-dire qui vérifient identiquement 1'équation
de —p'dx —g'dy = o(dz — pdx — qdy).

Dans ces transformations aux surfaces correspondent en général des
surfaces (exceptionnellement des lignes ou des points), et & des surfaces
tangentes d'autres surfaces tangentes.

Le second volume de la , Theorie der Transformationsgruppen” con-
tient la théorie générale des transformations de contact & » variables,
de leurs invariants et des groupes continus finis de tramsformations
de contact. Pour m =2 et # — 3 les transformations de contact sont
traitées géométriquement dans la ,Geometrie der Berithrungstransfor-
mationen®1?),

La théorie géométrique des équations différentielles part de la con-

291) S. Lie et 1. Engel, Theorie der Transformationsgruppen 1, Leipzig
1888; 2, Leipzig 1890; 3, Leipzig 1893, Voir aussi S. Lie, Vorlesungen iiber
Xkontinuierliche Gruppen mit geometrischen und anderen Anwendungen, publ. par
G. Scheffers, Leipzig 1893.

292) Over en classe geometriske Transformationer [Forhandlinger Videnskabs
Selskabet Christiania 1871, éd. 1872, p. 67]; Uber Komplexe, insbesondere Linien-
und Kugelkomplexe [Math. Ann. 5 (1872), p. 145/256, en partic. p. 147/63].
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ception de G. Monge®). L’équation différentielle
f@y,4)=0
fait correspondre & chaque point (2, ) du plan une ou plusieurs di-
rections déterminées y' — ﬁ; pintégrer” Véquation équivaut & ,déter-
miner les courbes qui en tout point ont pour tangente une des direc-
tions g’ correspondantes, c'est-ii-dire & ,grouper en courbes les co? élé-
ments (2, y, y') qui vérifient l'équation f=0%: ces courbes, & Uexcep-
tion des intégrales singulidres, sont représentées par l'équation intégrée
Fiz,9,) 0.
Cette manitre de voir est en corrélation avec la théorie des con-
nexes de A. Clebsch, car tout connexe d'un plan

oz, ¥, u,v) =0
entraine une équation différentielle qui représente son intersection (sa
»eoincidence®) avee le connexe principal

uzx vy +1=0,
est-i-dire une équation dont les courbes intégrales sont définies par
ce fait que, en chacun de leurs points, point et tangente vérifient
T'équation du connexe g = 0%99),

Si un groupe de transformations transforme en elle-mdme Téqua-
tion différentielle donnée, le faisceau co' des courbes intégrales est
également invariant, et cette propriété peut atre utilisée pour linté-
gration de I'équation différentielle®®). Ces considérations s'appliquent
aussi, mutatis mutandis, aux équations différentielles ordinaires

@ y,2.9,4)=0

et aux équations aux dérivées partielles du premier ordre
fx,9,2,p,9) =0,

ol

dz da

P=az’ Q:E

qui font correspondre & chaque point (2, y, £) le céne enveloppé par

les plans
X —2)+ (¥ ~y) — (Z—2)=0,

293) A. Clebsch, Vorlesungen iiber Geomelrie, publ. par F. Lindemann 1,
Leipzig 1876, p.963, 1014 (section 7); F'. Klein, Vorlesungen iiber hthere Geometrie
(autographié) 1, Gottingue 1892/3, p. 244 et suiv.; réédité Gottingue 1907,

294) Cette conception remonte aux annes 1871 & 1874 et fut plus tard
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en particulier un faisceau de plans dans le cas d'une équation linéaire.
Le probleme est domc celui-ci: grouper en surfaces les co* éléments
(=, 4,2,p,9) qui vérifient I'équation f= 0.

Autres généralisations analytiques.

40. La notion générale de courbe envisagée analytiquement
[III 2]. D’autres domaines de la géométrie ont été abordés de nos
jours par des méthodes analytiques; citons particulisrement 1’ analy-
sis situs“ qui g'occupe des propriétés des figures géométriques (cour-
bes, surfaces....) invariantes par rapport & toute déformation conti-
nue [III 6].

lei on rencontre d'abord la motion la plus générale de cowrbe et
de surface. La définition des courbes et surfaces dépasse notre intui-
tion, puisque celle-ci n’a qu'une précision limitée. Pour rendre la défi-
nition exacte, il faut étayer I'intuition par des axiomes préeis [cf. n° 1],
ce que on peut faire d'une part par la géométrie analytique, d’autre
part par les développements récents de la théorie des ensembles [I 7).
Lun des problemes les plus importants de P'analysis situs consiste
préeisément & éclaircir les relations existant entre les expressions analy-
tiques et géométriques des mémes notions et les propositions concernant
la théorie des ensembles.

La définition analytique de la courbe plane par des fonctions

z=9(), y=v(

continues dans un certain intervalle réel o < ¢ < b gest révélée trop
générale. Il nous suffira d'indiquer I'exemple de la courbe de Peano)
qui recouvre toute une portion de surface, cas éclairei géométriquement
par D. Hilbert™) et F. Klein®™") [1 7, b; III 29], et le cas de I'épi-
cycloide [III 29; III 81] dont les points, lorsque les rayons des deux
cercles générateurs sont dans un rapport irrationnel, forment, dans
un anneau circulaire déterminé, un ensemble partout dense, sans que
tout point de cet anmeau fasse partie de la courbe. Si mous voulons
nous en tenir & la notion de ,courbe empirique®, il y a donec intérét
a restreindre la définition analytique générale.

K. Weierstrass dans ses cours & déja distingué les différentes espe-

295) Math. Ann, 36 (1890), p. 157.
296) Math. Ann, 38 (1891), p. 459,
297) Anwendung der Diffe ial- und Integralreck auf G trie (cours

développée dans S. Lie, Vorl tber Differentialgleichungen mit bek
infinitesimalen Transformati publié par G. Scheffers, Leipzig 1891.

€
tographié Gottingue 1901), éd. Leipzig 1902, p. 241 et suiv.; (nouv. éd.) Leip-
zig 1907.
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ces de courbes, en s'appuyant sur leur définition analytique. Cette
distinction a été reprise par C.Jordan®) avec plus de détails.

C. Jordan pose comme conditions que la courbe définie par les
équations

z=9(), y=¥@
n'ait pas de points doubles dans lintervalle a <t < b, c'est-d-dire que
pour aucun couple de valeurs # 2 # (comprises chacune entre a et b)
on n'ait en méme temps
plh) = o), v(E) =v();
et en outre que la courbe soit fermée, c'est-a-dire que
9@ = 90), V() =~ $(0).

Il montre alors que la courbe ainsi définie posséde une des pro-
priétés les plus importantes des courbes empiriques fermées: & savoir
qu'elle partage le plan en deus régions, une région ,intérieure et une
région extérieure®, conformément & la conception ordinaire [III 1,
20; III 2, 8).

Cette proposition rattache la définition analytique des courbes
aux notions géométriques qui proviennent de la théorie des ensembles.
Mais la réciproque du théortme de Jordan n'est pas vraie. Une figure
de points qui partage le plan en une région extérieure et une région
intérieure n'est pus toujours unme courbe continue

=), y=v®
La notion géométrique de ,limite de région“ ne se réduit & celle de
courbe (définie analytiquement) que si d’autres conditions sont enmcore
remplies, comme I'a fait remarquer A. Schoenflies®®) [cf. 111 2, 9]

De plus la courbe de Jordan ne jouit pas, en général, des autres
propriétés des courbes empiriques. La notion de ,longueur d’arc“
sur cette courbe ne peut étre introduite que lorsque () et ¥(¢) sont
des fonctions bornées®?), c’est-a-dire lorsque dans l'intervalle considéré
les sommes de leurs accroissements positifs et négatifs, prises séparé-
ment, sont finies. Et, pour que la courbe ait une tangente, ou une
courbure déterminée, il faut encore d’autres conditions; ainsi pour
qu'elle ait une tangente il est suffisant, mais non nécessaire, que @
et ¢ soient dérivables une fois dans Dintervalle considéré; et pour

298) Cours d'analyse, (3° éd.) 1, Paris 1909, p. 90 et suiv.

299) Nachr. Ges. Giott. 1902, p. 185; Math. Ann. 58 (1904), p. 195 (voir en
partic. § 7 et sniv); 59 (1904), p. 129; 62 (1906), p. 286; Jabresb. deutsch. Math.-
Ver. 15 (1908), p. 667; Nachr. Ges. Gott. 1907, p. 28.

300) C. Jordan, Cours d'analyse, (3° éd.) 1, Paris 1909, p. 99 et suiv.
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qu'elle ait une courbure il est suffisant, mais non nécessaire, que ¢
et v soient dérivables deux fois dams l'intervalle considéré, ce qui
nous raméne aux éléments fonctionnels [n° 347 c'est-a-dire & la géométrie
différentielle 7).

Pour l'étude axiomatique de la géométrie d'apres D. Hilbert*), qui
prend pour base la notion de groupe, comme l'avaib déja fait H. von
Helmholtz [n° 28], mais ne suppose pas dérivables les fonctions qui
définissent le mouvement, on consultera Uarticle IIT 1, n™ 39 a 42.

Dans ces dernidres années, d'autres développements analytiques
et synthétiques ont fait l'objet de nombreux travaux [ef. III 2] mais
nous ne les mentionnerons pas ici, puisque notre but était simplement
de donner un apergu général sur les développements des diverses
méthodes géométriques dont on a fait usage dans le courant du
19“““ sidele.

301) F. Klein dit plutot ,,aux éléments fonctionnels réguliers” [Anwendung ON
p. 255).
302) Math. Ann. 56 (1908), p. 381.



11 4. GEOMETRIE ENUMERATIVE.

Expost, D’APRES L’'ARTICLE ALLEMAND DE H. G. ZEUTHEN (COPENHAGUE)
PAR M. PIERI (rARrME).

Généralités.!)

1. Objet de la géométrie énumérative. Un grand pas est fait
dans la solution d’un probléme qui dépend d’une équation algébrique,
quand on connait le degré de cette équation. Les racines de cette équation
algébrique, exprimées par les coefficients, ne peuvent en effet appartenir
alors qu'd certaines classes connues de quantités irrationnelles; et la
détermination des coefficients revient ensuite assez souvent & un pro-
bleme beaucoup plus simple. Si'équation est & plusieurs inconnues, sa
forme rationnelle entitre est encore déterminée quand on eonnait son
degré [19] ou bien encore son degré par rapport a chacune des in-
connues; la connaissance d'un nombre fini de valeurs correspondantes
des inconnues permet ensuite de caleuler les coefficients.

Il 'y a done grand intérét A posséder des méthodes permettant
de trouver le degré d’'une équation en dehors de tout calcul algébrique.
Et puisque le degré d'une équation est un nombre égal au nombre
des racines, on voit que rechercher le degré revient 4 dénombrer les
racines. Dans cette énumération, on doit compter » fois chaque racine
d'ordre de multiplicité r; et on ne doit faire aucune distinction entre
les racines réelles et les racines imaginaires. On doit, de plus, regarder
Pinfini co comme racine multiple d'ordre # de multiplicité chaque fois
qu'en attribuant des valeurs spéciales aux parambdtres contenus dans
I'équation, le degré de celle-ci par rapport & Iinconnue envisagée
g'abaisse de r unités®). Si d’ailleurs on fait usage de variables homo-

1) Les considérations générales qui font l'objet de ce chapitre [n* 1 & 4]
sont reprises et développées dans H. G. Zeuthen, Lehrbuch der abzihlenden
Methoden der Geometrie, (sous presse) Leipzig 1914, chap. 1.

2) Voir cependant n° 13 note 99, ot I'on mentionne un cas oi M. Chasles se
refuse & se placer completement au point de vue projectif dont nous parlons ici.
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génes, ces r solutions apparaitront d’elles-mémes. Enfin il faut ob-
server qu'une équation algébrique, bien que ne possédant en général
qu'un nombre fini % de solutions, peut néanmoins en avoir une infinité;
ceci a lieu chaque fois qu'elle est satisfaite identiquement.

Cest surtout en géométrie qu'on a employé de telles énumé-
rations; et c’est précisément pour se conformer au langage et i Vesprit
géométrique que I'on parle de points, de droites, ete. imaginaires ou
& Uinfini toutes les fois que les quantités déterminant la position
d'un point, d’'une droite, etc. prennent des valeurs imaginaires ou ex-
priment des distances infiniment grandes. Cette fagon de parler géo-
métrique s'étend méme aux espaces i plusieurs dimensions [Voir Var-
ticle III 26].

2. Notions fond les. Théorémes de Bézout. Non seule-
ment la géométrie énumérative s'appuie sur la représentation algébrique,
mais c’est aussi dans cette représentation algébrique qu'elle trouve son
point de départ.

On appelle «courbe plane du m**®° ordre» toute courbe représentée
en coordonnées cartésiennes par une équation algébrique de degré m, et
qui, par suite, rencontre en m points toute droite du plan. Le premier
principe utilisé pour les recherches ultérieures fut le théoréme de
Bézout [19, 56; 111 19]: «deux courbes d’ordres respectifs m, et m, se
coupent en m,m, points>. Mais combien de fois faudra-t-il compter
un point commun parmi les m,m, points d'intersection?

La régle suivante, due & G. H. Halphen®), fournit la répomse i
cette question, & condition qu'on ait, par un changement de variables,
remplacé chaque point d'intersection & l'infini s'il y en a, par un point
proprement dit:

«Lie nombre des points d'intersection de deux courbes planes qui
sont confondus en un point commun A (on pourrait dire absorbes
par le point A) est égal & la somme des ordres infinitésimaux de
tous les segments situés sur une droite dont la distance & A4 est in-
finiment petite du premier ordre, et ayant leurs deux extrémités sur
les deux courbes.»

De méme on introduit la notion générale de surface du miéme

3) Bull. Soc. math. France 3 (1874/5), p. 76; Mém. présentés Acad. sc.
Institut France (2) 26 (1879), mém, n° 2, p. 13 [1874]. Dans les articles ITI 19 et I1I 268
(géométrie plane) ainsi que III 23 et IIT 28 (géométrie dans l'espace) se trouvent
exposés de nombreux travaux ayant ce méme objet, en particulier ceux de
M. Nither. Nous nous bornons ici, ainsi qu'au n° 3, 3 mentionner los rogles se
prétant particulibrement aux énumérations. Les ordres d’infiniment petits qu'on
¥ rencontre s'obtiennent souvent & leur tour par des énumérations convenables.
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ordre dans l'espace ordinaire [ainsi que celle plus générale de variété
a4 r— 1 dimensions dans l'espace & r dimensions]: c'est l'ensemble
défini par une équation générale de degré m entre les coordonnées
d’un point variable. Le nombre des points communs & trois (ou & r)
de ces ensembles pourra se déterminer par une généralisation conve-
nable du théoreme de Bézout. Mais tandis que les propriétés d'une
courbe plane ou d’une surface algébrique, compléte ou décomposée, se
retrouvent toujours dans la courbe plane ou la surface algébrique
générale du méme ordre, ce fait n’a plus lieu pour les courbes gauches
ni en général, pour les variétés dépendant de plusieurs équations. En
effet, les courbes gauches du mi®™® ordre, bien que possédant des pro-
priétés dépendant uniquement du nombre m (par ex. le nombre de
leurs points d'intersection avee une surface donnée), se classifient en
différentes especes [voir 111 25] lesquelles, pour des valeurs assez grandes
de m, ne sont plus caractérisées ni par ce seul nombre, ni par ce
nombre et celui des points doubles apparents, ni, semble-t-il, par une
suite finie de nombres*). On peut en dire autant de toute variété définie
comme intersection de plusieurs variétés a plus de trois dimensions.

3. Les concepts de ,général“ et de ,spécial*; formules de
Pliicker, Cayley, Salmon, ete. On appelle classe d’'une courbe plane
le nombre de ses tangentes qui passent par un point donné du plan.
Conformément au principe de dualité, la définition d’une courbe plane
par sa classe a le méme degré de généralité que sa définition par
son ordre.

Etant donnée une courbe plane du mi*™® ordre, par un point de
son plan on peut toujours mener m(m — 1) droites telles que sur
chacune d’elles, deux points d'intersection avec la courbe sont réunis
en un seul. J. V. Poncelet™) qui a trouvé ce résultat donne aussi la
raison du paradoxe®) qui comsiste en ce qu'une courbe serait, en

4) Voir G. H. Halphen, Bull. Soc. math, France 2 (1873/4), p. 69.

Comme 1'a fait remarquer Ed. Weyr [Diss. Prague 1873] on a, par exemple,
deux espéces de courbes gauches du 9ime ordre tout & fait distinctes quoique
ayant les unes et les autres 18 points doubles apparents.

De la résulte que deux courbes gauches du méme ordre m, ayant toutes
deux le méme nombre de points doubles apparents (ou du méme genre p) peuvent
avoir des propriétés bien différentes, méme parmi celles qui rentrent dans le
cadre de la géométrie énumeérative. Une énumération relative 3 ume courbe
gouche ne conduira donc pas toujours & des expressions ne dépendant que de
m et k (ou de m et p). Voir & ce sujet n° 9.

5) J. V. Poncelet, Traité des propriétés projectives des figures, (1™ éd.) Paris
1822; (22 6d) 1, Paris 1865; 2, Paris 1866, p. 67, 228; J. reine angew. Math. 4
(1829), p. 12; 8 (1832), p. 392, C'est cette contradiction apparente qui avait amené
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général, & la fois d'une classe plus élevée que son ordre et d’un ordre
plus élevé que sa classe.

Les m(m — 1) droites en question seront en effet autant de tan-
gentes & la courbe regardée comme cas spécial de la courbe générale
du m*me ordre; tandis que si on Ienvisage comme courbe de niéme
classe, on ne doit plus compter parmi ses tangentes que celles qui
constituent, dans leur ensemble, une variété irréductible. Par suite,
on doit diminuer le nombre des tangentes, parce que certaines des
droites en cuestion passent par un point double, ou multiple; et,
dualistiquement, V'ordre d'ume courbe est abaissé par la présence de
tangentes singuliéres.

Ainsi le paradoxe s'explique par le fait que si m >2(n>2),
la courbe est nécessairement affectée de quelque point singulier ou de
quelque tangente singulitre. Ici, comme ailleurs |0 9, 20, 21, 31],
surtout lorsqu’il s'agit de figures définies par des nombres, les attri-
buts de ,général® et ,spécial” sont & employer ou non, suivant la fagon
dont la question se pose®).

(est par des considérations de cette nature que J. Pliicker fut
amené & introduire dans ses formules [III 19] envisagées comme
générales, les quatre singularités, dites singularités pluckériennes, qui
doivent se présenter pour une courbe plane quand on donne des valeurs
assez grandes & sa classe ou & son ordre, savoir:

1°) points doubles,

2°) points de rebroussement,

3°) tangentes doubles,

4°) tangentes stationnaires.

Afin de les rendre valables aussi dans le cas d’'une courbe douée de
singularités arbitraires, G. H. Halphen [II119] a donné aux regles
exprimées par les formules de Pliicker les formes suivantes, assez com-
modes pour les énumérations?):

«Si, pour chaque droite a, issue d’'un point P donné hors de la
courbe, et rencontrant cette courbe en des points confondus, on calcule

J. D. Gergonme [Bull. sc. math. astr. phys. chim. 9 (1828), p. 302; 10 (1828), p. 285]
i admettre que la classe de chaque courbe plane est égale a son ordre.

6) Clest pour celd que H. G. Zeuthen [Math. Ann. 4 (1871), p.633; 10
(1876), p. 446], en définissant les caractéres projectife d’une surface, distingue
nettement les singularités d'une surface en singularités provenant de la spécia-
lisation de la surface envisagée comme un lieu de points et en singularités
de la spéeialisation de la surface envisagée comme une enveloppe

P
de plans.
7) Voir les mémoires cilés n° 2, note 3.
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la somme des ordres de toutes les cordes infiniment petites déterminées
par la courbe sur une autre droite issue du méme point et inelinée
d'un angle infiniment petit du premier ordre sur a, le double de
cette somme fera connaitre le nombre de fois que la droite a doit
8tre comptée parmi les m(m — 1) tangentes menées du point P & la
courbes. Il est facile d’énoncer la régle qui se déduit de la précédente
par dualité; nous en laissons le soin au lecteur®).

«En désignant par m et n P'ordre et la classe d’une courbe plane,
par w la multiplicité ponctuelle d'un de ses éléments ou eycles [III 19],
cest-a-dire le nombre des points confondus od il est coups par une
droite passant par le point singulier et ne coincidant pas avec la
tangente, et par'» la multiplicité tangentielle de cet élément ou cycle,
cest-i-dire le nombre qui correspond & w par dualité, on a toujours

800 —m) =S —w),

la somme étant étendue & tous les cycles. pour lesquels vZur A
cette proposition se rattache la régle suivante?):

«Un cycle dont les multiplicités sont w et » est coupé par sa
tangente en u 4 v points confondus.

Cest précisément dans le but de rendre applicables & toute courbe
algébrique les formules premieres .de J. Pliicker que l'on a imaginé?)
les équivalents pluckériens d'une singularité supérieure; ils indiquent
pour combien de points doubles ou de rebroussement, et pour combien
de tangentes doubles, ou stationnaires, on peut compter cette singularité,
de fagon que les trois formules de Pliicker et la formule du genre
[n° 18] soient toujours vérifiées. A Yorigine l'intérét que Pon attachait
4 cette énumération wallait pas au-dela de ces formules; il s'acerut

8) Nous ferons souvent de méme dans ce qui suit, en particulier quand
V'application du principe de dualité pour passer d'une propriété d'une figure &
la propriété correspondante de la figure corrélative ne peut offrir aucune difficults,

9) G. H. Halphen?); O. Stolz, Math. Ann. 8 (1875), p. 415; M. Nother, id. 9
(1876), p. 166.

F. Schuh [K. Akad. Wetensch. Amsterdam, Verslagen natuurk. Afdeeling
13 (1904/5), p. 188]; R. Mehmke [Z. Math. Phys. 49 (1903), p. 62] et II. G Zeuthen
[Lehrbuch ), n* 14 et 16] appliquent la régle de (- H. Halphen & une courbe
gauche de l'espace ordinaire ou d'un espace & n>>3 dimensions.

10) C'est A. Cayley [Quart. J. pure appl. math. 7 (1866), p. 212; Papers 6,
Cambridge 1892, p. 520) qui a, le premier, envisagé ces ,,équivalents”. Mais il
faut surtout signaler & cel ¢gard un mémoire de H.J.S.Smith, Proc. London
math. Soc. (1) 6 (1874/5), p. 168/82; Papers 2, Oxford 1894, p. 101/31. Cf II[19.

W.A.Versluys [K. Akad. Wetensch, Amsterdam, Verslagen natuurk. Afdeeling
14 (1905/6), p. 482; 15 (1906/7), p. 842; Archives Teyler (2) 10 (1906), p. 253] a
effectué ane recherche analogue dans le cas des courbes gauches.
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quand A. Brill démontra la possibilité d'obtenir au moins chaque
courbe rationnelle douée’ de singularités supérieures, comme limite de
courbes ou toutes les singularités pluckériennes indiquées par les équi-
valents se présentent séparément’).

A coté des formules de J. Pliicker apparaissent d’abord celles de
A. Cayley pour les courbes gauches et les surfaces développables [III 25]
ainsi que leur généralisation aux espaces 4 plusieurs dimensions [II1 26],
puis celles de G. Salmon et A. Cayley et autres concernant les surfaces
[II123). On a aussi établi des relations numériques relatives aux
complexes et aux congruences de droites [ITI 27] ainsi que pour les
transformations géométriques, surtout erdmoniennes [III 28]; et en
général pour les différentes configurations de points, droitcs, plans ete.

Ces formules s'obtiennent par I'Analyse aussi bien que par les
méthodes énumératives dont nous parlerons plus loin; toutefois les
résultats sont toujours du domaine de la géométrie énumérative et
pourront &tre utilisés & leur tour, pour en déduire d’autres résultats de
méme nature. Cest bien dans ce sens que l'on a toujours employé
le théoréme de Bézout; que des formules de Pliicker on a tiré celles
de Cayley; que los formules de Salmon ont fait découvrir immédiatement
les 27 droites d'une surface du troisidme ordre [III24] et ainsi de suite.

4. Emploi synthétique de résultats acquis antérieurement. A
une époque ol il n’était pas encore rigoureusement démontré, on

11) Math. Ann. 16 (1880), p. 348,

Il ne faudrait pas conclure de la que, en géométrie énumérative, chaque
singularité peut toujours &tre représentée par ses équivalents pluckériens, ou
chaque courbe pur les nombres de Pliicker qui en découlent. En effet, parmi les
courbes affectées des mémes nombres de Pliicker, il y en a vraisemblablement qui
sont d’espéces tout a fait différentes [of. n°* 2 et 9]. D’autre part, lorsqu’on envisage
une courbe comme un cas spécial dune autre courbe n'ayant que des singu-
larités pliickériennes, il arrive parfois que les solutions d'un probléme par rapport
4 des courbes doudes de singularités supérienres ne se présentent gu'associées
avec des solutions étrangtres. Une troisiéme raison s'ajoute d'ailleurs aux deux
précédentes: un probléme énumératif peut fort bien me viser que des courbes
qui tout en appartenant & une espice définie par ses nombres de Pliicker consti-
tuent dans cette espdce mne classe spéciale définie par des modules particuliers
[ef.n° 17, notes 134, 136 et, au n° 32, note 249, les théortmes de G. H. Halphen
a ce sujet]. On peut enfin remarquer que ce ne sont pas toujours les mimes
équivalents plickériens qui sont utiles dans 1'étude de courbes se présentant
comme des cas spéciaux d'autres courbes ayant méme ordre et méme classe
qu'elles, sans avoir cependant le méme genre [cf. H. @. Zeuthen, Math, Aun. 10
(1876), p. 210, 446]. On consultera aussi & ce sujet 4. Brill et M. Nither, Die
Entwicklung der Theorie der algebraischen Funktionen in ulterer wnd neuerer
Zeit [Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 3 (1892/8), €d. 1894, p. 393)
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trouve le théoreme de Bézout déja utilisé par C. Maclawrin'®) et
W. Braikenridge') pour la détermination numérique des ordres de
certaines courbes, que ces auteurs venaient de rencontrer en se pro-
posant de généraliser la description organique des eourbes du troisieme
ordre & point double, donnée par 7. Newton') [11119]. W. Braikenridge,
par exemple, part du théoreme:

«Si les trois cotés d'un triangle A BC tournent autour de trois
points fixes E, ', G tandis que les sommets A et B glissent le long
de deux droites fixes a et b, le troisieme sommet €' déerit une section
conique.»

W. Braikenridge en déduit, par le dénombrement des points d'inter-
section avec une droite arbitraire, que la courbe devra étre d’ordre 2m
ou 2mn, si Pon remplace la droite ¢ par une courbe du m'*™° degré
ou les droites @ et b par deux courbes du mi¥®=e et du n'*™ degré.
En cherchant ensuite de combien de muniéres différentes le point
mobile ' peut coincider avee E ou avec I, il trouve que, dans le
dernier cas, ces deux points seront multiples d’ordre m» de la courbe.
Enfin, il discute les cas o des droites se détachent du lieu, par suite
des positions particulitres que l'on peut donner aux points fizes; et
dans chacun de ces cas il détermine le degré de la courbe résiduelle.

Ce sont des procédés semblables qui ont ét¢ utilisés plus tard par
J. Steiner') dans ses recherches énumératives, commencées en 1845,
et concernant soit les courbes et surfaces algébriques générales, soit
les courbes et surfaces de degré peu élevé. A Taide d'énumérations
successives, il réussit & déterminer les ordres, les classes et autres
caractéres numériques de certaines courbes, telles que les courbes po-
laires, le lieu géométrique du milieu des cordes déterminées par une
courbe sur les droites d’un faisceau, I'enveloppe des cordes dont les
milieux se trouvent sur des courbes données, ete.

En effet, des théoremes de Bézout et de Pliicker, J. Steiner déduit
immédiatement de nouveaux nombres utilisables i leur tour pour d’autres
déterminations, et ainsi de suite. On entrevoit ce procédé & travers la
succession de ses résultats domnés pour la plupart sans démonstration.
L’emploi qystématique de méthodes plus spéciales n’y est point in-
- "/12) eometrm organica, sive descriptio linearum curvarum universalis,
Londres 1720.

13) Exercitatio geometrica de descriptione linearum curvarum, Londres 1733,

14) Enumeratio linearnm tertii ordinis, chap. 6 (publié pour la premiére
fois en appendice & la 1t édition anglaise de son traité: Optics, Londres 1704);
Opera, éd. S. Horsley 1, Londres 1779, p. 556.

15) Ber. Akad. Berlin 1848, p. 310/6; J. reine angew. Math, 47 (1854), p. 1/105;
Werke 2, Berlin 1882, p. 493/601.
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diqué, car en général il passe sur les détails; d’ailleurs il semble
wavoir suivi que trés rarement unme voie bien méthodique; il a plutdt
recours pour chaque probleme aux ressources les mieux approprides &
Ia nature de ce probleme. Sans dédaigner l'usage des équations al-
géhrigues, il ne développe cependant les caleuls que dans la mesure
exigée par le but quil poursuit. Quelques-uns de ses artifices par-
ticuliers seront mentionnés dans la suite [n°* 6, 12 et 20]. Parmi les
autres, nous indiquerons la facon dont il fait apparaitre le nombre
m?, comme nombre des normales que l'on peut mener d'un point P
4 une courbe plane du mi*™e degré; pour cela, il dénombre les points
ot la courbe est coupée par la courbe que Yon en déduit par une
rotation infiniment petite autour du point P'%); il se sert aussi de
la transformation quadratique univoque qu'il conmaissait déja et qui
lui permet de déduire le nombre des coniques ayant un contact double
ou stationnaire avec une courbe donnée et passant par trois points
donnés de celui des tangentes doubles ou stationnaires d'nne autre courbe'?).

En utilisant ainsi sans cesse les résultats acquis successivement,
et en recourant toujours davantage aux méthodes spéciales dont il
est parlé plus loin, on a pu effectuer géométriquement les recherches
indiquées & la fin du n°3. Et pour se rendre compte du degré de
développement auquel ont atteint certaines théories géométriques
dans le sens énumératif, alors méme que ces méthodes spéciales
n’étaient qu'a peine ébauchées, il suffit de se reporter aux théories
des courbes et surfaces algébriques de L. Cremona'®).

16) J. Steiner, J. reine angew. Math. 49 (1835), p. 333; Werke 2, Berlin 1882,
p. 621.

F. August [J. teine angew. Math. 68 (1868), p. 242] et A. Mannheim [C. R.
Acad, se. Paris 70 (1870), p. 1025; Principes et développements de géométrie
cinématicue, Paris 1894, p. 320] ont, & leur tour, utilisé ce méme procédé ciné-
matique pour obtenir les normales & une surface algébrique issues d'un point
donné, ainsi que pour étudier ses normalies (c'est sous ce nom que A. Mannheim
désigne lo lieu des normales i la surface le long d'une courbe) tracées sur la
surface,

A. Beck [Math. Ann, 14 (1879), P 207/11] démontre les formules de Plicker
en 1 t systémati ent un d infiniment petit, ou collinéation
centmle infiniment petite. Par la méme méthode il a trouvé [Viertelj. Naturf.
Ges. Ziirich 52 (1907), p. 266] plusieurs nombres relatifs aux sécantes multiples
d'une courbe gauche.

17) J. Steiner, J. reine angew. Math. 49 (1858), p. 273; Werke 2, Berlin 1882,
p. 6165 cf. Th. Berner, Diss. Berlin 1865.

J. Ph. E. de Faugue de Jonquitres emploie une méthode analogue [Nouv.
Ann. math. (2) 3 (1864), p. 97/111] pour déterminer les courbes d'ordre m i point
(m — 1)"e® de position donnée, satisfaisant aux mémes conditions.

18) Mem. Ist. Bologna (1) 12 (1861), p. 411; Iniroduzione ad una teoria
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Loi de la conservation du nombre,
(Principe de continujté).

5. Principe de continuité de Poncelet'®). Déja dans son in-
troduction au «traité des propriétés projectivess (parn en 1822, mais
déjiu en préparation depuis 1812), J. V. Poncelet insiste sur Pimportance
et la généralité d'un principe appelé par lui «principe de continuité)»
consistant en ce que certaines propriétés géométriques ne sauraient
saltérer par suite des changements successifs quelconques des figures,
pourvu que ces figures ne cessent jamais de satisfaire & une méme
définition générale. Comme il arrive trés souvent que ces propriétés
sont faciles & reconnaitre dans les eas limites, on peut les étendre
immédiatement aux figures du cas général.

Le principe a réellement une trés grande portée, au moins dans
les recherches énumératives: on peut le constater par les applications
trés varides dont il est susceptible et qui sont données soit dans
Pouvrage précité, soit dans les mémoires qui s’y rattachent. J. V.
Poncelet résout par exemple le probleme de W. Braikenridge indiqué
plus haut [n°4] en cherchant®) le nombre des points de rencontre

geometrica delle curve piane, Bologne 1862; trad. allemande par M. Curtze, Greifs-
wald 1865; Memw. Ist. Bologna (2) 6 (1866), p. 91; (2) 7 (1867), p. 29; Preliminari
di una teoria geometrica delle superficie, Bologne 1866; trad. allemande par
M. Curtze, Berlin 1870.

G Marletta [Atti Accad. Gioenia Catania (£) 16 (1903), mém. n° 1] réussit
4 déterminer, 4 I'side de considérations synthétiques exclusivement empruntées
a la géomdtrio projective, I'ordre de la variété des droites Lracées sur une hyper-
surface algébrique de (n—1) dimensions située dans l'espace & n dimensions,
ainsi que l'ordre de la variété des droites situées 3 lintersection de deux on
plusieurs de ces hypersurfaces. 1l résout mussi le probleme analogue comcernant
les droites qui rencontrent une méme droite d'wne hypersurface donnée et le
probléme analogue concernant les droites qui rencontrent un méme plan d'une
hypersurface donnée.*

19) Voir 'article III 3.

20) Voir en partic. Propriétés projectives®, (2° éd) 1, introd. p. XIV a
XVIL Vers la fin de ce Traité, J. V. Poncelet insiste particulitrement (p. 405/8)
sur la portée du principe de continuité,

21) Propriétés projectives®), (2° éd.) 1, p. 321.

J. V. Poncelet a envisagé le cas plus géncéral ou le triangle de W. Braiken-
ridge [n° 4] esb remplacé par un polygoue. Il insiste d’ailleurs [Propriétés pro-
jectives®), (2¢ éd.) 2, p. 129; J. reine angew. Math. 8 (1832), p. 29] sur ce que ce
mode d’énumération s'applique & tout lieu de pointe situés sur los rayons d’un
faiscesu.

Bien plus tard A. Jacobi [J. reine angew. Math. 31 (1846), p. 40] et . 7.
Zeuthen [Tidsskrift math. Kobenhavn (Copenhague) (2) 8 (1861), p. 12/22] ont
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du lieu non pas avec une droite arbitraire, mais avec une droite mende
par le point que nous avons appelé E. D'aprés la construction in-
diquée, mn de ces points sont alors confondus en E; les autres, au
nombre de mn sont différents de Z; l'ordre cherché sera donc 2mn.

Ce procédé s'applique en particulier au cas odt m = n = 1 , clest-
a-dire quand le lieu cherché est une conique. J. V. Poncelet fait voir
comment le théoréme ainsi démontré peut devenir le point de départ
d'une étude énumérative des coniques. Afin de pouvoir généraliser
cette étude, il s'appuie sur le fait que deux courbes du second degré
ont quatre points communs. Ce théortme, de méme que le théoreme
général de E. Bezout, est aussi une conséquence du principe de con-
tinuité, suivant lequel on peut remplacer I'une des courbes par un
systeme de droites®). J. V. Poncelet donne aussi les fondements énumé-
rabifs d’une théorie des surfaces du second ordre. De ce qu'une courbe
est coupée en quatre points par une conique, on y déduit, par exemple,
quelle est nécessairement du second ordre?).

Pour trouver la classe d’une courbe dordre m, J. V. Poncelet®)
utilise un faiseeau de droites paralleles. Sur chacune de ces droites,
il porte, & partir du point de rencontre avec une tramsversale arbi-
traire I et dans les deux seus de la droite les ﬂ(j'i%:,ll cordes inter-
ceptées sur celles-ci par la courbe. Il obtient ainsi des segments
ayant tous leur origine sur I; le lieu de leurs extrémités sera une
courbe coupée en m(m — 1) points par chaque droite du faiscean,
courbe qui est donc d'ordre m(m — 1). Or les m(m — 1) intersections
de cette courbe auxiliaive avee 7 vont se trouver sur m(m — 1) droites
du faisceau qui sont tangentes i la courbe donnée. De li on con-
clut que le nombre des tangentes issues d’un point arbitraire est
aussi m(m — 1),

J. V. Poncelet étudie aussi 1”influence d’'un point double sur la
classe de la courbe; de I'application de ce résultat & une courbe dé-
composée en deux courbes partielles, il tire une nouvelle démonstration
du théoréme de Bézout.

appliqué, le premier le procédé de W. Braikenridge, et le second celui de J. V.
Poncelet, pour résoudre des questions semblables.

22) Propriétés projectives), (2° éd.) 1, p. 874,

23) Id. (2° éd.) 1, p. 373 et suiv.; voir en partic. p. 384,

24) 1d. (2° éd.) 2, p. 216; J. reine angew. Math. 8 (1832), p. 394.

H. G. Zeuthen [Lehrbuch?), n> 10 4 12] montre que cette fagon de procéder
pour établir le théoréme de Bézout et déterminer la classe d’une courbe amene
naturellement 4 formuler la régle de G. H. Halphen mentionnée au n° 2 et la
premiére régie du n° 3.
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Ailleurs, il envisage aussi le nombre des asymptotes ou des points
d'intersection avec la droite de Vinfini®).

Les exemples donnés par J. V. Poncelet montrent bien qu'il ne
songeait & appliquer son principe que dans les cas ol un simple
renvoi & la représentation analytique, sans aucune exécution des caleuls,
suffit pour obtenir une démonstration parfaite.

Il dit méme2) que son principe pourrait étre démontré ajsément
par algebre. Mais il évite d'utiliser ces ressources, parce que, & son
avis, le principe aurait di se présenter comme une question purement
géométrique, et apporter A la géométrie la méme généralité dont jouis-
sait déjd la méthode algébrico-analytique. Clest pour ces raisons qu'il
ne parvient pas & donner un fondement réel & son principe ni, par
conséquent, & établir les limites rigoureuses de sa validité. Cela explique
que A. L. Cauchy ne Ua appréeié dnns le rapport®) qu'il a fait sur
Pouvrage fondamental de dJ. V. Poncelet que comme constituant une
«forte induction». Ce jugement a peut-étre contribué & ce que, long-
temps, on n'a pas osé suivre J. V. Poncelet dans la voie qu'il avait
tracée malgré les remarquables applications quil en avait données:
celle dune méthode énumérative qui est aussi sire que féconde tant
(uon ne rompt pas ses liens nécessaires avec Yalgebre.

6. Usage du principe de continuité aprés Poncelet. Ftant
données trois surfaces de degrés respectifs m, n, p, passant par la
courbe d'intersection de deux autres surfaces, G. Salmon®), pour trouver
le nombre de points oit elles s'entrecoupent en dehors de cette courbe,
imagina de décomposer la premiere des trois surfaces en un plan et
une surface du (m — 1)¥me degré.

Plus tard, il emploie le méme procédé pour résoudre des pro-
blemes analogues dans un espace & plusieurs dimensions®). Il obtient
le degré de la surface réglde dont les génératrices s'appuient deux fois

25) Propriétés projectives ), (2 éd.) 2, p. 287, 293. Ces passages sont contenus
dans une section du Traité de J.V. Poncelet qui n'était pas comprise dans la
premivre édition. Mais interprétation projective des propriétés métriques qui
sert de fond t aux dénoml ts dont il s'agit avait déja été introduite
par J. V. Poncelet dans ses publications de 1822 a 1832,

26) Propriéiés projectives®), (2 éd.) 1, introd. p. XIV.

27) Ce rapport de A. L. Cauchy a été imprimé en téte de la premiére
édition du Traité de géométrie projective, Paris 1822, ot déja Ann. math. pures
appl. 11 (1820/1), p. 69.

28) Cambr. Dublin math. J. 2 (1847), p. 7L Voir & ce sujet n° 9 note 65
de 'article actuel.

29) Quart. J. pure appl. math. 7 (1866), p. 327 1l signale d'ailleurs expli-
citement la signification algébrique de ces recherches hypergéométriques.
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sur une courbe domnée et une fois sur une droite en considérant la
courbe o la surface est coupée par un plan contenant la droite®).
Pour dénombrer les normales que l'on peut menmer d'un point & une
courbe ou & une surface algébrique, il rejette ce point a l'infini®)
De méme J. Steiner®) déduit plus tard Vordre de la développée
dune courbe [III 19] du nombre de ses points & Tinfini. Et par
enchainement des résultats®®), on a pu se convainere facilement
que la recherche de lordre et de la classe de plusienrs lieux géo-
métriques de points situés sur les droites d'un faisceau était effectuce
par J. Sleiner au moyen du dénombrement des points d'intersection avec
une droite du faisceau, ou des tangentes issues du centre du faisceau.
Cependant uue oceasion décisive vint & se présenter, ot oJ. Steiner
wosa guére appliquer le principe énoncé. Par une méthode qu'il n'in-
dique point (voir pourtant n’ 20), il eroit™) avoir trouvé qu'il existe
(% coniques tangentes & cinq coniques données. Kt pour faire saisir
la possibilité d’un nombre aussi grand, il cherche le nombre des so-
lutions proprement dites que l'on peut obtenir dans le cas de cing
coniques décomposées chacune en denx droites ou en deux points.
En y sjoutant les solutions impropres, dest-a-dire les coniques
passant par le point double, ou tangentes i la droite double d'une
quelconque de ces comiques dégénérées, il se serait apercu que le
véritable résultat n'était pas celui quil présumait. (’est précisément
par ce procédé que Th. Bermer™) a été conduit plus tard a la dé-

30) Cambr, Dublin math, J. 8 (1853), p. 45.

31 Id. 3 (1848), p. 47.

32) J. reine angew. Math. 49 (1855), p. 333 [1854]; Werke 2, Berlin 1852,
. 630.

Dans leurs recherches sur le lieu des centres de courbure d'une surface,
G. Darbouz {C. R. Acad. sc. Paris 70 (1870), p. 328] et L. Marcks [Math. Ann.
b (1872), p. 27] ont, eux aussi, utilisé la section de la surface cherchée par le
plan de liofini.

33) J. reine angew. Math. 47 (1864), p. 7/106; Werke 2, Berlin 1882, p. 501.

J. Ph. E. de Fanque de Jonquiéres [J. reine angew. Math. 59 (1861), p. 313]
emploie méthodiquement le méme procédé pour effectuer d'autres recherches de
méme nature suggérées par les résultats obtenus par J. Steiner. 11 applique
de méme ce procédé a la détermination des courbes polaires [J. math. pures appl.
(2) 2 (1857), p. 249]. Cf. notes 21 et 24.

34) J. reine angew. Math. 37 (1848), p. 161; Werke 2, Berlin 1882, p. 417.

35) Diss. Berlin 1865, p. 14. Des 1859, J. Ph. E. de Faugue de Jonquiéres
était déja parvenu, par la méme voie que Th. Berner, & ce résultat et & d'antres
encore plus généraux; mais le désaccord entre les résultats qu'il avait obtenus
et ceux de J. Steiner, joints & la méfiance que M. Chasles avait témoignée &
I'égard de sa méthode, V'avaient empéché de les publier [ef. C.R. Acad. sc.
Paris 58 (1864), p. 308; J. reine angew. Math. 66 (1866), p. 316]. Cf. n° 7, note 40.
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couverte du nombre exact des solutions, que M. Chasles venait aussi
d'obtenir par une voie différente [n° 217,

M. Chasles évite de recourir au principe de continuité. Apres
avoir®®) trouvé, par exemple, qu'une certaine courbe est eoupée par une
surface du m'™ ordre en m (4m + x) points, il tient & établir par
une autre voie le degré 4m + n de la courbe, en démontrant que
celle-ci est coupée en 4m + n points par un plan arbitraire. Néan-
moins, & cette époque (1861), I'inversion du théoreme de Bézout était
tout au moins d'un usage courant parmi les géomatres®?),

7. Application nouvelle et plus compléte du principe de con-
tinuité, Des cette époque se présentent des applications plus éten-
dues du principe de continuité. L. Cremona démontre en 1862 le
théoréme de Bézout au moyen de la décomposition de l'une des
courbes en droites™) ainsi que l'avait fait J. V. Poncelet [ne 5], et
pour trouver le nombre des points suffisant & déterminer une courbe,

il donne des positions particulitres 3 ces points?®).

Cependant cest JJ. Ph. E. de Fauque de Jonquicres'®) qui fit le
premier un usage systématique du principe de continuité. Clest lui
aussi qui 'établit sur des bases solides en faisant ressortir son identité
essentielle avec le théoréme fondamental de algébre d’apres lequel
toute équation du #*me degré a » racines®). Pour obtenir des pro-
positions tout & fait générales sur les courbes ayant des contacts mul-
tiples d’ordre quelcongue avec une courbe donnde (,formules de con-
tact de Jonquieres“) [LII 197, il envisage le cas o0 cette dernibre
devient rationnelle grice & lintroduction de nouveaux points doubles,

36) C. R. Acad. sc. Paris 53 (1861), p. 887.

37) Pour former les équations numériques du second degré & I'aide des-
quelles il détermine l'ordre 2 d’une surface donnée, dont I'intersection avec une
autre surface de méme degré se décompose en « courbes du troisitme ordre et
en d'autres courbes entidrement connues, L. Sturm [J. reine angew. Math, 80
(1875), p. 132] applique la réciproque du théoréme de Bézout.

H. G. Zeuthen [Math. Ann. 3 (1871), p. 150], dans ses recherches sur la
détermination des genres des courbes algébriques planes [n° 18], avait déja utilisé
Je fait qu'en dénombrant les tangentes 4 une méme courbe, issues de denx points
distincts du plan de la courbe, on doit obtenir le méme nombre.

38) L. Cremona, Curve piane'®), p. 25.

39) Id. p. 27.

40) J. reine angew. Math. 66 (1866), p. 289. Voir aussi I, Schuh, Vergelijkend
overzicht der methoden ter bepaling van aantallen vlakke krommen, Amsterdam
1905, p. 112/50, 214,

41) Id. p. 314.
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et le principe de correspondance lui permet alors de trouver les
nombres en question [n° 17, note 128].

Il envisage aussi le cas od la courbe se décompose en droites,
mais, dans ce cas, il reconnait lui-méme que plusieurs des nombres
dont il fait usage sont obtenus, non par un passage rigoureux a la
limite, mais seulement en généralisant par une heureuse induction
certains résultats particuliers [ef n°9 et au sujet des limitations
nécessaires n° 20].

J. Ph. E. de Fauque de Jonquiéres*?) a d'ailleurs fait ensuite un
usage analogue des mémes dégénérescences ainsi que de celles d’une
surface algébrique qui leur correspondent. La surface dégénérée, en-
visagée comme un lieu de points, est représentée par un ensemble de
m plans; tout cone circonserit & la surface se décompose en —m‘—\’%t 1
plans projetaut les droites d’intersection de ces m plans, chacune comptée
deux fois; tout plan passant par un quelconque des Mi%(m—_ﬂ
points d'intersection des m plans est compté six fois parmi les plans
tangents & la surface; enfin on regarde comme autant de plans tangents
4 la surface tous ceuxz qui vont passer par m (m — 1) points fixes,

m(m

- N 1) " . . c
choisis deux a deux sur les — droites d'intersection et distincts

des précédents. Cependant il ne réussit pas & éclaircir d’une fagon
compléte ce qui concerne ces derniers plans tangents, an moins pour
m > 2%). Pour m =2 on avait avant lui [e¢f n° 28, note 213] entidre-
ment traité la question.

Cest par des considérations de eet ordre que J. Ph. E. de Fauque
de Jonquiéres détermine la classe d'une surface ainsi que dautres
caracteres.

8. Loi de conservation du mombre. A partir de cette époque,
les applications du principe de continuité méme les plus générales,
deviennent plus varides*!). Ce résultat fut en partie obtenu grice i

42) Ann. mat. pura appl. (2) 8 (1877) p. 312.

J. Ph. E. de Fauque de Jonquitres (Math. Ann. 1 (1869), p.424] a fait un
usage inverse de certains cas limites en utilisant certaines formules concernant la
détermination de surfaces tangentes 4 deux plang distinets, dans le cas ou ces
deux plans coincident; il parvient ainsi & évaluer le nombre des courbes d'un
résean qui ont deux points doubles distincts.

48) H. G. Zeuthen [Lehrbuch?), n" 27] a dclairei ce fait observé par J. Ph.
E. de Fauque de Jonquiéres.

44) 4. Voss [Math. Ann. 9 (1876), p. 241] par ex. obtient le nombre des
ombilics d'une surface en remplagant l'ombilicale par une conique décomposée
en deux droites.
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une nouvelle dénomination au moyen de laquelle H. Schubert écarta
du principe les préjugés qui en avaient si longtemps empéché I'emploi.
Comme Dappellation: «Principe de la position particuliere» (Princip
der speziellen Lage) que H. Schubert®®) avait proposée tout d'abord ne
g'accordait guére avec l'emploi de ressources telles que les dégénéres-
cences géométriques signaldes au n° 7, il en choisit*¥) une autre en
1876; celle de «Principe de la conservation du nombre» (Princip der
Erhaltung der Anzahl). Voici comment il énonce”) ce principe:

Un nombre, 3 moins qu'il ne prenne une valeur infinie, doit con-
server la méme valeur quelles que soient les positions particulizres
que Yon donne aux figures: soit qu'on modifie leurs positions absolues
dans lespace, soit gu'on modifie leurs positions respectives, soit qu'a
la place de figures considérées auparavant comme générales et satis-
faisant 4 certaines définitions on en introduise d’autres, aussi parti-
culieres que 'on veut, mais satisfaisant aux mémes définitions. Comme
H. Schubert se place, ainsi que J. Ph. E. de Fauque de Jonquiéres, sur
le terrain algébrique, cet énoncé doit &tre considéré comme étant
d’accord avec les fondements généraux de la géométrie énumérative
[p*1 & 3; voir aussi n° 9].

Parmi les applications qui suivirent de prés (1879) cette nou-
velle acception du principe, il faut citer celles de H. Schubert*®) et de
H. G. Zeuthen®), ot T'on utilise les dégénérescences obtenues en fai-
sant décroitre indéfiniment les dimensions d'une courbe ou d'une
surface jusqu'a ce que tous les points de celles-ci viennent se con-
denser le long d'une droite. Ils ont ainsi déterminé le nombre des
courbes ou des surfaces appartenant & un systéme oo! ou oof (ou
bien & deux systémes oco') et vérifiant des conditions de contact
simple ou double avee une courbe ou surface donnée (ou bien entre
elles) [IIT 19]; H. Schubert™®) a méme soumis & une réduction analogue
des figures a plusieurs dimensions.

45) Nachr. Ges. Gott. 1874, p. 274.

46) Math. Ann. 10 (1876), p. 23.

47) H. Schubert, Kalkiill der abzihlenden Geometrie, Leipzig 1879, p. 12.

48) 1d. p. 14. Les dégénerescences dont H. Schubert et H. G. Zeuthen font
usage e'obticnnent par collinéation centrale (homologie) dont le nombre carae-
téristique est zéro {III 28], ou bien par la composition de deux collinéations
(homologies) de ce genre particulier [Abzihlende Geom.*?), p. 91].

49) C. R. Acad. sc. Paris 89 (1879), p. 899, 946. Peun aprés H. G. Zeuthen,
les miémes résultats ont été retrouvés par II. Schubert [cf. n° 25, note 193];
C. Mineo [Rend. Cire. mat. Palermo 17 (1903), p. 297] étudie & son tour des
questions du méme genre,

60) Mitt. math. Ges. Hamburg 1 (1881/9), éd. Leipzig 1889, p. 134 [1886].
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Un choix particuliérement simple de la position des figures données
a permis & H. Krey de trouver le nombre des surfaces coniques du
mime ordre qui satisfont & des conditions données®). On rencontre
aussi de mombreuses applications du principe de permanence dans
deux Traités de R. Sturm®®). D’autres applications encore plus étendues
vont découler des «formules d'incidence» de H. Schubert, conséquences
elles-mémes du principe de conservation [n°* 24 et 26].

9. Généralisations induotives; méthode fonctionnelle de Cayley;
critique ultérieure. Les démonstrations fondées sur la loi de la con-
servation du mombre ne sont vraiment valables qu'aux conditions sui-
vantes:

1°) le cas spéeial quon utilise doit réellement se trouver parmi
les cas limites du cas général proposé;

2°) les solutions que on dénombre dans le cas particulier doivent
stre effectivement les limites de celles dont on cherche le nombre dans
le cas général;

39) chacune des solutions limites doit dtre comptée autant de
fois que les solutions qu'elle remplace.

Le moyen de s'assurer que ces conditions sont remplies est fourni,
soit par la comparaison avec la représentation algébrique, soit par
des regles fondées sur celles-ci dont nous avons indiqué les exemples
les plus simples®).

Cependant, pour satisfaire & la troisiéme de ces exigences, on &
parfois recours a des déterminations indirectes, telles que celles qui
seront mentionnées dans le n° 14.

Voici un exemple qui marque assez bien limportance de la pre-
mitre condition déja soulignée par G. H. Halphen™).

Pour établir que, d’une fagon générale, mn est le nombre des
points communs & une surface du mi*2° ordre et & une courbe du
nime ordre, il est 1égitime®) de remplacer la surface par un systeme dem

51) Acta math. 5 (1884/5), p. 83. Cf. [IL19.

52) Die Gebilde ersten und zweiten Grades der Liniengeometrie 1, Leipzig
1892; 2, Leipzig 1893; 3, Leipzig 1897; Die Lehre von den geometrischen Ver-
wandschaften 1, Leipzig et Berlin 1908; 2, Leipzig et Berlin 1908; 3, Leipzig eb
Berlin 1909; 4, Leipzig et Berlin 1908,

53) Voir o> 2 et 8; voir aussi n° 14, note 107.

64) Voir n° 2, note 4, et n° 8, note 11.

55) G. Salmon, A treatise on the analytical geometry of three dimensions,
(4° éd.) Dublin 1882, p. 299. 1 faut toutefois avouer que G. Salmon n'ose pas
fonder la-dessus une véritable démonstration du théorime, ce qui et ét¢ cepen-
dant bien légitime. Comme d’ailleurs au aujet du mode de démonstration cité
au n° 6, note 28, il fait ses réserves.
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plans®®), tandis qu'il ne serait pas permis (nous le verrons bientot),
de substituer & la courbe un systéme de n droites®”).

On a souvent appliqué sans démonstration préalable, des hy-
pothéses telles que, par exemple, un nombre cherché ne puisse dé-
pendre que de eertains autres nombres; A. Cayley™®) a méme déve-
loppé dans ce sens une nouvelle méthode (la ,,méthode fonetionnelle)
pour déterminer dans ces cas la forme qui convient & lexpression
cherchée. C'est ainsi qu'il détermine par exemple le degré G(m®)
de la surface engendrée par les cordes triples d'une courbe gauche
du m®me ordre. En considérant une courbe décomposée, il trouve
d’abord

Gm +m') = G(m®) + G(m'%) 4 G(m, m'®) + G(m', m?),
ot T'on connait & I'avance les nombres G (m,m'?) et G (m?m’) relatifs
aux lieux des droites qui s'appuient deux fois sur I'une de ces deux
courbes partielles et une fois sur l'autre. Ensuite, de cette équation
fonctionnelle et de I'hypothese [of. n° 2, note 4] que la fonction G-(m?)
dépend seulement de I'ordre m et du nombre de points doubles apparents,
il déduit Texpression générale de G(m?) renfermant deux constantes
arbitraires, dont il trouve les valeurs i l'aide de cas particuliers %),

Cest en toute riguear que le mode de démonstration de @G. Salmon a été
employé par H. Weber [Lehrbuch der Algebra, (17 €d.) 1, Brunswick 1896, p. 163]
pour établir les théorémes sur le nombro de points d'intersection de courbes et
de surfaces dounées.

56) D’autres démonstrations fonddes sur le principe de correspondance ont
été donndes par G. Fouret [Bull, Soc. math. France 1 (1872/8), p. 122, 258] et
par M. Pieri [Giorn. mat. (1) 26 (1388), p- 351/4]% Voir aussi H. & Zeuthen,
Lehrbuch?), n® 16.

67) (. Z, Giambelli [Mem. Accad. Torino (2) 52 (1903), p. 172, 176] se borne
a appliquer le principe 4 un seul cas oit sa légitimité peut se controler aisément.

68) Philos. Trans. London 153 (1863), p. 482; Papers 5, Cambridge 1892,
p- 177,

On trouvera une analyse critique des applications de la méthode fonetion-
nelle dans H. G. Zeuthen, Lehrbuch Y, 0 33 et 34. Voir aussi, dans le présent
article, u° 82, note 246.!

59) L. D. H. Picquet procéde d'une fagon analogue [Bull, Soc. math. France 1
(187%/3), p. 260); C. F. Geiser [Collectanen mathematica in memoriam Dominici
Chelini, réunis et publiés par L. Cremona et . Beltrami, Milan 1881, p. 294] aborde
aussi la méme question en commengant par déeomposer la courbe proposée en deux
autres courbes; abstraction faite d’une extension & des cas ou certaines expressions
numériques acquitrent des valeurs négatives, I'usage qu'il fait ainsi du principe
de continuité est légitime, Il évite, en effet, l'emploi du postulat de Cayley en
n'envisageant d’abord que des courbes dont chacune est Vintersection totale de
deux surfaces. L. Berzolar: {Rend. Circ. mat. Palermo 9 (1895), p. 186] a montré
que la détermination du nombre des sécantes quadruples d'une courbe ganche et
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Par cette voie, A. Cayley réussit aussi & déterminer le nombre
des séeantes quadruples, et plus tard®) celui des coniques satisfaisant
4 eing conditions de contact aveec une courbe donmée.

Le probléme des sécantes multiples d’une courbe gauche a été
généralisé ensuite par G. Castelnuovo®), auquel on doit la recherche
du nombre des espaces linéaires & » dimensions contenus dans un
méme espace 4 s dimensions, et coupant une courbe algébrique don-
née en 7+ 2 ou en 2r 4 2 points, suivant que s est égal 3 2r + 2
ow & 7 4 2. A cet effet il établit, lui aussi, en principe que le
nombre cherché ne dépend que de Vordre et du genre de la courbe.
Cest donc d'une hypothése analogue & celle qu'avait faite A. Cayley
pour un espace & trois dimensions que découle sa détermination,
fondée sur les résultats précédents, du nomdbre des groupes spéciaux
d'une courbe auxquels appartiennent des points donnés en nombre
suffisant.

De méme A. Tanturri®®) et A. Crepas, qui ont poursuivi les re-
cherches de G. Castelnuovo relatives i des espaces & » dimensions, re-
gardent la courbe considérée comme suffisamment définie par sonm
ordre et son genre; ce qui a permis & A. Tanturri de la remplacer par
un systeme de droites. Il emploie cette décomposition notamment
pour les courbes de genre O ou 1; les droites forment alors un po-
Iygone respectivement ouvert ou fermé®?).

celle du nombre des séeantes triples d’une courbe situce dans un espace & quatre
dimensions peut é&tre obtenue en modifiant un peu la méthode de C. F. Geiser.

60) Philos. Trans. London 138 (1868), p. 99; Papers 6, Cambridge 1893,
p. 216, Cf. n° 27, note 210.

61) Atti R. Accad. Lincei Rendic. (4) 5 TI (1889), p. 130; Rend. Cire, mat.
Palermo 3 (1889), p. 27.

Voir aussi F. Klein, Riemannsche Flichen 2 (cours autographié) Gittingue
1892, p. 110/5.

Pour une autre détermination des groupes spéciaux voir note 138.

62) A. Tanturri [Ann. mat. pura appl. (3) 4 (1900), p. 67; Atti Accad. Torino
35 (1899/1900), p. 427; 37 (1901/2), p. 322; 39 (1903/4), p. 483]; A. Crepas [Reale
Iet. Lombardo Rendic. (2) 35 (1902), p. 883].

Quelques unes des formules trés condensées de A. Tanturri sont obtenues
par induction. Dans le cas des courbes rationnelles, sa formule (qui convient aus
courbes en général) avait déjd été établie par induction par W. F. Meyer
[Apolaritit und rationale Kurven, Tubingue 1883, p. 363] en s'appuyant sur des
résultats obtonus pour la plupart par des procédés analytiques. . Severi [Atti
R. Accad. Lincei Rendic. (5) 9 1 (1900), p. 379] démontre la méme formule géné-
rale en appliquant le principe de correspondance [n° 17 et en donne une géné-
ralisation.

63) 3. Nither [Acta math. 8 (1886), p. 161/92] a démontré que si ¢ courbes
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Dans l'étude qu'il a faite des singularités d’'une courbe située dans
un espace i plusieurs dimensions, F.Severi*®) applique la méthode
fonctionnelle pour dénombrer les espaces ,plurisécants d'une courbe
(’est-d-dire les espaces qui la rencontrent plusieurs fois) dans un espace
& cing dimensions; c’est au moyen de la méme méthode que G. 2.
Giambelli®) » ensuite résolu le méme probleme pour un espace & un
nombre quelconque de dimensions.

Pour trouver le nombre de coniques qui rencontrent une courbe
gauche ou sont tangentes i cette courbe gauche en plusieurs points,
F. Severi envisage le cas ol cette courbe gauche se décompose en
droites®).

Dans le but d’éprouver la portée des démonstrations fondées sur
ce mode de démonstration et sur les autres hypotheses dont il vient
d’stre question, et par conséquent aussi la valeur des résultats acquis,
I'Académie royale des sciences du Danemark®) a mis au concours
en 1902 la question de reconnaitre si pour toute espece de courbes
gauches algébriques [voir n° 2 et en particulier la note 4] il existe
ou non des formes limites exclusivement composées de droites. Le
concours demeura sans résultat.
algébriques planes, respectivement d’ordres m,, ,, ..., %, et de genres p,, p,,
..., Dsy se coupent de fagon que V'ensemble de leurs points soit un ensemble con-
nexe, on peut envisager cet ensemble comme ume courbe (réductible) d’ordre

N BT s o
p=p, +p - Fp— -1+,

i étant le nombre des points d'intersection chacun compté une fois, chacun
compté avec son ordre de multiplicité.* Cf. note 159.

64) Memorie Accad. Torino (2) 51 (1902), p. 81. Il fait d'ailleurs usage du
principe de correspondance de Cayley-Brill sur une courbe. Cf. n° 17 note 140.

65) Memorie Accad. Torino (2) 59 (1909), p. 433. Dans ce mémoire, G. Z.
Giambelli suppose connus les résultats obtenus dans ses recherches sur les inter-
sections simples des espaces (cités note 203) et, comme alors, il fait usage du caleul
symbolique de H. Schubert. 1l se place aussi aux divers points de vue algébri-
ques dont il sera question au n” 33 (voir en particulier les notes 272 et 275).

66) Atti Accad. Torino 35 (1899/1900), p. T74; 36 (1900/1), p. T4.

L. Berzolari (Reale Ist. Lombardo Rendic. (2) 33 (1900), p. 664, 809] a
d'ailleurs donné en méme temps que F. Severi les mémes nombres; mais il ne
développe pas sa méthode qui repose sur une application du principe de per-
manence du nombre.

A. Crepas [Reale Ist. Lombardo Rendic. (2) 36 (1903), p. 255, 381] utilise
aussi la méthode fonctionnelle dans l'extension de ces recherches aux espaces & n
dimensions.

67) Overs. Selsk. Forhandl. Kobenhavn (Bull. Acad. Copenhague) 1801, p. (29)
et p. IL

n

et de genre
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On ne saurait done regarder comme générales les démonstrations
dont il vient d’stre question; leur portée dépend de celle des hypo-
theses quon y a faites.

Les postulats inhérents & la marche de la démonstration ont été
presque toujours peu approfondis par les auteurs dont on vient de
parler. E.Study®) ¢t G. Kokn®) ont d’ailleurs contesté la légitimité
méme du principe de conservation; ils reprochent surtout & H. Schubert
TPabsence de certaines limitations dans I'énoneé de ce principe™).

A coté du caractire algébrigue du probldme, la fagon de formuler
de H. Schubert devrait, d'aprés G.Kokn, exiger avant tout que les
figures dont on considire les eas spéciaux fussent de nature & constituer
un ensemble fermé, au sens de G. Camtor [17]; elle devrait ensuite
exclure lo cas ot les formes de cet emsemble satisfont chacune & une
des conditions d’un systéme de conditions bien définies parmi les-
quelles il y en a une ou plusieurs demandant trop, en sorte qu'elles
ne puissent étre satisfaites, en géneral, par aucune des formes, mais
queelles le soient seulement par certaines des formes dans des cas
particuliers.

En réponse & ces objections™), R. Sturm™) fait remarquer qu'en
tenant toujours bien compte des restrictions que H. Schubert fait
sur le nombre des paramétres on ne risque pas de se tromper en
cherchant les solutions dans les exemples proposés par E. Study et
G. Kohn.

F. Severi™) a formulé de la maniére suivante la restriction & faire
& cet égard dans I'énoncé général du principe de conservation:

68) E. Study, Geometrie der Dynamen, Leipzig 1903; Verhandl. des 3. inter-
nat. Math.-Kongresses Heidelberg 1904, publ. par A. Krazer, Leipzig 1906, p. 388;
Archiv Math. Phys. (3) 8 (1905), p. 271]. E. Study critique d’ailleurs non seule-
wment la fagon dont H. Schubert 8 formulé le principe, mais aussi le manque de
précision dans la plupart des applications; il souldve méme des doutes au sujet
de 1a 1égitimité de certains des résultats obtenus.

69) G. Kohn, Archiv Math. Phys. (3) 4 (1908), p. 312

20y D. Hilbert [C. R. du 2i¢me Congras intern. math. Parig 1900, publ. par
E. Duporcg, Paris 1902, p. 95; Nachr. Ges. Gott. 1900, math.-phys. p. 263; Archiv
Math. Phys, (3) 1 (1901), p. 213] demande aussi un fondement plus rigoureux
du principe de la conservation du nombre.

71) Nons verrons plus loin [n° 33, note 263], en suivant un autre ordre
d'idées, que A. Brill a également précisé les limites dans lesquelles le principe
de conservation du nombre peut &tre utile et que, avant F. Severi™), G. Z. Giam-
belli avait formulé ce principe d'une fagon géométrique [n° 38, note 276},

12) Archiv Math. Phys. (3) 12 (1907), p. 113.

73) Rend. Cire. mat. Palermo 33 (1912), p. 313,
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Supposons qu'une condition imposée & des figures I' se traduise
par une correspondance o entre les figures I" et certaines autres
figures I''; pour que le principe de lu conservation du nombre et le
caleal symbolique qui s’y rattache [n° 24] soient alors applicables
sans réserve il faut et il suffit que la correspondance @ soit irréduc-
tible ou qu'elle se décompose en une somme de plusieurs correspon-
dances irréductibles telles que

19) les éléments I' qui correspondent & un élément générique I
se distribuent en des variétés de la méme dimension;

2°) les variétés des I'" homologues i la variété de tous les I'
dans la méme correspondance aient elles aussi la méme dimension.

Cependant, d'aprés H. G- Zeuthen™), la possibilité d’appliquer en
toute rigueur la méhode de la conservation du nombre ne dépend pas
de la fagon plus ou moins condensée ou détaillée dont on formule le
principe du méme nom. Aucune fagon de formuler le principe ne peut
suffire tant qu'elle ne contient pas une indication précise, valable dans
tous les cas, des multiplicités auxquelles les nombres, résultant dans
les cas particuliers de la décomposition du nombre invariable, sont
affectés.

La détermination de ces multiplicités est un des problimes fonda-
mentaux qu'il faudrait avant tout résoudre en géométrie énumérative.
La question posée par Z. Study et (. Kok, relative aux solutions
qu'on peut accepter ou & celles quil faut rejeter, rentre comme cas
particulier dans le probleme fondamental en question: ce probleme
une fois résolu, le nombre des solutions qu'il faub rejeter est, en effet,
le nombre des solutions affectées de la multiplicité zéro.

La détermination des multiplicités peut étre obtenue en regardant
toujours les cas particuliers dont on fait usage pour parvenir i un
dénombrement plus général comme des cas-limites et en s'assurant
que chaque fois le passage & la limite est rigoureux, ce pour quoi il
suffit de se conformer entitrement aux régles prescrites au début de
ce n° 9,

Abstraction faite des recherches que nous veuons de mentionner,
recherches dans lesquelles on avait négligé de s'assurer que les cas
servant au dénombrement étaient effectivement des cas limites de tous

74) C. R. du Congrés des mathématiciens scandinaves Stockholm 1909, éd.
Leipzig 1910, p. 32. Voir surtout Lehrbuch "), chap. 1, ou se trouvent développés
les principes généraux qui sont & la base des méthodes énumératives, en parti-
culior. ceux dont dépend I'application rigoureuse de la méthode de la comser-
vation du nombre, avant de passer (chap.2) & nn exposé systématique des types
auxquels se rameénent ces applications.
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les cas plus généraux auxquels le résultat devait s'appliquer, on a en
fait toujours observé ces régles en appliquant le principe de J. V.
Poncelet et de H. Schubert™).

Les mémes précautions en passant & la limite sont d'ailleurs
dgalement nécessaires lorsqulen géométrie analytique on applique in-
versement les résultats obtenus dans le cas général i des cas parti-
culiers déterminés.

10. Probldmes & un nombre infini de solutioms. I peut ar-
river quun probléme, bien que comportant en général un nombre fini
déterminé » de solutions, donne, dans certains cas limites, plus de n
solutions: il en comporte alors nécessairement un nombre infini ).

On conclut de 13 par ex. que si mn + 1 points d’une courbe
d’ordre m sont situés sur une courbe ou surface d’ordre #, la courbe

75) Déja J. V. Poncelet insiste sur la nécessité d’envisager les cas spéciaux
comme des cas limites [voir par ex. Propriétés projectives ), (20 6d) 1, p. 407]; le
nom méme de ,principe de continuit¢* y fait évidemment allusion

Voir aussi la remarque de J. Ph. E. de Fauque de Jonquitres*l). Dés que
Ton regarde les cas spéciaux comme des cas limites et non comme des cas isolés,
la premidre des restrictions formulées par G. Kohn devient inutile, savoir que
les cas considérés constituent un ensemble fermé au sens de (. Cantor.

1l faut plutét remarquer qu'une méme figure peut étre la limite de deux
ensembles de figures distincts l'un de l’autre.

Cest surtout le désir de se conformer i cette fagon de voir qui a parfois
amené les géométres i domner des réponses différentes i une méme question
suivant le probleme ou elle se posait; ainsi, suivant les cas, ils comptaient ou
ne comptaient pas, parmi les sécantes doubles d’une courbe gauche, les droites
passant par un véritable point double de eette courbe [G. B. Guecia, Rend. Circ.
mat. Palermo 1 (1887), p. 27; L. Berzolari, id. 9 (1898), p. 190; A. Tanturri,
Ann. mat. pura appl. (3) 4 (1900), p. 97]. On doit regarder chacune de cea
droites comme une corde de la courbe gauche donnée lorsque cette courbe
gauche appartient & un ensemble de courbes de méme genre et que le point
double de la courbe donnée provient de ce que deux branches ne se coupant pas
pour chacuue des courbes voisines viennent, en se rapprochant continuellement,
a se couper pour la courbe donnée. On doit au contraire regarder chacune
des droites passant par le point double comme une sécante ordinaire lorsque le
point double entraine pour la courbe donnée un abaissement du genre des
courbes de l'ensemble en sorte qu'il survient dans I'ensemble des courbes comme
un fait entidrement nouveau propre i la courbe donnée; ce fail se présente par
exemple & l'occasion d’un contact éventuel entre deux surfaces passant par la
courbe. Le fait qu'une courbe plane du troisitme ordre ayant un point double
est cas limite soit des courbes planes générales du troisieme ordre, soit des
courbes gauches du troisiéme ordre appartient 3 la méme catégorie. Plusieurs
exemples de ce genre s¢ trouvent dans E. Study, Geometrie der Dynamen,
Leipzig 1903,

76) Abzihlende Geom.*%), p.13.
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tout entiere, ou quelqu’une de ses parties, devra se confondre avec 'autre
courbe, ou avec une partic de celle-ci, ou se trouver sur la surface.

(Vest en partant de ce principe que C. Maclaurin™) démontre qu'une
courbe irréductible du mitme degré a au plus ; (m—1)(m—2) points
doubles.

Cette forme de déduction a été considérée par J. V. Poncelet™),
qui l'emploie fréquemment, comme une application du principe de con-
tinuité. Elle joue un role fondamental dans l'exposition des théoremes
sur les groupés de points d'intersection en faisant disparaitre les in-
certitudes relatives a Iénumération™) des constantes [III 19] ainsi que
dans la recherche des droites et des autres courbes particulieres pou-
vant se trouver sur certaines surfaces.

On a étendu ces déductions- a d'autres figures de l'espace™).

(Vest par la méthode indiquée ici, cest-d-dire par de simples
¢numérations, que A. Hurwitz®') démontre les théorémes dits de ,fer-
meture®, ceux de J. V. Poncelet et d'autres encore [III17].

Lorsqu'on cherche & déterminer, par exemple, un polygone de =
c6tés inserit dans une conique donnée, et circonscrit & une autre co-
nique donnée, la coincidence du premier sommet avec le (n - 1)¥me
peut se ramener 4 une équation biguadratique. Si un polygone rem-
plit les conditions du probleme, ses % sommets donnent autant de
racines doubles de cette quation, laquelle par conséquent doit &tre
satisfaite identiquement. Le probleme aura donc une infinité de so-
lutions quand il en aura une. Aux quatre racines de l'équation ne
correspondent pas, en général, des solutions proprement dites.

77) (feometria organica'®), p.137.

78) J. V. Poncelet en fait usage par exemplo pour établir que la courbe de
contact entre demx quadriques est plane; il montre, i cet effet [Propriétés pro-
jectives®), (2° éd.) 1, p. 374] que le plan qui contient trois points de cette courbe
coupe les .deux quadriques suivant deux coniques ayant six points communs. J.
V. Poncelet [id. (2° 6d.) 1, p. 847] s'en sert aussi pour démontrer ses théordmes
dit ,de fermeture* qu'on va rappeler & I'instant (note 81).

79) Ce point de vue numérico-géométrique a été signalé par H. G. Zeuthen
(Math. Anu. 31 (1888), p. 235].

80) Par exemple, en déterminant le nombre des faisceaux de droites dont
cingq rayons appartenant & un méme complexe algébrique rencontrent cing droites
arbitraires données, on trouve en méme temps pour un complexe du quatridme
degré le mombre des faisceaux de droites qui y sont entidrement contenus
[H. Schubert, Math. Ann. 12 (1877), p. 220] (cf. note 191).

81) Math. Aun. 15 (1879), p. 8.

Les co! tétraddres qui sont & la fois inscrits dans une cubique gauche et
circonserits i une autre cubigue gauche ont été étudide systématiquement par
W. F. Meyer [Apolaritat®)].

11. Problémes dont le nombre de solutions est nul. 283

1l en est de méme pour ce qui concerne les autres théoremes de
J. V. Poncelet?), ainsi que les polygones de .J. Steiner et les polygones,
d'au moins six cotés, de (7. Kohn, qui sont i la fois inscrits dans une
cubique gauche et circonscrits & une autre®®).

Clest & une question analogue que se rapportent les co* tétragdres
de A. Hurwitz dont les sommets appartiennent & une cubique gauche,
tandis que les faces sont circonserites i une autre, et certains oc? poly-
gones 6tudiés par M. Gardiner et H. G. Zewthen™) ayant leurs
sommets sur une quadrique domnée, et dont les cotés passent par
des points fixes ou appartiennent % certaines congruences de droites.

De nouvelles extensions de ces problemes de fermeture & l'espace
ont été faites ensuite par (7. Humbert et (V. Fontend®).

H. G. Zeuthen considere aussi comme autant d'applications du
principe de permanence, dans le sens qui a 6té indiqué, les raisonne-
ments habituels grice auxquels, de ee qu'une proposition exprimable au
moyen d’une équation .algébrique est vérifie quand certaines parties
de la figure sont réelles, on déduit sa validité en général®).

11. Problémes dont le nombre de solutions est nul. Des ré-
sultats non moins importants nous donnent les énumérations par les-
quelles on constate que tel ou tel probleme n'a pas de solution en
général. Si le dénombrement porte, par exemple, sur les points d'inter-

82) On ne peut toutefois pas y ramener, sans quelque détour, le cas que
J. V. Poncelet [Propriétés projectives®), (2° éd)) 1, p. 315] avait sussi envisagé, ol
Pune des coniques du premier probléeme est remplacée par [plusieurs coniques
appartenant 4 un méme faiscean ponctuel ou tangentiel et ou la seconde conique
appartient au méme faisceau, Cest pour cette raison que K. Rohn [Ber. Ges. Lpz.
60 (1908), math, p. 94] et C. Juel [Festskrift til H. G. Zeuthen, Kobenhavn 1909,
p. 88] appliquent & la solution de ce probléme particulier d’autres méthodes.
Dans H, G. Zeuthen [Lehrbuch'), n°* 46 et 140] au contraire, ce cas particulier
sert d’exemple pour montrer comment on peut appliquer la méthode du texte
a des cas od un probléme se décompose en plusieurs dont un seul admet une
infinité de solutions.

A propos des autres théorémes de J. V. Poncelet, voir R. Sturm, Die Lehre
von den geometrischen Verwandtschaften 1, Leipzig et Berlin 1908, p. 288,

83) Sitagsb. Akad. Wien 106 II* (1897), p. 481.

84) M. Gardiner, Quart. J. pure appl. math. 7 (1866), p. 284; I. G. Zeuthen,
Math. Ann, 18 (1881), p. 33; 26 (1886}, p. 268.

Voir aussi C. Juel, Nyt Tidsskrift mat. Kibenhavn (Copenhague), Afd. B,1
(1890), p. 11

85) Bull. Soc. math. France 32 (1804), p. 135, 284.

86) H. G. Zeuthen, Om Flader af fjerde Orden med Dobbeltkeglesnit, Uni-
versil krift, Copenhague 1879, p. 5; Ann. mab. pura appl. (2) 14 (1886/7),
p. 33; Lehrbuch '), n° 47.
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section d'une enveloppe de courbes planes, ou de surfaces, ou encore
de laréte de rebroussement d'une enveloppe de surfaces, avec une
courbe ou une surface, il nous indique que les courbes ou surfaces
enveloppées passent nécessairement par des points fixes ou des lignes
fixes®7),

Plus généralement, on peut raisonner comme il suit: si dans une
équation algébrigue %)

flz, v) =0,

il arrive qu'il n’existe aucune valeur de 2 pour laguelle y puisse prendre
quelque valeur que ce soit assignée & avance, il faut que ¥ soit indé-
pendant de . Et comme alors la valeur constante de y peut toujours
étre obtenue en envisageant un cas particulier, toute proposition qui
gexprime par une équation algébrique pourra se démontrer a laide
d’une énumération ayant zéro pour résultat,

Clest de cette méthode que E. B. Holst*) a fait, le premier, un
usage systématique dans la recherche de nombreuses propositions mé-
triques. [t (. Zewlhen™) en a fait ressortir l'utilité pour la démons-
tration des théorémes relatifs & linvariabilité de certains rapports
anharmoniques; il suffit pour cela de prouver que deux quelconques
des quatre éléments ne peuvent se confondre sans entrainer avec eux
un troisitme élément au moins.

87) Par exemple, du fait que l'arite de rebroussement de Tenveloppe &
des plans dont chacun coupe suivant deux conmiques une méme surface de qua-
tritme ordre 4 conique double ne rencontre pas le plan de cette eonique, on
déduit que I'enveloppe F est constituée par des cones [H. G. Zeuthen, Om
Flader®), p. 22; Ann. mat. pura appl. (2) 14 (1886/7), p. 470,

88) En modifiant un pew ce procédé on peut l'appliquer a certaines équa-~
tions tr dantes; la dification nés ire résultera alors du théortme de
F. Picard [I18, 29].

89) Bull. Soc. math, France 8 (1879/80), p. 52; et surtout: Diss. Christiania
1882; Forhandlinger Videnskabs-Selskabet Christiania 1882, éd. 1883, mém.
n° 11; Archiv for Math. og Naturvidenskab (Christiania) 7 (1882), p. 240 (en
allemand).

On peut citer par ex. le théortme suivant:

D'un point P menons une transversale d 4 une courbe algébrique plane
donnée; supposons quelle la rencontre en n points @, @,, ..., ¢, et désignons
Par d, dy, ..., @, les n asymptotes de la courbe. Le produit

PQ,-PQ, ... PQ, sin(d, a)-sin(d, a,) ... sin(d, a,)
est indépendant de la direction de la transversale d que l'on envisage; il ne
g'annule pas, en effet, quelle que soit cette transversale [LL19].

90) Nyt Tidsskrift mat. Kobenhavn (Copenbague) Afd. B, 10 (1899), p. 49.
H. G. Zeuthen [Math, Ann. 26 (1886), p. 247 avait déji, fait d’autres applications
de cette méme remarque, Voir aussi Lehrbuch b, n° 51 & 53.

12, Genese du principe de correspondance. 285

Le principe de correspondance.

12. Genése du principe de correspondance. .J. Steiner et M.
Chasles, aprés avoir pris Pun et l'autre pour base de la théorie des
coniques la construction de ces courbes au moyen de deux faisceaux
projectifs, firent de méme usage de la génération analogue et parti-
culitrement féconde d'une courbe d’ordre m + » au moyen de deux
faisceaux l'un d'ordre m Uautre d’ordre » en correspondance univoque
[1IT 197,

En 1848, J. Steiner®') mit ce mode de génération en toute premidre
ligne dans ses recherches sur les courbes algébriques. Grice & ce
principe remarquable, il a pu souvent anticiper l'usage du principe
de correspondance; et les applications quil en fait, jointes aux nom-
breuses propositions données sans démonstration, témoignent de l'in-
térét qu'il a pris aux rapports intimes de l'algebre et du dénombre-
ment qui se sont manifestés plus tard dans le principe de correspon-
dance.

En 1853, M. Chasles®) applique le méme mode de génération
aux courbes du troisitme et du quatritme degré et, dans le cas du
troisitme degré, il détermine l'ordre de la courbe en remarquant que
ses points d'infersection avec une droite arbitraire sont autant de
points doubles dans ume correspondance (1, 2) entre les points de la
droite. Leur nombre est fourni par le degré d’une équation que l'on
obtient en égalant les abscisses des points correspondants, qui sont
liées par uue équation de degrés respectifs 1 et 2 par rapport & ces
variables.

Iei la correspondance (1,2) repose sur les deux concepts géo-
métriques d’homographie et d’involution. Mais des 1855, M. Chasles
affirme, en général, que sur une droite, toute correspondance (1, 1)
de points (susceptible de représentation algébrique) est une homo-
graphie et que les couples de points correspondant 4 un méme poing
dans une correspondance (1, 2) forment une involution %),

Parmi les faits qui ont préparé la découverte du principe de
correspondance, généralisant les idées précédentes, mais offrant un

91) J. reine angew. Math. 47 (1854), p. 2; Werke 2, Berlin 1882, p. 496.
La génération analogue des surfaces est invoquée par J. Steiner & 'égard des
surfaces cubiques [ITI 24].

92) C. R. Acad. sc. Paris 36 (1858), p. 943; 37 (1858), p. 272.

93) Id. 41 (1856), p. 1097. Ce théoreme y est déja appelé . principe de
correspondance:,
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caractere plus complet, il faut rappeler la représentation donnée par
M. Chasles®), au moyen d'une équation de degrés p ef g entre deux
variables, d'une courbe située sur un hyperboloide et rencontrant cha-
cune des génératrices de I'un et de l'autre systéme respectivement en
p et en ¢ points. Il faut aussi citer la théorie, due a J. Ph. E. de
Fauque de Jonquicres™), des involutions dordre guelconque sur une
droite, bien qu'il y caleule encore, provisoirement du moins, le nombre
des points doubles au moyen de la détermimation algébrique du dis-

criminant.

13. Le principe de correspondance et ses premiéres appli-
cations. Dans toute correspondance (, §) entre les points d'une
droite, susceptible de représentation algébrique, cest-i-dire telle qu'a
chaque point z correspondent § points homologues y, et & chaque
point y, e points homologues =, il ¥ a toujours (e + B) points od un
# b un ¥ qui se correspondent sont confondus o).

Deux applications tout a fait générales de ce principe ont été
faites par J. Ph. E. de Fauque de Jonquitres) dans un mémoire sur
lequel nous reviendrons au n° 20. Le principe, il est vrai, n’y est pag
encore explicitement énoncé; mais la validité du raisonnement, pour
tous les cas o il peut dtre effectivement employé, en ressort avec
une telle évidence que L. Cremona®®) a pu se servir du méme pro-
cédé, sans reproduire chaque fois les raisonnements qui le justifient.
Néanmoins, M. Chasles qui venait d’attribuer & un usage erroné du
principe en question certains résultats inexacts obtenus par J. Ph. E.
de Fauque de Jonquicres ne se décidait point & Vaccepter. Il trouvait
surtout inadmissible l'argumentation d’aprés laquelle toute équation

94) C. R. Acad. sc. Paris 53 (1861), p. 985. En particulier, la déduction du
nombre (p + g) des points d'interscction avec un plan arbitraire [id. p. 990] ne
differe que trés peu, su fond, de la démonstration générale du principe de cor-
respondance.

95) Ann. mat. pura appl. (1) 2 (1869), p. 86.

Une pénétration réciproque, d'un caractére semblable entre l'algébre et

rtad é £ plus plig! que celles dont nous parlons ici, se
trouve sussi, i cdté d'applications directes du principe de correspondance, dans les
travaux du méme anteur dont il sera question aux n°* 18 et 20 (notes 97 et 170).

Les recherches sur les involutions d’ordre guelconque ont été poursuivies
ot appliquées par L. Cremona [Curve piane ), p. 16]. Voir auesi n° 16. 1}

96) Ces notati seront ployées dans ce qui suit.

97) J. math. pures appl. (2) 6 (1861), p. 117, 119. Voir aussi C. Segre,
Bibl. math. (2) 6 (1892), p. 33.

98) L. Cremona, Curve piane’®), p. 84, 66, 76, ete..

18. Le principe de correspondance et ses premieres applications. 287

de degré « en x et § en y devait rester de degré « 4 8 pour y = x5
en effet, dans certains cas le degré s'abaisse effectivement®). Lorsque
M. Chasles se décida enfin a énoncer & son tour le principe de cor-
respondance, qu'il avait développé de son coté, en l'utilisant pour en
déduire de nombreux résultats publiés en 1864 [n° 217, il y joignit!®)
la condition qu'un point z & l'infini ait toujours pour correspondants
B points situés a distance finie; et dans les applications qu'il en fit
successivement, il n'omit jamais de yassurer que les choses se pas-
saient réellement ainsi. Cette restriction était tout & fait superflue
dans les recherches de caractére projectif faites par J. Ph. E. de
Faugque de Jonquiéres.

Une foule de problemes résolus par M. Chasles au moyen du
principe de correspondance, et qui constituérent une longue série de
communications, mirent en pleine lumitre la fécondité de ce principe
et la facilité de son emploii®). Il s'en servit d’abord pour développer
sa théorie, entitrement nouvelle a cette époque, des systémes formés
par des coniques ou d’autres courbes ou surfaces [n°® 21 et 22]. Le
plus souvent il se contente il est vrai de donner les résultats; mais,
comme il déclare lui-méme!®?) avoir partout employé le principe de
correspondance, cette certitude, jointe & 'enchainement des propositions,
suffit presque toujours pour rétablir la démonstration, trés simple
d’ailleurs, de chaque théoréme nouveau'®). Plus tard, il montra par

99) La preuve que les scrupules de M. Chasles se sont manifestés précisé-
ment sur ce point, résulte de renseignements contenus dans une lettre de L. Cre-
mona adressée i J. Ph. E. de Fauque de Jonquitres le 29 janvier 1864; L. Cre-
mona écarte la difficulté par la considération des racines infinies de I'équation
que l'on obtient en faisant y — z [ef. Documents relatifs & une question de
priorité (lithographiés), Paris 4 février 1867, p. 14]. Le méme doute fut soulevé
postérienrement, par M. Chasles [Rapport sur les progrés de la géométrie, Paris
1870, p. 329).

100) Cela ressort de sa démonstration méme {C. R. Acad. sc. Paris 568 (1864),
. 1176

101) C. R. Acad. sc. Paris: du tome 58 (1864) au tome 85 (1877) et aussi, en
partie, Nouv. Ann. math., 2° série [cf. I[T19].

102) C. R. Acad. sc. Paris 58 (1864), p. 1167.

103) 1l est donc inexact d’affirmer, comme on 1'a fait souvent, que M. Chasles
n'ait donné que des énoncés de théorémes sans aucune démonstration. En parti-
culier, les renseignements contenus dans sa note [C. R. Acad. Paris 58 (1864),
p. 308] et sa démonstration compléte du théoréme relatif anx sections coniques
[id. 59 (1864), p. 210] renferment des éléments suffisants pour reconstruire dans
son intégrité la démonstration du théoréme fondamental: dans tout systéme
(1, %) de courbes il ¥ en a toujours (ny - m») qui sont tangentes & une courbe
donnée d'ordre m et de classe n [n° 22, note 181]).
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Tapplication du méme principe & des classes de problemes extréme-
ment variés, comment ce principe pouvait remplacer les longues éli-
minations de la géométrie analytique, tant qu’il n’y a pas lieu d’effec-
tuer des calculs spéeiaux. Clest d'ailleurs aussi ce qui résulte de la
possibilité d'en déduire le théoréme de Bézout1®).

14, Recherche du nombre des solutions confondues; nouvelles
applications. Dés qu'on étend le domaine des applications du principe
de correspondance, il arrive bien souvent que la somme « + g com-
prend, outre le nombre cherché, les nombres des solutions d’autres
problémes dépendant des mémes conditions. Lorsquil en est ainsi, il
faudra rechercher & part ces derniers nombres, ou bien se procurer,
par des applications multiples du méme prineipe, autant d’équations
quil en faut pour déterminer & la fois toutes les inconnues. Dans ces
équations, chacun des nombres cherchés ou déterminés d'avance sera
affecté d’un coefficient exprimant combien des « + § coincidences qu'im-
plique le principe se réuniront pour donner lieu & une quelconque des
solutions indiquées par le nombre en question. Souvent on peut éviter
de déterminer directement ces coefficients, en ayant recours a Partifice
suivant dont H. (7. Zeuthen et H. Schubert ont donné beaucoup d'appli-
cations dans leurs recherches sur les systemes de courbes, mentionndes
aux n” 27 a 29,

On établit d'abord, par le principe de correspondance, un nombre
surabondant d’équations; on en déduit des identités, et ces identités
permettent de trouver les coefficients indéterminés du probleme. On
peut aussi utiliser & cet effet les cas particuliers déji connus.

La détermination directe des coefficients s'obtient par la regle
suivante, due & H. G. Zeuthen'™):

«Le nombre des coincidences absorbées par un point d est égal
a la somme des ordres infinitésimaux de tous les segments infiniment
petits 2y limités d'une part au point 2, dont la distance & d est in-
finiment petite du premier ordre, et d’autre part aux points homo-
logues y.»

104) C, R. Acad. sc. Paris 75 (1879), p, 766; 76 (1873), p. 126.

105) Bull. sc. math. (1) 5 (1873), p. 186. Antérieurement & cotte régle qui
se rattache aux rdgles de (7. H. Halphen [no 2 et 8], II. &. Zeuthen [Nouv. Ann.
math. (2) 6 (1867), p. 200/6] avait déterminé d'une autre fagon la méme multi-
plicité en l'utilisant aussi pour une déduction des formules de Phiicker. La d¢-
monstration que 0. Zimmermann |J. reine angew. Math. 128 (1901), p. 1, 175)
a donnée plus tard de ces mémes formules revient i ls méme application du
principe de correspondance. Au sujet du principe et de ses applications, voir
H. G. Zeuthen, Lehrbuch ), o 98 a 115.
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On doit aussi & H. G. Zeuthen plusieurs applications combinées
du principe de correspondance aux singularités des courbes gauches
algébriques %), ainsi qu'aux propriétés générales des systémes de courbes
planes™) et aux relations entre les singularités des surfaces algé-
briques™®), Qutre les applications diverses, dues & G. Darbouz ™),
G. Fouret'™), R. Sturm!) et & d'autres, nous indiquerons ici deux
applieations, qu’a faites H. Schubert, bien que, le plus souvent, il donne
au principe la forme particulitre dont il sera question au n° 23: clest
d’abord la détermination des tangentes multiples d’une surface générale
du mime ordre!!®); c'est ensuite celle des singularités ordinaires d'un
complexe de droites!!®).

La premitre de ces recherches a été ensuite étendue par H, Krey''*)
aux surfaces doudes de certaines particularités ponctuelles, et par
H. Schubert''®) lui-méme aux hypersurfaces. I, Krey'%) utilise aussi le

106) Notamment aux singularités touchant les sécantes multiples et les
triangles formés par celles-¢i [Ann. mat. pura appl. (2) 3 (1869/70), p. 175]. On a
aussi appliqué & 1'étude des mémes questions le théoréme de correspondance 1)
de Cayley-Brill et la généralisation du théortme n® 18 du genre [B. G. Zeuthen,
Lehrbuch ¥), n°s 84 a4 86 et n™ 138 & 140].

Pour les courbes rationnelles, voir note 127.

107) K. Danske Videnskab. Selsk, (Naturv. math. Afhandl) (5) 10 (1872/3),
P 287 [cf n° 29 note 221). Voir aussi IIl 19. Abrégé: Bull. sc. math. (1) 7
(1874), p. 97.

Afin de faciliter la détermination des coefficients, les courbes infiniment
voisines d'une courbe affectée de quelque singularité remarquable sont étudides
avec soin dans ce mémoire [ef. W. Bowicmann, Math. Ann. 49 (1897), p. 24]. Les
Tésultats ainsi obtenus pourraient aussi étre utilisés dans les applications du
principe de la conservation du nombre. Il en est d’ailleurs de méme des résultats
obtenus dans le mémoire cité note 108.

108) Math. Ann. 10 (1876), p. 446. R. Sturm [J. reine angew. Math, 72 (1870),
p- 850) avait déja appliqué le principe de correspondance 2 de telles relations,
mais cependant dans une mesure plus restreinte.

109) 11 s'agit d’applicati a la dé ion du lieu des centres de cour-
bure d'une surface [C. R. Acad. sc. Paris 70 (1870), p. 1328].

110} Par ex. la détermination du nombre des points d’intersection d’une
courbe et d'une surface [Bull. Soc. math. France 1 (1872/3), p. 122, 268].

111) R. Sturm, dans les ouvrages cités notes 52 et 108.

112) Math. Ann. 11 (1877), p. 847; Abzihlende Geom. "), p. 232. J.de Vries
[K. Akad. Wetensch. Amsterdam, Verslagen natuurk. Afdeeling 13 (1904/5), p. 763]
étudie le méme probléme ainsi que des problémes analogues [id. 14 (1905), p. 50]
concernant un faisceau de surfaces.

113) Math, Ann. 12 (1877), p. 202; Abzihlende Geom.*), p. 262.

114) Math. Ann, 16 (1879), p. 211.

115) Id. 26 (1886), p. 52.

116) Id. 19 (1882), p. 497.
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principe de correspondance pour dénombrer les solulions d’équations
algébriques douées de certaines particularités.

15. Méthodes connexes aux précédentes. La méme représen-
tation algébrique des faits de géométrie énumérative sur laquelle est
fondé le prineipe de correspondance a fourni d’autres méthodes qui
se rattachent & ce principe.

L. Saltel*'") envisage un principe de correspondance pour » points
d'une droite liés par une équation algébrique: la somme des degrés par
rapport aux abscisses de ces points donne le nombre de fois ol les
points coincident. La théorie générale des involutions d'ordre supérienr
entre les points d'une droite [n°®12] et des systemes symétriques de
points appartient & ce méme objet. Cette théorie, surtout sous la forme
géométrique que lui donne Em. Weyr''®) au moyen de la représen-
tation par des points de coniques ou de certaines autres courbes con-
venablement choisies, et bien quelle s'éloigne de la source algébrique
du principe de correspondance 4 cause méme de sa représentation
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«Si, dans un plan, & chaque point & correspondent § points y e,
& chaque point y, « points x, et si, en outre, y est le degré de la
courbe engendrée par les points y qui correspondent anx points
d'une méme droite, la somme « - B+ y est égale au nombre des
coincidences isolées augmenté de l'ordre de la courbe lieu de tous
les autres points doubles et de la classe de l'enveloppe des droites
joignant les points de cette courbe avec leurs correspondants infini-
ments voisins» 1),

Puis H G. Zeuthen lui-méme ct, d'une fagon plus complete,
H. Schubert'®?) ont étendu ce théoréme & l'espace ordinaire. Dans le
systeme de H. Schubert, il revét dailleurs une autre forme [n° 25],
qui est susceptible dextension aux espaces supérieurs [n° 26).

Cest ce qui a 666 fait par H. Schubert lui-méme et, sous différentes
formes, par E. Caporali*™®) et par M. Pierii®). Clest & M. Pieri'**) que I'on

it comme U'a fait par ex. R. Baldus [Math, Ann. 72 (1912), p. 1]

géométrique, parait trés appropriée aux dénombrements géométriques
[voir TIL19 et I1[28].

16, Correspondsnce dans le plan et dans l'espace & trois ou
plus de trois dimensions. Un principe de correspondance pour le plan,
limité au seul cas ol toutes les coincidences ont lieu en des points
isolés, avait été proposé par G. Salmon!'®); il fut complété par H. G.
Zeuthen®) qui I'a exprimé sous la forme suivante:

117) 11 emploie par ex. ce principe pour déterminer 'enveloppe d'un systéme
co? de surfaces [These, Nancy 1877, éd. La Rochelle 1877). Voir aussi toute une
périe de communications & ce sujet [C. B. Acad. sc. Paris 80 (1875), p. 1064,
1285, 1324; 81 (1875), p. 884, 1047; 82 (I876), p. 63, 324; 83 (1876), p. 629, 608,
894; Mém. couronnés et autres mém. Acad. Belgique in-8° 24 (1875), mém.
n° 5, p. 5/88 [1874]]; Bull. Acad. Belgique (2) 40 (1875), p. 22/6, 27/33; (2) 41 (1876),
p.595, T34; (2) 42 (1876), . 300, 586, 617, B28; (2) 48 (1877), p. 24, 266, 460; (2) 46
(1878), p.102; (2) 47 (1879), p. 184; (2) 48 (1879), p. 632.

118) Em. Weyr [Beitrage zur Kurvenlehre, Vienne 1880] & donné lui-méme
un aper¢u du contenu essentiel de ses travaux dispersés dans plusieurs revues.
Au sujet des applications énumératives d'involutions d’ordre supérieur, cf. R. Sturm
[Geom. Verwandtschaften ®®) 1, p. 266/304] et pour les involutions de rang supérieur
[id. 1, p. 387/48],

119) A treatise on the analytical geometry of three dimensions, (2° éd.)
Dublin 1865, p. 611,

120) C.R. Acad. sc. Paris 78 (1874), p. 1653. H. G. Zeuthen en déduit une nou-
velle démonstration du théortwe de G. H. Halphen [C. R. Acad. sc. Paris 74 (1872),
p. 41] concernant le nombre «a’+- Bf’ de droites communes & deux congruences
dont les ordres sont « et «, les classes § et §°. D'autres applications se rattachent
3 des transformations de Cremons et i des transformations plurivoques du plan.
Ces derniéres peuvent d'ailleurs étre directement utilisées pour obtenir certaines

1l en est de méme pour le principe de correspondance daus l'espace. Voir 4 ce
sujet R.Sturm [Geom. Verwandtschaften°®)4, p.1 et suiv.] ainsi que les articles 1127
et 1T 28.

121) A. Brill [Math. Ann. 8 (1875), p. 534] utilise cette formule, ainsi que
le principe de correspondance ordinaire, pour démontrer les théorémes de contact
de M. Chasles ot de J. Ph. E. de Fauque de Jonguiéres du n° 22 (notes 181 et 188).

Ces théorsmes, ainsi que d'sutres ayant une portée plus veste, dus &
G. Fouret [C. R. Acad. sc. Paris 80 (1876), p. 808] et & H. Schubert [Math.
Ann. 10 (1876), p. 109], rentrent dans le probleme général suivant: Etant donnés
dans un espace linéaire & n dimensions deux systdmes 0o’ et 0¥ de variétés &
n— 1 dimensions, quel est l'ordre du lieu (& ¢ ¢ —1 dimensions) des points
de contact entre varietés des deux systémes? La solution que M. Pieri [Giorn.
mat. (1) 30 (1892), p. 131] en & donnée est une généralisation de celle que A. Brill
avait donnée pour deux ou trois dimensions, en tant qu'elle utilise un théordme

latif sur les correspond: de oon—t couples de points homologues qui
découle par projection du principe de M. Pieri cité dans la note 124; toutefois
1a démonstration de M. Pieri ne repose pas directement sur ce principe mais sur
les formules de coincidence de H. Schubert [n° 25].

Le principe de correspondance dans le plan a été ensuite appliqué par
H. G. Zeuthen [Math. Ann. 18 (1881), p. 33] qui le modifie de fagon 4 obtenir
une formule de correspondance sur une quadrique [voir & ce sujet H. G. Zeuthen,
Lebrbuch ), n°* 142 i 160], par M. Piers [Atti R. Acead. Lincei Rendic. (4) 21
(1885/6), p. 327; (4) 2 II (1885/6), p. 40], par A. Del Re [Rend. Circ. mat. Pa~
lermo 1 (1887), p. 272] et par R.Sturm [Geom. Verwandtschaften 1) 4, p. 180/51]
& la gé tion de configurati llinéai ou latives.

192) Math. Ann. 10 (1876), p. 57

128) Memorie di geometria, Naples 1888, p. 331.

124) Atti R. Accad. Lincei Rendic. (4) 31 (1886/7), p. 196; Rend. Circ. mat.
Palermo 5 (1891), p. 262; 11 (1897), p. 68.

125) Atti Accad. Torino 25 (1889/80), p. 865.
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doit la recherche du nombre des ecoincidences entre les droites cor-
respondantes d'un espace & plusieurs dimensions, lorsque ce nombre
est fini.

F. Severi'*€) est allé plus loin encore, en donnant le nombre, supposé
fini, des coincidences entre deux espaces & & dimensions de n'importe
quelle forme fondamentale de I Schubert.

17. Correspondance entre les points d’une courbe ou d'une
surface [II10]. Le principe de correspondance fut appliqué das le
début aux faisceaux de droites et de plans, et par li aussi bientét
aux points d'une courbe du m*=* ordre ayant un point multiple
d’ordre m -~ 1: et, comme les propriétés fondamentales des courbes
unicursales venaient d’etre connues [1I10; 1I121], on pouvait étendre
le principe immédiatement aux points d’une telle courbe. (Yest ce que
fit M. Chasles™™) en 1866. Aussitot aprés A. Cayley'™) était ameng,
par <une induction qui lui parut suffisante> & un principe de corres-
pondance valable pour toute courbe algébrique: «Le nombre des coin-
cidences qui ont lieu dans une correspondance («, ) entre les points
d’une courbe de genre p est égal a la somme

@) «+ B+ 2yp,
pourvu que les 8 points y, correspondant i un méme point z de la
courbe, soient déterminés comme intersections de cette courbe avec

une autre courbe coupant la premiére, non seulement en ces points y,
mais encore en y points confondus avec z et en des points fixes.»

+Un principe analogue, formulé sans aucune hypothdse restrictive avait ét6
donné auparavant par I Schubert [Abzihlende Geom.*7), p. 61] an sujet de la
correspondance entre les co* droites de 'espace ordinaire.*

Voir aussi RE. Sturm [Liniengeom.®%) 1, p. 44] et F. Kliem [Diss. Breslau
1909, éd. Borna et Leipzig 1909).

126) Atti R. Accad. Lincei Rendic. (5) 91 (1900), p. 321. Il utilise plus tard
cette méme formule dans son mémoire cité note 270.

127) C. R. Acad. se. Paris 62 (1866), p. 579. On a signalé au n° 7 Tappli-
cation ultérieure faite en 1866 par J. Ph. F. de Faugue de Jonquiéres [cf. note 40]
de résultats qu'il avait obtenus par le méme procédé. En y joignant des déve-

P ts algébriques particuliers, W. F. Meyer [Math. Ann. 38 (1891), p. 369;
Monatsh. Math. Phys. 4 (1893), p. 229, 331] a, dans ses recherches concernant les
relations entre certaines singularités des courbes planes ou ganches, utilisé le
principe ainsi généralisé.

128) C. R. Acad. sc. Paris 62 (1866), p. 586; Papers b, Cambridge 1892,
. 542; Proc. Lond. math. Soc. (1) 1 (1885/6), p. 28; Papers 6, Cambridge 1893,
p. 886. Il semble qu'a cette époque A. Cayley ne connaissait pas encore la com-
munication faite par M. Chasles %),
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De la résulte que le nombre y ne saurait tre modifié par 'échange
des points z et y.

11 arrive souvent dane les applications?®) que la courbe auxiliaive
a plusieurs sortes de points d’intersection variables avec la courbe
donnée; de sorte qu'un certain nombre n d'entre eus coincident avec
des points ¥ homologues de z suivant une correspondance («, B) possé-
dant ¢ points doubles, tandis quun nombre #' d’entre eux coincident
avec des points y homologues de « suivant une eorrespondance (¢, 8")
possédant ¢" points doubles, et ainsi de suite. Dans ce cas la formuls
prend la forme suivante:

@) ne—a—P)+u( — )t = 2pp.

La formule (1) de correspondance de 4. Cayley a été démontrée
par A. Brill. En étudiant’™) la résolution algébrique des problemes de
contact indiqués plus haut et dont J. Ph. E. de Faugue de Jonguiéres
et A. Cayley avaient trouvé le nombre de solutions, il fut amené &
déterminer, en général,. les couples de points d'une courbe dont les
coordonnées vérifient 3 la fois deux équations algébriques’!); et a
traiter d’autres questions qui 8y rattachent, comme la recherche analogue
pour des groupes de trois ou quatre points. Il aboutit ainsi non seule-
ment & une démonstration purement algéhrique'®?) mais encore%) i une
démonstration géométrique du théordme proposé par A. Cayley; dans
cette dernidre démonstration, on envisage aussi d’une maniére complete
Pinfluence des points singuliers. Pour engendrer les points homologues
sur la courbe, 4. Brill fait les mémes hypotheses que A. Cayley; d'apres
ces hypotheses le nombre y, que 4. Brill a appelé valence {Wertigkeit)
de la correspondance, ne pouvait étre que positif ou nul.

La recherche de toutes les correspondances algébriques possibles
entre deux points d’une courbe a été faite par 4. Hurwitz**) au moyen

129) A. Cayley [Philos. Trans. London 158 (1868), p. 145; Papers 8, Cam-
bridge 1893, p. 263] applique son théoréme & la recherche de courbes ayant
plusieurs contacts avec une courbe donnée et [Philos. Trans. London 161 (1871),
. 369; Papers 8, Cambridge 1895, p. 212] a la recherche de triangles & la fois
inscrits et circonserits & des courbes données,

180) Math. Ann. 8 (1871), p. 459; 4 (1871), p. 527. On trouvera plus de
détails sur les recherches dont il va dtre question, dans A. Brill et M. Nther,
Die Entwicklung der Theorie der algebraischen Funktionen in dlterer und neuerer
Zeit [Jahresb. deutsch. Math-Ver, 3 (18923), 6d. 1894, p. 530/65).

131) Math. Ann. 4 (1871), p. 510.

132) Id. 6 (1878), p. 33.

183) Id. 7 (1874), p. 607.

134) Ber. Ges. Lpz. 37 (1885), math. p. 10; Math. Ann. 98 (1887), p.561. Ila



294 H. G. Zeuthen. 1l 4. Géométrie énumérative. M. Pieri.

des intégrales abéliennes. Il trouva que la formule (1) de Cayley-Brill
est applicable a toutes les correspondances dont l'existence n’est pas
bornée & des courbes algébriques caractérisées par des valeurs particu-
litres des modules (correspondances & valence); le nombre y peut parfois
stre négatif, mais ce cas ne peut se présenter que quand la corres-
pondance considérée provient de la décomposition rationnelle d'une autre
correspondance représentée au moyen d'une équation, en sorte que la
correspondance répondant & un y négatif ne saurait étre completement
définie qu'a l'aide de deux équations au moins. La décomposition en
question est dailleurs envisagée dans la formule (2) de A. Cayley'®).
Pour le nombre des coincidences relatives aux correspondances singuliéres
sur des courbes & modules particuliers, 4. Furwits a trouvé I'expression
et ftel +alt+- e,
ot les quantités ¢ en nombre fini, sont des constantes relatives a la
courbe et o les A, caractérisent la correspondance envisagée'®). Il
ensuite [Math. Ann. 32 (1888), p. 290] donné d'autres applications des résultats
obtenus.

Une méthode semblable t le principe de correspondance avait ét6
déja snivie auparavant par F. Lindemann [J. reine angew. Math. 84 (1878), p. 300;
voir ausei dans A. Clebsch, Vorlesungen tiber Geometrie, publ. par F. Lindemann 1,
Leipzig 1876, p. 661/928; trad. Ad. Benoist 2, Paris 1880, p. 146].

Dans F. Klein [Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischen Modulfunk-
tionen publ. par R. Fricke 2, Leipsig 1892, p. 518] les correspondances algébriques
sont traitées d'aprées A. Hurwitz. Voir aussi H. F. Baker [Abels Theorem and
the allied theory, Cambridge 1897, p. 639) et H. Burkhardt, C. R. Acad. sc. Paris
126 (1898), p. 1854.

135) Voir A. Brill, Math. Ann. 31 (1888), p. 406. Dans les recherches qui
commencent 3 la p. 374 de ce mémoire et qui continuent [Math. Ann. 36 (1890),
p. 821] on poursuit avec soin les p dés d'élimination qui se rattachent & la
recherche des coincidences dans les correspondances algébrigues, ou respective-
ment & celle des ,groupes exceptionnels de points* sur une courbe plane. Voir
gussi F. Junker, Diss. Tubingue 1889.

136) Quel ples de telles corresp singuliéres, exemples qui
sont précisément ceux qui ont amené A. Hurwitz a édifier sa théorie, sont fournis
par les équati dulaires dites ,irrati lles* [cf. F. Klein, Math. Ann. 17

(1880), p. 62]. L'un d'eux est particulitrement simple, c'est celui de la corres-
pondance (1, 1) signalée par F. Klein [Math. Ann. 15 (1879), p. 279], entre les
points d'une cubique harmonique, correspondance que l'on peut définir de la
maniére suivante: D’un point o fixé sur la cubique on meéne & cette cubique les
deux couples harmoniquement conjugués de tangentes et T'on construit emsuite
deux rayous azx’ et ayy’ de linvolution pour laquelle les éléments doubles
sont I'un ou l'autre de ces deux couples des tangentes; entre les points z, y ol
1a courbe est coupée par ces deux rayons variables il y a une correspondance
(2,2) qui se d P ti 11 t en deux correspond (1, 1) [cf. C. Segre,
Atti Accad. Torino 24 (1888/9), p. 734; F. Amodeo, Ann. mat. pura appl. (2) 19
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n'a été donné jusqu’d présent, en vue d'applications effectives, aucun
procédé permettant de déterminer ces nombres.

La valence, positive ou négative, de toute correspondance & valence
pourrait, selon H. G. Zeuthen, étre déterminée par la moitié du nombre
des coincidences que Vintroduction d’un nouvesu point double sur la
courbe fait, suivant les cas, perdre ou gagner & la correspondance™).

Outre les applications qui se rattachent aux diverses démonstrations
des principes précédents'®), rappelons encore celles de C. Kiipper1®)
relative au nombre des points de Weierstrass sur une courbe algébrique
quelconque et celles de F. Severi'*?) relatives aux singularités d'une
courbe dans un espace & plusieurs dimensions.

(1891/2), p. 145). D'autres exemples concernant la courbe double d'une surface
unicursale ont été donnds par M. Bernhard [Dise. Stuttgard 1897] qui les & étudids
en g'appuyant sur le théordme généralisé du genre [n° 18]

137) Math. Aon. 40 (1892), p. 99 (deuxidme démonstration).

Cette démonstration suppose connue le réductibilité & des courbes ration-
nellés de l'espice de courbes envisagées [n>* 3 et 9]; elle s'appuie d’ailleurs sar
les mimes applications du principe de continuité que celles qui ont amené
J. Ph. E. de Fauque de Jonquidres & énoncer [n° 7, note 40] quelques-uns des
zésultats que L'on fait rentrer aujourd’hui dans la formule de Cayley-Brill.

T.es denx démonstrations de H. G. Zeuthen, dont la premitre est complétée
et notablement simplifiée dans H, G. Zeuthen, Lehrbuch’), n°* 117 & 120, visent
d’ailleurs & transporter au principe de correspondance de Cayley-Brill la régle
directe qui sert au dénombrement des soluti; incidentes dans le cas du principe
de correspondance ordinaire [n° 14]. F. Sever: [Memorie Accad. Torino (2) 51
(1902), p. 82] & simplifié ces recherches en remplagant la courbe en question par
d'antres courbes plus simples telles que la méme détermination soit plus aisée,
sans que, par ce changement de courbe, le résultat puisse ttre modifié.

D'autres démonstrations géométriques de la formule de Cayley-Brill ont
&t6 proposées par H. Schubert {Abzshlende Geom."), p. 86], K. Bobek [Sitzgsb.
Akad. Wien 9311 (1886), p. 8991, B. Sporer [Z. Math, Phys. 39 (1894), p. 228] et
R. Sturm, Geom. Verwandtschaften®?) 4, p. 222.

C. Segre [Ann. mat. pura appl. (2) 22 (1894), p. 1] a obtenu la formule de
Cayley-Brill en transposant ses recherches dans un espace & n dimensions.

188) Parmi ces applications citons celles de A. Brill [Math. Anu. 4 (1871),
p. 522] relatives aux courbes gsuches et celles de A. Brill et H. G. Zeuthen [Math.
Ann. 36 (1890), p. 821; 40 (1892), p. 118] relatives & la détermination de groupes
spéciaux, qui ont aussi été d i t; t par G. Castel [ef. note 61
ot TII 19]. Voir aussi la démonstration donnée par A. Brill [Math. Ann. 6 (1873),
p. 48] des formules de contact de J. Ph. E. de Fauque de Jonquiéres [n° 7, note 40].

139) Sitzgsb. bohm. Ges. Prag 1892, p. 267 [cf. [I[19]. Ce méme probléme a
aussi €66 résolu par A. Hurwits [Math. Aun, 41 (1893), p.403], C.Segre [AttiR. Accad.
Lincei Rendic. (5) 8 II (1899), p. 89) et Isabella Cipolla [Atti R. Accad. Lincei
Rendic. (5) 141 (1908), p. 210/4; Ann. Scuola Norm. sup. Pisa 10 (1908), mém. n° 1].

140) Memorie Accad, Torino (2) 51 (1902), p. 81. A la fin de son mémoire
T'auteur fait cependant usage de la méthode foncti 11, It n° 9, note 64.
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L'interprétation géométrique des lois générales de A. Hurwits au
sujet de la correspondance entre deux suites de points d'une courbe a
été le but d'uwne étude approfondie de I Severi't); la recherche des
coincidences s'y joint & la détermination des suites lindaires de groupes
de points annexées 4 la courbe.

I recherche aussi les relations qui existent entre les diverses
correspondances possibles sur une méme courbe, non seulement celles
que I'on obtient par addition en appliquant la formule (2) de A. Cayley,
mais aussi celles qui résultent par multiplication de deux correspon-
dances. En appliquant le théoréme d’Abel on démontre que le nombre
de correspondances indépendantes sur une courbe déterminée admet un
maximé fini %),

F. Severi applique encore la correspondance & la géométrie des
surfaces possédant an moins deux faisceaux de courbes dont un seul
point d’intersection est variable; et il démontre pour ces surfaces un
théoréme analogue & celui de Bézout.

L'étude de ponctuelles correspondantes situées sur une courbe
donnée a servi & I, Severi de point de départ pour étendre le théoreme
d’Abel aux surfaces algébriques, et elle est & la base des recherches
que F. Severi et ses continuateurs ont effectuées non seulement sur
les ponctuelles situdes sur une courbe mais aussi sur les ponctuelles
et faisceaux de courbes situés sur une surface ou sur une configuration
géométrique & n dimensions?).

En vue d'énumérations effectives, dans des cas particuliers donnés,

141) Memorie Accad. Torino (2) 54 (1904), p. 1. F. Severi [Lezioni di geo-
metria algebrica, Padoue 1908, p. 182 (chap. 6)] traite en détail la méme
question. ,Le procédé qu’il emploie a cet effet, fournit non seulement une inter-
prétation géométrique du principe énumératif de Cayley-Brill, mais est en ontre
beauncoup plus simple gue les méthodes suivies par les autres auteurs.”

142) Les interprétations géométriques effectuées par F'. Severi s'étendent aux
diverses applications que I'on a faites du théordme de correspondance de Cayley-
Brill. R. Torelli [Rend. Circ. mat. Palermo 21 (1906), p. 58] le montre en détail
pour les formules de contact de J. Ph. E. de Fauque de Jonquitres*®). F. Severs
{Geom. algebrica 4%}, p. 236] applique le méme procédé pour établir une formule
de H. Schubert et C.Segre [Ann. mat. pura appl. (2) 22 (1894), p. 117] qui donne
le nombre de groupes de (r -+ 1) points qu'une suite linéaire oo™ de groupes de
points & en commun avec une suite, rationnelle ou irrationnelle, oot

A. Comessaiti [Atti Tst. Veneto (8) 12 (1909/10), p. 871/81] a déterminé le
nombre des groupes de (r--1) points communs & (r - 1) suites linéaires oo™,
Voir encore 0. Goéhner [Diss. Tubingue 1913].

143) L’application aux surfaces se rattache & des travaux de 4. Maroms
[Atti Accad. Torino 38 (1902/3), p. 149], de M. de Franchés [Rend. Circ. mat.
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H. G. Zeuthen™) a jugé convenable d’affecter d’une valence chague
correspondance entre deux points d'une courbe; cette valence y est
déterminée par I'équation (1) et peut donc avoir une valeur fractionnaire.
Lorsqu’une correspondance se décompose, les équations (2) de A. Cayley
subsistent encore, et elles permettent non seulement de déterminer les
correspondances désignées plus haut sous le nom de corvespondance &
valence, mais aussi, par divisions, les correspondances de méme type
dans lesquelles une telle correspondance se décompose dans certains
cas particuliers. C’est ainsi que I'on peut, par exemple, déterminer les
valences des correspondances singulidres sur une cubique hmmomque
(note 136) ou équianharmonique; ils sont éguux & 0, 4 ou — 4. Dans
d’autres cas, le nombre des coincidences peut tre déterming par l’intro-
duction [cf. note 137] de nouveaux points doubles, et on en conclut
ensuite la valence cherchée!®),

H. G. Zeuthen''®) a aussi établi un théordme de correspondance
concernant une surface donnée. Soient [cf. n° 16] « et 8 les nom-
bres des points correspondant & un point P de la surface, et » Yordre
de la courbe dont les points correspondent 3 ceux d'une section
plane de la surface; soient m lordre de la surface et J linvariant de
Zeuthen-Segre correspondant & cette surface [n° 19, notes 160 et 163];
soient enfin § le nombre des points isolés de coincidence,  I'ordre de la
courbe de coincidence, £ Vordre de la surface réglée dont les génératrices
relient entre eux les points de coincidence situés sur la courbe de
coincidence, et ® le nombre des points d’intersection de la courbe de
coincidence avec un cone arbitraire circonserit a la surface. Le nombre x
déterminé par la relation

Etnti-w—atf+l—nJ+1)

est alors ce qu'on appelle la valence de la correspondance.
8i I'on prend pour points correspondants y d’un point 2 les points

Palermo 17 (1908), p. 104; Atti R. Accad. Lincei Rendic. (5) 121 (1903), p. 303] ot
de F. Severs [Atti Accad. Torino 38 (1902/3), p. 185].

La géndralisation du théordme d’Abel est donnée par F. Severi, Ann. mat.
pura eppl. (3) 12 (1906), p. 55/79. Cf. note 163 et I'article I1I 19.

144) H. G. Zceuthen [Lebrbuch?), n* 116 & 141] développe le théordme de
correspondance de Cayley-Brill et en domne plusieurs applications. La méme
extension de la notion de valence avait été proposée par H. Burkhardt '°%).

145) H. G. Zeuthen utilise ici une détermination qu’il avait déja donnée
comme le d'une ,, d sans valence* [Atti del quarto congresso
internazionale dei ma(ema,tu:l in Roma 1908, publ. par G. Castelnuovo 2, Rome
1909, p. 227] avant d'avoir généralisé la notion de la valence.

146) C. R. Acad. sc. Paris 143 (1906), p. 491, 635; Lehrbuch 1), n° 152 & 167,
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ol une courbe dépendant de x et ayant, en , & intersections confondues,
rencontre encore la surface donnée, la valence de cette correspondance
sera égale & k.

Quand une correspondance se décompose, une équation analogue
4 Véquation (2) de A. Cayley a encore lien pour les valences.

Emploi des propositions sur les genres.

18, Théordme élémentaire du genre pour les courbes algé-
briques. Sa généralisation [I11 19]. A. Clebsch'4) a été le premier a
tirer parti pour les énumérations géométriques, du théoréme suivant:
deux courbes dont deux points se correspondent un i un sont du
méme genre. Les démonstrations géométriques de ce théoréme, dues &
L. Cremona'®), E. Bertini®) et H. G. Zeuthen'™), conduisirent & de
nouvelles applications.

H. G. Zeuthen fut amené par li méme & généraliser le théoréme
sous la forme suivante'™):

«Kitant donnée une correspondance (z,,z,) entre deux courbes de
genre p, et py; si lon désigne respectivement par y, et y; le nombre
de fois que deux points d'une courbe qui correspondent & un méme
point de l'autre courbe se confondent, on aura toujours

Y — Y= 22 (py — 1) — 22,(p, — 1)-
Partout od elle est applicable cette formule jouit d'un grand avantage
sur d’autres formules énumératives: le dénombrement des coincidences
multiples y réussit sans que Pon soit obligé de comparer des ordres
d’infiniment petits*?); et ceci est obtenu grace au perfectionnement

147) J. reine angew. Math. 64 (1865), p. 98. Outre la troisitme formule de
Pliicker, il trouve par ce moyen les singularités de la développée d'une courbe
(une faute qui 8'était glissée dans la démonstration a 6té immédiatement corrigée);
[ef. T 19].

148) Teoria geom. delle superficic %), p. 45.

149) Giorn. mat. (£) 7 (1869), p. 105.

150) C. R. Acad. sc. Paris 70 (1870), p. 106, Plus tard H. Schubert [Math.
Ann, 16 (1880), p. 180] emploie & cet effet le principe de correspondance ordi-
naire.

151) Math. Ann. 3 (1871), p. 160. D'un cas particulier de cette formule,
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suivant da & G. H. Halphen): la différence y, — y, doit &tre rem-
placée par l'expression (7 — 7,), od les nombres 7, et 7, affectant
deux points homologues M,, M, expriment combien de points corres-
pondant & M, ou & M, sont respectivement absorbés par M, ou par
M,; la somme I est étendue i tous les couples de points M), M,
pour lesquels 7, Z .

Pour toute courbe algébrique plane, le genre p peut daillenrs

&tre calculé, dapres la formule suivante™)
2p—1)=n+ S —1)—2m,

dans laquelle m désigne lordre et n la classe de la courbe, u la

multiplicité d’un cycle complet de la courbe et o X s'étend & tous

les cycles de cette courbe [n® 3].

Outre les applications (relatives pour la plupart, & des problemes
de contact), que les auteurs précédents ont rattachées a ces formules™),
nous rappellerons celles qu'en a faites C. Segre’™) dans la géométrie
des surfaces réglées et les recherches analogues pour les hyperespaces;
et celles de A. Wiman'™) relatives & la courbe double d’'une surface
réglée et aux courbes algébriques se transformant en elles-mémes d'une
fagon univoque.

H. G. Zeuthen'™) emploie les formules précédentes pour la recherche

donnée par H. G. Zeuthen, voir n° 6, note 37. Dans son Lehrbuch’), n* 66 & 92
il s'occupe du genre d'une courbe et de ses applications énumératives.

R. de Paolis a plus tard démontré le théoréme en appliquant les principes
de 1'Analysis situs [IIT 6] & la surface de Riemann [Mem. mat. fis. Soc. ital. delle
scienze (8) 7 (1890), p. 124; voir aussi la note 151]. Pour des interprétations géo-
métriques, voir G. Castelnuovo [Atti R. Accad. Lincei, Rendic. (4) 71I (1891), p. 294]
et F. Severs [Reale Ist. Lombardo, Rendic. (2) 86 (1903), p.495]. Voir aussi la note 164.

153) Bull. Soc. math. France 5 (1876/7), p. 9; H. G. Zeuthen [Acta math. 1
(1882/3), p. 171] a étendun sa d tration numérico-g strique de fagon & y
comprendre le cas le plus général envisagé par G. H. Halphen.

154) G. H. Halphen, Bull. S8oc. math. France 4 (1875/6), p. 29.

155) Une autre application a été faite par M. Bernhard'*®).

156) Atti R. Accad. Lincei Rendic. (4) 311 (1886/7), p. 3; Math. Ann. 34
(1889), p. 1.

157) Diss. Lund 1892; Acts math. 19 (1895), p. 63; Bihang Svenska Vetensk.
Akad. Handl, Afdelning I math. 21 (1896), mém. n° 3 [1895). Les théorémes
concernant le genre ont encore trouvé des applicati aux i géo-

étri Qana les recherches de G. Castelnuovo [Atti R. Accad. Lincei Rendic.

démontré directement au moyen de la considération de la surface de Ri
H. Weber [J. reine angew. Math. 76 (1873), p. 348)| a déduit pour p>>1 umne
inversion du théoréme de B. Riemann sur la conservation du genre p.

152) De plus elle n'est pas jettie aux mémes limitatione que le principe
de correspondance de Cayley-Brill tel qu'il a d'abord été énoncé [n° 17]: on ne
sanrait donc la déduire de ce principe. En ce qui la d i

(4) 511 (1889), p. 130; (4) 7II (1891), p. 205] sur les involutions rationuelles eb
irrationnelles de groupes de points situés sur une courbe dounée, ainsi que dans
M. de Franchis4%). Cf. IIT19.
168) Bull. sc. math.(2) 11 (1887), p.82; Rend. Circ. mat. Palermo 3 (1889), p.171.
D'ordinaire la détermination ponctuelle de la courbe se préte assez bien
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méthodique des nombres relatifs aux singularités d’une courbe en-
visagée soit comme lien de points, soit comme enveloppe de tan-
gentes. La connaissance du genre joue un rdle particulier dans la
question de savoir, par exemple, si une courbe donnée est irré-
duectible %),

19. Genre de surface et autres nombres analogues. Dans les
recherches de géoméirie & trois dimensions, on peut faire un usage
analogue au précédent de I'égalité entre les genres de deux surfaces
en correspondance univoque. Les nombres des points fondamentaux
inhérents & une telle correspondance sont aussi tres utiles & connaitre.
H. G. Zeuthen a appliqué des méthodes énumératives & eet ordre de
recherches9).

Il a donné les expressions de deux nombres P et J correspondant
4 une surface algébrique quelconque déterminée et en a montré I'im-
portance pour I'étude de deux surfaces dont les points se correspon-
dent un & un, Dans ces expressions il n’a dailleurs pas seulement eu
égard aux nombres qui dépendent des singularités ordinaires de la
surface, mais aussi & ceux qui dépendent de certaines singularités
spéciales qui peuvent se présenter.

Le nombre P n'est autre que le genre arithmetique de la surface
déja introduit par A. Cayley™) et au sujet duquel A. Clebsch®®) avait
déja démoniré qu'il ne change pas par une transformation 1, 1).

a la recherche de l'ordre et des points 3 cycles multiples. On obtient ensuite
le genre au moyen d'une correspondance algébrique entre les points de la courbe
envisagée et ceux d'une autre courbe donnée.

159) Voir surtout M. Nither, Acta math. 8 (1886), p. 161 [ef. note 63]. Dans
Ed. Weyr [Diss. Prague 1878] on rencontre déja quelques exemples d'autres usages
que l'on peut faire encore de la connaissance du genre d’une courbe dans des
recherches énumératives.

160) Math. Ann. 4 (1871), p. 21; 10 (1876), p. 545; Lehrbuch®), no 93 et 94.
Supposons ici, pour simplifier, que la surface n’ait d’autre singularité qu’une
courbe double, et désiguons par m lordre de la surface, par m' son rang, par
m” sa classe, par m'” le nombre des plans tangents stationnaires qu'on peut lui
mener par un point de I'espace; on a alors les relations

U(P+ )= m™ — 127 + 24m,
Jtd=m"—2m' 4 3m.
En tenant encore compte d'autres singularités, on peut aussi appliquer ces for-
mules dans des questi d’énumération ¢ t les surfaces Qolaires 1éci-
progues 1°%).

161) Philos. Trens. London 159 (1869), p. 227; Papers 6, Cambridge 1893,
p. 356.

162) C. R. Acad, sc. Paris 67 (1868), p. 1238,
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8i pour les deux surfaces qui sont en correspondance (1, 1), le
nombre J a les valeurs J; et J, et si dans cette correspondance les
deux surfaces contiennent I'mune f,, Vautre fo points fondamentaux
simples, on a

f1+']1=f5+‘72-

C. Segre'®®) a mis en évidence le caractére &',invariant relatif* du
nombre J pour les systémes de courbes tracées sur une méme surface,
et cest comme tel que ce nombre J a joué un role dans plusieurs
recherches effectuées depuis lors. Au sujet d’une application énumérative
concernant J voir n° 17, note 146,

E. Severi'™) a démontré deux formules concernant la correspon-
dance (@, ) de deux surfaces, qui jouent iei le méme role que
joue l'extension du théoréme du genre [n® 18] dans le cas de deux
courbes. Bornons-nous iei au cas oi les points fondamentaux sont
tous simples, et non situés sur la courbe dite ,de passage (courbe
dont les points correspondent & des points confondus); désignons par
v Lordre de la courbe de passage, par = le genre de cette courbe,
par 7 le nombre de ses points de rebroussement (3 ehacun desquels
correspondent frois points confondus), par 4 le nombre de ses points
de rencontre avec la courbe suivant laquelle un cone, de sommet
arbitrairement fizé, touche la surface; convenons enfin d’affecter de
Pindice 1 tout ce qui se rapporte  la premitre surface et de Vindice
2 tout ce qui se rapporte i la seconde. On a alors

Gt ) —e(ht+4) = 2(n—m) — (— ) + i — 1),
et
240,(P+ 1) — 24e, (P, + 1) = 6(my— m,)
— 2(n — m) + 3(4 —Bwvy) — 3(4, — 3u,).

163) Ann. mat. pura appl. (2) 22 (1894), p. 1. Il a aussi étendu Tapplication
de cet invariant 4 des variétés de une, deux ou trois dimensions [Atti Accad.
Torino 31 (1895/6), p. 485].

1 convient toutefois d’observer que ces recherches de (. Segre et celles de
. Severi14°)1%4) aingi qu'en général toutes les recherches concernant la théorie et
les applications de la notion de genre d'une courbe ou d'une surface, appartien-
nent & d'autres parties de la géométrie [cf. IIT 19, TIT 23, 11125, II1 26, 1II 28]
quoiqu’on ait souvent I'occasion d'y faire des énumérations.

164) Reale Ist. Lombardo, Rendic. (2) 36 (1903), p. 495 [cf. note 152]. H.G.
Zeuthen [Lehrbuch %), n* 95 4 97) a démontré les formules de F.Severi en ap-
pliquant les méthodes énumératives qui l'avaient conduit 10) 3 la détermination
des nombres P et J. Dans son mémoire [Math. Ann, 4 (1871) p. 48] il avait déja
envisagé la représentation plurivoque d'une surface sur un plan [ef. R. Baldus,
note 120].
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H. G. Zeuthen ') a aussi démontré une formule donnant le genre d'un
systéme de courbes planes en fonction des nombres inhérents a ces
courbes et & leur enveloppe; et il en tire profit pour quelques déter-
minations de géométrie énumérative relatives aux enveloppes.

Introduetion successive de plusieurs conditions;
calcul symbolique ™).

20. Systémes de courbes; 'indice jonquiérien. Dans Tétude des
systemes de lignes, W. Braikenridge'®) avait déja montré comment on
passe peu i pen de questions trés simples & d’autres plus compliguées
en remplagant simplement les droites figurant dans les questions simples
par des courbes [n° 4] Un procédé si naturel pour la recherche du
nombre de courbes qui satisfont & plusieurs conditions donndes ne
pouvait échapper a J. Steiner'®) qui connaissait en effet déja le nombre

m(m + 2n — 3)
des courbes C, appartenant & un méme faisceau d’ordre n et tangentes
4 une méme courbe €, du m*me degré'®). Ce méme procédé fut en-
suite employé par divers auteurs que la communication des résultats
obtenus par J. Steiner avait incités & ces sortes de recherches.

Le nombre précédent fut trouvé algébriquement par J. N. Bischoff 169)
qui avait remarqué que la condition de contact est de degré

m{m + 2n — 3)
par rapport aux coefficients de la courbe C,. J. N. Bischoff en con-
clut que le nombre des courbes d'ordre » ayant un simple contact
avec plusieurs courbes données C,, C,,, ... et assujetties & passer par
des points fixes en nombre convenable était donné par le produit

[!mi(mc+ 2n —3).
@

Et en opérant ainsi, il parvient & d’autres déterminations encore.
Le méme procédé fut aussi employé mais sous forme géométrique
par J. Ph. E. de Fauque de Jonquitres'™). Si p désigne le nombre des

166) C. R. Acad. sc. Paris 78 (1874), p. 274, 839; Lehrbuch?), n** 79 & 83,

166) Cf. I1119.

167) Voir n°® 6, notes 34 et 35.

168) J. reine angew. Math. 47 (1854), p. 6; Werke 2, Berlin 1882, p. 500.
J. Steiner assigne de méme l'oxdre du lieu des contacts entre counrbes de deux
faiscenux [cf. note 49 et L'article 11 19].

169) J. reine angew. Math. 56 (1869), p. 166.

170) J. math. pures appl. (2) 6 (1861), p. 113.
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courbes d'un systtme ool qui passent par un point donné, il trouva
que, dans plusieurs cas, le nombre des courbes du systéme assujetties
4 remplir encore une autre condition simple était égal & ey, le coeffi-
cient o dépendant exclusivement de la condition donnée. 11 appella
yindice® du systtme le nombre désigné ici par p.

En remplagant les points fixes du systeme par d’autres conditions,
il pouvait, en sappuyant sur ce résultat supposé général, trouver le
nombre des courbes qui satisfont & plusicurs conditions de la nature
indiquée. C'est en raisonnant ainsi qu'il erut avoir démontré la formule
de J. N. Bischoff. Mais, apres avoir reconnu que cette formule n’était pas
applicable dans certains cas, il ne réussit ni & donner la raison de cet
écart, ni & indiquer les restrictions nécessaires pour qu'elle restit vrale.

M. Chasles'™) aussi se trompa lorsqu'il voulut donner cette ex-
plication. Llerreur ne provenait d'ailleurs pas seulement de T'hypothése
inexacte faite par J. Ph. E. de Fauque de Jonguiéres, que chaque systéme
ayant g pour indice doit towjours pouvoir étre représenté au moyen
d'une équation dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de
degré p d'un paramétre. L'inexactitude de cette hypothése de J. Ph.
E. de Faugue de Jonquitres fut relevée par G. Baitaglini*™®) qui établit
que les coefficients en question sont, plus généralement, des fonctions
rationnelles de deux parametres liés entre cux par une équation algé-
brique®).

La véritable raison des inexactitudes observées en appliquant la
formule de . N. Bischoff fut découverte par L. Cremona lorsqu’il
dirigea son attention sur les droites doubles renfermées dans un systeme
de coniques'™). La formule de J. N. Bischoff ne cesse jamais d’étre
vraie pourvu que l'on se tienne rigoureusement aux conséquences du
fait que la courbe (' y est envisagée comme un lieu de points du
nitme ordre [n° 3] et, par suite, que l'on n'oublie pas de ranger parmi
les points de contact tout point ol se confondent deux points d'inter-
section de deux courbes, et qu'alors le nombre cherché reste fini.

Ainsi le nombre 8, que la formule de J. N. Bischoff' nous donne
dans le cas des coniques passant par deux points et tangentes & trois

171) Voir n° 13, pote 99.

172) Rendic. Acead. Napoli (1) 2 (1868), p. 149.

178) Ainsi, dans des recherches postérieures, on a pu représenter tout systéme
! par une courbe plane, ce qui a permis de rameper la détermination des
courbes ou surfaces d'un systbme qui vérifient des conditions données & celle des
points qui leur correspondent sur une courbe plane image du systeme [n° 31
note 241 et n° 33).

174) Giorn. mat. (1) 2 (1864), p. 17.
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droites, renferme, outre les quatre solutions proprement dites du pro-
bléme, la droite double joignant les deux points comptée quatre fois.
Au contraire le nombre 16 qui, d'aprés la méme formule, serait celui
des coniques passant par un point et tangentes & quatre droites, est
illusoire, puisque, dans le sens actuel du contact, ce probleme, a une
infinité de solutions [n° 1].

En tenant compte de cette explication, J. Ph. E. de Fougue de
Jonguiéres a eu soin plus tard de limiter les applications de la formule
de J. N. Bischoff ainsi que celles de ses propres formules donnant le
nombre des courbes qui ont plusieurs contacts d’ordre quelcongue avec
une courbe donnée [n° 7, note 40) aux seuls cas od le nombre des
points donnés suffit, & lui seul, pour exclure la présence de courbes
a branches multiples.

Drautres résultats, également limités, sur les systémes de courbes
auxquelles on impose eertaines singularités outre Vordre, ont été établis
par H. Krey'™).

Si l'on remplace les conditions de contact de J, Ph. E. de Fouque
de Jonquiéres par celles de rencontrer un certain nombre de courbes,
chacune en des points dont trois soient en ligne droite, les applications
de Yexpression « -y de J. Ph. E. de Faugue de Jonguiéres, et aussi de
Pexpression plus générale au + v de M. Chasles [ef. n® 22], sont
soumises & des restrictions encore plus étroites ).

21. Les deux caractéristiques de Chasles. Dans ses études
sur la détermination des coniques au moyen de conditions données,
M. Chasles trouva, indépendamment des recherches dont J, Ph. E. de
Faugue de Jonquicres avait indiqué la voie, un moyen déviter les
difficultés préeédentes. Pour définir le systéme, il recourut””) & deux
nombres g et v, appelés ,caractéristiques’, dont le premier u coincide
avec Pindice de J. Ph. E. de Faugue de Jonguiéres [n° 20] tandis que
Pautre v est le nombre des coniques du systéme qui sont tangentes
a une droite donnée. Par 13, au moyen du principe de correspondance
[n°13], il obtient une foule d’expressions donnant le nombre des co-
niques d'un systéme qui satisfont & des conditions indépendantes de lui.
Les expressions se présentaient toujours sous la forme ay + fv, on
les nombres « et 8 dépendent cxclusivement de la condition donnée.

Au moyen de ces expressions, quil appelle ,modules* des con-

175) Acta math. 7 (1885/6), p. 49. La déduction est conforme aux formules
générales de H. G. Zeuthen pour les systdmes de courbes planeg107),

176) H. G- Zeuthen [Lehrbuch?), n° 161].

177) C. R. Acad. sc. Paris 53 (1864), p- 222, 297,
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ditions'™) dont il s'agit, et & l'aide de certaines psubstitutions géo-
métriques”!™), on peut remonter successivement des caractéristiques
relatives aux systémes élémentaires, clest-a-dire aux systémes entiere-
ment définis par des points donnéds et des tangentes données, jusqu’au
nombre des comiques qui satisfont & cing conditions simples indépen-
dantes les unes des autres mais d'ailleurs arbitraires. Ces conditions
étant caractérisées par les nombres

« B o, B .. ;T B,
M. Chasles'™) trouva pour résultat Pexpression
wdd " 4 220‘“,“,/“", v 42aa'0¢"ﬁ"’ﬂw
i 42aa'ﬁﬂﬁmﬂ1v+ 22“(";3"(3”%“ + BEBEB.

Admettant la généralité de ce procédé M. Chasles®) l'applique
méme & des cas odt deux ou plusieurs conditions sont inséparables; c’est
ainsi que pour représenter une condition double, il se sert des trois
nombres

wd, of +dB, et BF.

22, Caractéristiques des systémes de courbes ou de surfaces.
L'attention de B Chasles’™") s'était déja portée sur un cas on I'ex-
pression

ou + Bv
demeure applicable & un systeme ool de courbes, quel que soit le
degré de celles-ci; ce cas était celui du probléme qui consiste & trouver
le nombre des courbes du systeme qui sont tangentes & une courbe
donnée dont e est la classe ot 8 l'ordre.

Une extension analogue pour d’autres résultats de la méme forme
fut indiquée par J. Ph. E. de Faugue de Jonquicres'™) qui trouva en
outre dans beaucoup de cas, comme nombre des surfaces d’un systeme oo!
auxquelles on impose une nouvelle condition, un résultat de Ia forme

ap + fv + yo,
ol les caractéristiques u, v, o expriment le nombre des surfaces du
systéme passant par un point donné, ou tangentes i une droite, ou
tangentes & un plan’®). En particulier, pour la condition de contact

178) C. R. Acad. sc. Paris 59 (1864), p. 348.

179) Id. 59 (1864), p. 216,

180) Id. 59 (1864), p. 315. L. Cremona [id. 59 (1864), p. 776, cf. note 209
apporte a ce procédé quelques modifications.

181) C. R. Acad. sc. Paris 58 (1864), p. 308. Cf. n° 13, note 103,

182) Id. 58 (1864), p. 585.

183) Id. 58 (1864), p. 567; 61 (1865), p. 440.
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avec une surface arbitraire, les nombres «, B, 7 deviennent respective-
ment la classe, le rang et l'ordre de cette surface.

Pour établir en partant de la une détermination compléte du
nombre des courbes ou des surfaces qui vérifient & la fois plusieurs
conditions de cette nature, il suffisait d’obtenir les caractéristiques des
systemes élémentaires. C'est ce que fit plus tard L. Chasles'®) pour
Jes surfaces du second degré, aprés quil eit établi les nombres corres-
pondants pour les coniques dans Vespace.

On verra plus loin [n° 81] que le nombre des courbes ou celui
des surfaces du second ordre (pour me parler que de cellesla) qui
vérifient une condition donnée, en méme temps qu'elles appartiennent
3 un systeme oco! donné, ne peutb pas toujours étre représenté par une
expression de la forme

ap + v
aep+ v+ yo.

Toutefois, la méthode de Vintroduction successive des conditions im-
posées et, & cet effet, la recherche des caractéristiques de toutes sortes

ou de la forme

184) C. R. Acad. sc. Paris 62 (1566), p. 405; 61 (1865), p. 389.

Pour une détermination différente de ces mémes caractéristiques, ainsi que
d'autres caractéristiques, voir n* 27 a 80.

G. Salmon [Quart. J. pure appl. math. 8 (1867}, p. 1) #'est aussi occupé de
ces mémes déterminations. D. Montesano [Atti Accad. Torino 27 (1891.2), p. 6605
Atti del quarto congresso internazionale dei matematici in Roma 1908, publ. par
G. Castelnuoro 2, Rome 1909, p. 231; K. Akad. Wetensch, Amsterdam, Vers-
lagen natuurk. Afdeeling 20 (1910/1), p. 684; Atti Accad. ge. fis. mat. (Naples) (2)
15 (1913), mém, n° 8 (19111]; G. Humbert [J. Ec. polyt. (1) cah. 64 (1894), p.123];
J.deVries (K. Akad. Wetensch. Amsterdam, Verslagen natuurk. Afdeeling 13 (1904/5),
p. 281, 355] et L. (fodeaux [Acad. Belgique, Bull. classe sc. 10 (1908), p. 597, 812;
11 (1909), p. 499; Nouv. Ann. math. (4) 9 (1909), p. 312) g'occupent de différents
complexes et congruences de conmiques.

A. A. Dalhuisen [Diss. Utrecht 1905] utilise le principe de la conservation
du nombre pour déterminer cextains nombres de coniques dans l'espace; c'est
au fond le méme procédé que celui qui avait été déja employé dans un cas
plus général [cf. n° 8, uwote 51].

Le nombre des coniques qui rencontrent huit droites donndes a été déterminé
par J. Liiroth [J. reine angew. Math. 88 (1868), p. 185] et par J. de Vries [K. Akad.
Wotensch. Amsterdam, Verslagen natuurk. Afdeeling 10 (1901/2), p. 192] d'une
fagon différente de celle dont M. Chasles avait fait usage dans les deux com-
munications des C. R. citées au début de cette note 184.

Voir aussi, pour certains cas ol I'on suppose encore que d’autres conditions
soient vérifiées, M. Stuy , Mém. és Acad. Belgi in-8°, classe sciences
62 (1902/8), mém. u° 2; Thise, Gand 1902, chap. 1; J. Kloboudek, Sitzgsb. bshm.
Ges. Prag 1908, mém. n° 13.
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de systemes, garde toute sa valeur dans les cas qui adwettent la re-
présentation précédente; et ces cas sont les plus importants de ceux
qui se présentent pour les courbes ou les surfaces du second degré.
Naturellement, dans chacun des cas, il faudra prendre garde que la forme

ap + pv
ap + Br + ro

ne soit pas admise sans démonstration préalable.

ou

23. Multiplication symbolique. G. H. Halphen'®) remarqua
que la formule de Chasles [n° 21] pouvait &tre exprimée symbolique-
ment par le produit

(ep + o) (dp + B7) (&' + %) ("0 + B79) (@0 + 7V0),
4 condition que, dans la- multiplication, le facteur w"»* fat remplacé
par le nombre des comiques passant par r points et tangentes & s
droites.

Les facteurs symboliques ap + p» sont alors les modules des
conditions respectives [n°® 21, note 178]. De méme, G. H. Halphen
représenta le nombre des surfaces du second ordre satisfaisant & des
conditions données par le produit des modules (g + v + yg) corres-
pondant & ces conditions.

(est en partant de cette représentation symbolique & peine
ébauchée dans les quelques cas indiqués que H. Schubert a créé un
procédé général pour introduire successivement au sens de la géométrie
énumérative des conditions nouvelles, indépendantes les unes des autres,
dans une figure quelconque.

Comme dans les exemples envisagés par G. H. Halphen, chaque
condition est, dans le procédé général de H. Schubert, exprimée linéaire-
ment, au moyen d’un module, par les symboles de certaines conditions
élémentaires.

En multipliant Jes modules relatifs & des conditions simples dont
est formée une condition composée, on obtient le module de la con-
dition composée. On parvient ainsi de proche em proche, & une ex-
pression symbolique ,telle que

(ep + Bv) (@u + ) ... (a"p + )
+ (e + Buv) (o + Bw) - (g + prvy)

185) C. R. Acad. sc. Paris 76 (1873), p. 1074.
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dans le cas des figures planes, ou

(ap+Bv+y0) (Cut fr+2) ... (Wu+ v+ plg)
+ (e + By o) (@' + B+ w0 - (odgay - ady, 4 pimdg,)
+ . . - . - . - . - . . . . . . . . . . . . .
dans le cas des figures de l'espace; et les expressions symboliques®
illustrées par ces exemples donnent le nombre des figures qui satisfont
4 la fois & plusieurs conditions données en nombre assez grand.

Pour obtenir ce nombre il suffit alors de remplacer dans chacun
des termes de la somme trouvée le produit des symboles des conditions
élémentaires par le nombre de figures qui y correspondent.

Si dans un terme se trouvent réunies des conditions contradictoires
(demandant par exemple qu'une droite se trouve dans un plan arbi-
trairement donné et qu'elle passe par un point arbitrairement donné
de Tespace) on donnera & ce terme la valeur zéro.

Ce ,calcul des conditions”, que I Schubert développa et enrichit
de nombreuses applications'®%), est le point de départ d’une construction
systématique de la géométrie énumérative qu'il essaya d’édifier?®”).

Son procédé se rattache directement aux premiers axiomes de la
géométrie, et me s'appuie pas sur des résultats déja établis en alge-
bre. La formation des modules sur laquelle repose son procédé
s'appuie, il est vrai, sur des méthodes essentiellement algébriques, telles
que le principe de permanence du nombre et le principe de corres-
pondance, mais l'emploi de ces méthodes n'est utilisé qu'une fois;
aprés quoi, sans autres ressources que la multiplication symbolique
et la combinaison des égalités obtenues successivement, on parvient 2
des résultats que l'on ne powrrait établir auntrement que par Vemploi
réitéré et pénible des deux principes indiqués. Cest ainsi que du
principe de la conservation du nombre, on déduit les formules appelées
formules ,d’incidence [n° 24]; tandis que cest surtout du principe de
correspondance que dérivent d’autres formules dites ,de coincidence®
[n° 25].

Diailleurs comme la représentation symbolique donne chaque
résultat acquis une formulation précise, elle fournira un excellent point
de départ pour en déduire des faits nouveaux.

24, Les formules d’incidence de Schubert'®). En général, on
dit que deux éléments sont incidents'%*) pour exprimer qu'ils sont situds

186) Math. Aun. 10 (1876), p. 1, 318; communications préliminaires: Nachr,
Ges. Gott. 1874, p. 267; 1875, p. 359,

187) Abziihlende Geom.*"), Leipzig 1879,

188) Math. Ann. 10 (1876), p. 26; Abzihlende Geom. %), p. 25.

25. Les formules de coincidence de Schubert. 309

Pun sur Pautre; deux droites sont incidentes lorsqu'elles se rencontrent.
La premiére formule dincidence concerne une droite g et un point p
situé sur elle. Les symboles p et g désignent respectivement le nombre
des points p situés dans un plan donné et le nombre des droites 9
rencontrant une droite donnée; ainsi pg est le nombre des couples
d’éléments incidents (p, g) dont le premier appartient & un plan donné,
tandis que le deuxizme doit couper une droite donnée. En transpor-
tant la droite donnée sur le plan donné, on déduit immédiatement que
(@) P9=7p,+9,

p, désignant le nombre des cas od p appartient & une droite donnée,
9. celui des cas ol g est situde dans un plan donné.

Ici, comme dans d’autres cas analogues, on sous-entend toujours
que les figures considérées sont soumises non seulement aux conditions
envisagées mais encore & un nombre d'autres suffisant pour gu'elles
soient déterminées; ces autres conditions sont d’ailleurs arbitraires et
on peut les introduire comme facteurs dans les deux membres
de toutes les égalitds symboliques relatives aux figures envisagées.
H. Schubert commence par multiplier Péquation (a) par les deux con-
ditions p et g; puis il combine les formules ainsi obtenues entre elles
et avec celles qui leur correspondent par dualité,

Pour se rendre compte de la portée de ce procédé, il suffit de
remarquer que la définition graphique d’une figure composée de points,
de droites et de plans, repose entitrement sur des relations d’incidence
entre des éléments. Par suite, si Ton envisage ces figures, le nombre
de celles qui satisfont & des conditions de Pespece indiquée pourra
étre obtenu en multipliant les modules correspondants & leurs divers
éléments.

La formule (a) peut déja étre appliquée aux couples formés par
un point arbifraire d'une courbe gauche et la tangente en ce point:
les nombres p et g sont alors respectivement le degré de la courbe
et celui de sa développable (nombre de ses tangentes qui coupent une
droite quelconque); g, exprime la condition de contact de la courbe
avec un plan donné; entin p, exprime la condition d’intersection avee
une droite donnée.

25. Les formules de coincidence de Schubert; établissement
de nouvelles formules. (‘est au principe de correspondance que se
rattachent en définitive [n° 23] les formules de coincidence®). Si on

189) D'apres H. Schubert [Math. Ann. 13 (1878), P. 4305 Abzahlende Geom. 47),
P. 366] cette dénomination est duve & H. Grassmann.
190) Math. Ann. 10 (1876), p. 54; Abzahlende Geom. *7), p. 42.
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'applique une seule fois & un systtme co! de couples de points (p, g),
il donne le nombre & des coincidences ou points doubles du systeme
par la formule (déja employée ailleurs)
e=p+qg—9,

ot p désigne le nombre de couples dont les éléments (p) se trouvent
dans un plan donné; et ¢ désigne le nombre de couples dont les élé-
ments () se trouvent dans un plan donné; enfin ¢ désigne le nombre
de couples pour lesquels la droite joignant les deux éléments (p, g)
rencontre une droite donnée.

Les formules qu'on peut tirer de la renferment les deux prin-
cipes de correspondance du plan et de Vespace [n° 16]; et depuis
1876 elles remplacent généralement dans les recherches de H.Schubert
les applications immédiates du principe de correspondance [n® 13]
H. Schubert'®!) envisage aussi d'une manidre analogue les coincidences
multiples dans un groupe de points d'une droite mobile, de méme
que L. Saltel pour une droite fixe [n° 15, note 117]; et il utilise les
formules ainsi obtenues pour en déduire une détermination nouvelle
des nombres relatifs aux tangentes singulitres d'une surface, nombres
quil avait auparavant déterminés par les formules de coincidence
simples [n° 14, note 113]. De méme il emploie les formules de coinei-
dence pour un groupe de n rayons appartenant i un méme faiscean
variable, duns la recherche des singularités d'un complexe de droites 192),

H. Schubert est méme allé plus loin dans la construction systé-
matique des formules; en multipliant certaines formules d'incidence et
de coincidence relatives au triangle, il obtient!'®®) des formules donnant
des relations entre les nombres des triangles déterminés par certaines
conditions données et les nombres des triangles dégénérés en d’autres
fignres plus simples. Clest en appliquant ces formules aux triangles
engendrés par trois points conséeutifs d’'une eourbe qu'il a pu résoudre
plusieurs questions élevées de contact [ef. note 49].

26. Nombres fondamentaux et formules d’incidence et de
coincidence de l'espace & 1 dimensions. Pour étendre avec succes
le caleul symbolique et la représentation générale énumérative qui en
découle aux cspaces & plus de trois dimensions, il est avant tout né-
cessaire de connaitre les nombres fondamentauz relatifs & cet espace.
(’est cette dénomination qu'adopte H. Schubert'™) pour désigmer, dans

191) Math. Aon. 12 (1877), p. 180; Abzihlende Geom.'"), p. 228.

192) Math. Anz. 12 (1877), p. 202.

193) Id. 17 (1880), p. 153.

194) Td. 26 (1886), p. 26. H. Schubert [Mith. math. Ges. Hamburg 3 (1891/1900),
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le eas de la droite, les divers nombres de droites entierement déter-
minées par des conditions d’incidence avec plusieurs espaces linéaires
donnés.

Toute détermination est fondée ici sur le principe de la conser-
vation du nombre et la multiplication symbolique. On peut eiter, comme
exemple du méme procédé dans l'espace ordinaire, la recherche
du nombre des rayons d’'une comgruence qui rencontrent deux droites
données @ et b. On vérifie dabord, par la considération du cas parti-
culier o les droites a et b se coupent, que le produit des conditions
dincidence avee a et b équivaut a la somme du nombre des rayons
qui passent par un point donné et du nombre des rayons situés dans
un plan donné. On multiplie ensuite les deux membres de D'égalité
qui en résulte par les conditions qui expriment que les rayons appar-
tiennent & la congruence.

Cest par des décompositions analogues d'un produit de plusieurs
conditions simultandes en une somme de conditions plus simples que
H. Schubert réussit i déterminer tous les nombres qu'il appelle ,fonda-
mentaux”.

A ce moment déja H. Schubert se proposait aussi d’assigner les
nombres fondamentaux relatifs aux espaces linéaires [s] & s dimen-
sions dans un espace ambiant [#] & # dimensions. Dans des travaux
relatifs a cette question'®), il introduit les notions de «condition
fondamentale» et de «forme fondamentales.

Etant donnés s + 1 espaces linéaires

[a], L, -+ -, [a)] 0<a Lo < - <a,Xn),

dont chacun est situé dans le suivant et dont le dernier est situé
dans [#], on convient de représenter par le symbole

(ag, Oy -1 @)
la condition complexe par laguelle on impose aux [s] d’avoir, pour
i=0,1,2 ...,s, nimporte quel [i] en commun avec l'espace donné

[@:]'%).

Cest évidemment une généralisation des conditions d’incidence
[n° 24). L'ensemble des [s] pour lesquels cette condition fondamen-
tale est remplie constitue ce que H. Schubert appelle une forme fonda-

éd. Leipzig 1900, p. 86 [1892]] & aussi condensé dans une formule générale les
divers résultats obtenns. F. Palatini [Periodico mat. (3) 7 (1910), p. 163] a simplifié
cette formule générale.

195) Acta math. 8 (1886), p. 97.

196) Ce symbolisme a 4té ensuite modifi¢ de diverses fagons par H. Schubert
lui-méme [Math. Ann. 57 (1903), p. 210] et par G. Z. Giambelli®*).
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mentale. I la représente par

[ao, oy, .., @]
et le nombre des [s] qui vérifient & Ia fois plusieurs conditions de
ce genre (lorsque ce nombre est fini) est un nombre fondamental
des [s]. Ce nombre pourra atre représenté par le produit de tous les
symboles correspondant aux conditions données,

La recherche de ces nombres fondamentaux revient toujours a
exprimer le produit de deux conditions fondamentales au moyen d’'une
somme de conditions fondamentales, ,conditions caractéristiques tout
& fait arbitraires”.

Clest ce qui a pu étre fait successivement dans les travaux que
nous allons indiquer et qui comprennent tous les résultats obtenus
par l'emploi des nombres mentionnés précédemment. Tout d'abord
H. Schubert™") lni-m&me a trouvé le nombre des [s] qui sont astreints,
non seulement & vérifier la condition générale (a4, ay, ..., @), mais
aussi & remcontrer un nombre déterminé de [#—s—1] donnés, chacun
en un point.

G. Castelnuovo®®) trouva ensuite le nombre des [s] qui, vérifiant
toujours la condition fondamentale arbitraire (@, @y, ..., @), $appuient
de plus sur un certain nombre de droites données.

M. Pieri'} transforma ensuite en une somme de conditions fonda-
mentales le produit d'wne (g, ay, ..., a,) par la condition de ren-
contrer un [%] donné en un point, ou bien*") par la condition de couper
suivant un (7] wn [n—s+r—1] donné; ou enfin®) par la condition
de couper un [r] donné le long d’un [r— 1] appartenant % une figure
fondamentale donnée. F. Palatini et G. Z Giambelli™®) sont ensuite
parvenus i représenter d’'une maniére analogue le produit de deux con-
ditions fondamentales arbitraires pour le cas de s=2; et G.Z. Giam-
belli*™®) réussit méme i établir la formule générale qui donne expli-
citement le produit de deux nombres fondamentaux de la droite.

197) On en connaissait déja quelques cas particuliers qui avaient ét¢ dé-
montrés analytiquement par W. F. Meyer [Math. Ann. 21 (1883), p. 132] et
C. Stephanos [Thése, Paris 1884] ou établis par H. Schubert lui-méme [Mitt.
math. Ges. Hamburg 1 (1881/9), 6d. Leipzig 1889, p. 134 [1886)).

H. Schubert [Math. Ann. 38 (1891),.p. 598] a d’ailleurs continué ensuite ces
recherches.

198) Atti R. Accad. Lincei Rendic. (4) 511 (1889), p. 71.

199) Reale Ist. Lombardo, Rendic. (2) 26 (1893), p. 534.

200) Id. (2) 27 (1894), p. 214.

201) Td. (2) 28 (1895), p. 441.

202) Atti Accad. Torino 36 (1900/1), p. 459.

203) Memorie Acead. Torino (2) 52 (1903), p. 171.
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G- Z. Giambelli**®) emploic & cot effet un caleul symbolique généralisé.
Des analogies frappantes avec la théorie des fonctions symétriques des
racines d’une équation algébrique lui permettent d’employer pour son
but plusieurs résultats de ce domaine. Il s'en est méme servi pour
d’autres recherches ultérieures ).

Les formules dincidence et de coincidence ont, elles aussi, été
étendues aux espaces i plusieurs dimensions [n°* 24 ct 25]. H. Schubert**®)
4 qui T'on doit cette extension s'est servi des formules ainsi obtenues
pour déterminer dans un [n] les nombres relatifs auz tangentes singu-
ligres d'une hypersurface & 2 — 1 dimensions [cf. n° 14, note 112]. Nous
avons déja signalé [n® 167 les progres réalisés dans cette voie relative-
ment aux formules de coincidence.

La formule initiale de H. Schubert, relative & I'incidence d'un point et
d'une droite, a été généralisée par M. Pier;**), Ensuite H. Schubert*"),
,& laide d'une notation plus condensée’, a dressé toute une nouvelle
série de formules d’incidence relatives aux couples formés par deux
espaces lindaires de m et m 4 g dimensions dont le premier est en-
tidrement contenu dans le second.

Caleul des caractéristiques au moyen de dégénérescences.
27. Systdmes de coniques. Dans un systme oo de coniques,
il y a des coniques particulidres:
1°) des droites doubles avec deux sommets;

29) des coniques & point double ou décomposées en deux droites.
M. Chasles®®) trouva que leur nombre était, en appelant p et v
les caractéristiques du systéme [n° 21]
=24 —v, T =2v—u.

Bientot L. Cremona®) se servit de la premitre relation pour en déduire

204) Atti Accad. Torino 38 (1902/8), p. 823; 40 (1904/5), p. 1041; 41 (1906/6),
p. 102. On y démontre entre antres une nouvelle formule énumérative que
H. Schubert | Mitt. math. Ges. Hamburg 4 (1901/10), éd. Leipzig 1911, p. 104 [19031]
avait indiquée sans la démontrer. Cf. M. Botlasso [Annaes da academia poly-
technica do Porto 4 (1909), p. 193] et n° 33, note 275.

205) Math. Ann. 26 (1886), p. 54, 55.

206) Rend. Circ. mat. Palermo 5 (1891), p. 261.

+N. Giampaglia [Atti Accad. Gioenia Catania (4) 17 (1904), mém. n® 15] a obtenu
des formules encore plus générales concernant le systéme incident formé par le
point et la droite, ou encore le systéme incident que le point ou la droite forme
avec le plan, dans 'espace & n dimensions.*

207) Math. Ann. 57 (1903), p 209; Jahresb, deutsch. Math.-Ver. 12 (1903), p. 89,

208) C. R. Acad. sc. Paris 58 (1864). p. 1173,

209) Id. 59 (1864), p. 776. Voir n* 21, note 180. L. Cremona prend comme
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la caractéristique v dans certains cas ou l'autre caractéristique g était
connue d'avance. Peu aprés, H. G. Zeuthen®®) allait fonder sur ces
deux formules une méthode générale pour déterminer simultanément les
deux caractéristiques u et v. En effet le dénombrement des coniques
exprimées par g et v est une question moins simple en général que
la recherche directe des nombres A et av; car cette derniere recherche
se ramine & une détermination de droites et de points. H.G. Zeuthen
appliqua sa méthode & la détermination des systemes de conigues
assujotties 3 toutes sortes de contact (méme multiples et d’ordre
supérieur) avec des courbes données, doudes de singularités plucke-
riennes.

D'ailleurs, comme H. (- Zeuthen®') I'a fait observer récemment,
les cas de dégénérescence peuvent étre utiles pour la détermination
des coefficients o et § de M. Chasles [n° 21]. Le nombre « indique
combien, parmi les coniques satisfaisant 4 la nouvelle condition ad-
jointe aux conditions données, il y en a qui sont décomposées en une
droite donnée et une droite passant par un point déterminé de cette
dernibre; la définition du nombre § se déduit de celle de « par appli-
cation du principe de dualité.

Certaines questions analogues relatives aux coniques dans lespace,
par exemple la recherche due & . Bottasso®?) des coniques plusieurs
fois tangentes & des surfaces domnées, peuvent se rattacher & la déter-
mination des coniques dans un plan. Cependant elles ont été plus
souvent rattachées & la détermination des quadriques dont il est parlé
au n° 28,
point de départ les expressions données par J. Stetner du nombre des coniques
passant par trois points arbitraires et bitangentes, ou encore osculatrices, 4 une
courbe quelconque donnée [n° 4, vote 17}, et il détermine ainsi le nombre de ces
coniques dans le cas ou les points donnés sont remplacés, en tout ou en partie,
par des tangentes données anx coniques cherchées.

210) Nyt Bidrag til Laeren om Systemer af Keglesnit, der ere underkastede
4 Betingelser, Diss. Copenhague 1865; trad. Nouv. Ann, math, (2) 5 (1866), p. 241/62,
289/97, 385,98, 433/48, 481/92, 529/40.

La mothode de M. Chasles [n° 21] présuppose que les conditions sont
jndépendantes les unes des autres, tandis que les conditions qui, dans celle de
H. G. Zeuthen, définissent un systme ne sont pas soumises & cette restriction.
Seulement la méthode de H. (. Zeuthen ue conduit pas & la détermination des
nombres de coniques satisfaisant i des conditions quintuples; A. Cayley [n° 9,
note 60] & i iné ces b d'aprés les résultats obtenus pax
H. G. Zeuthen.

211) Lehrbuch *), n 168 et 171.

212) Ann. mat. pura appl. (3) 8 (1908), p. 233.
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28, Systémes de surfaces et d’hypersurfaces du second degré.
Immédiatement aprés, la méme méthode fut appliquée par H. G.
Zeuthen®%) & la recherche des caractéristiques p, v, ¢ inhérentes & un
systéme 6lémentaire de surfaces du second ordre. Chaque systeme oo! de
telles surfaces contient un certain nombre ¢ de cones, y de plans doubles
limités par une conique, y de surfaces décomposées chacune en deux
plans ou en deux points sur l'intersection de ces plans (suivant qu’on
envisage la quadrique comme lien de points, ou comme enveloppe de
plang). Ces trois nombres sont déterminés par les relations

g=20—v, y=2-—v, b=2v—p—e.
H. G. Zeuthen emploie ces formules pour en déduire, réciproquement, les
caractéristiques u, v, ¢ du systéme; les nombres g, 7 et ¥ se rapportent,
en effet, & des figures plus simples. Le méme proeédé fut déve-
loppé ensuite, et d'une maniére plus complete, par I Schubert™), qui y
fit rentrer la détermination des caractéristiques inhérentes aux systemes
de coniques dans Pespace au moyen de leurs dégénérescences.

H. G. Zeuthen®5) et FL. Schubert?$) ont encore appliqué cette méthode
2 d’autres systemes de surfaces du second degré. H.Schubert™") I'étend

218) Overs. Selsk. Forhandl. Kibenhavn (Bull. Acad. Copenhague) 1866, p. 91.
Les résnltats avaient ét6 remis auparavant sous pli fermé i 1'Académie, mais
n'avaient pas ¢té publiés parce que H. G. Zeuthen, ayant utilisé pour ses recherches
les résultats publiés par M. Chasles en 1865, désirait ne pas devancer la publi-
cation définitive de 3. Chasles qui ne parut qu'en 1866 [n° 22, note 184].

214) J. reine angew. Math. 71 (1870), p. 366.

En profitant de ce que, a cause de lidentité de certaines caractéristiques
relatives & des systémes différents, le nombre des égalités surpasse en général
celui des caractéristiques cherchées, H.Schubert (qui, i cette époque, ne con-
naissait pas encore les recherches de H. G. Zeuthen) a pu limiter ses déterminations
directes aux cas o g, y et 9 ont des valeurs assez faciles & déterminer.

215) Nouv. Ann. math. (2) 7 (1868), p. 343; Ann. mat. pura appl. (2) 4 (1870/1),
p. 331, Les premitres de ces recherches furent complétées par R.Sturm [Math.
Ann. 7 (1874), p. 578]. Suivant 'exemple de H. G. Zeuthen [n° 27, note 210] qui
venait d'utiliser les caractéristiques des systemes de comiques pour V'étude de la
développée et de la catacaustique d'une courbe plane, R.Sturm applique les
caractéristiques des systdmes de quadriques dans ses recherches sur les droites
normsales 4 une surface.

216) Math. Ann. 10 (1876), p. 318. Pour la détermination des modules [n° 23]
dans le cas de plusieurs conditions élémentaires juztaposées, par ex. des con-
ditions exprimant qu'une quadrique contient une droite donnce.

Dans cet exemple, A. Hurwitz [Math. Ann. 10 (18786), p. 354] calcule le module
en imposant le passage par trois points de la droite. Voir aussi un mémoire
antérieur de H. Schubert [Z. Math. Phys. 15 (1870), p. 126].

217) Mitt. math. Ges. Humburg 1 (1881/9), éd. Leipzig 1889, p. 290 [1889];
2 (1890), éd. Leipzig 1891 [Festschrift], p. 172.
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4 un espace & plusieurs dimensions; et par 1a il trouve numériquement
combien, dans un espace & quatre dimensions, de coniques, de sur-
faces ou d'hypersurfaces sont déterminées par des conditions élémen-
taires. Plus tard®f), en se plagant & un point de vue plus général, il
ne se borne plus & déterminer de proche en proche, pour des
valeurs de #, 2, #, ..., le nombre des quadriques vérifiant #, fois
la condition Z, 2, fois la condition Z,, ..., dans un espace & #n
dimensions: il donne aussi l'expression générale de ces nombres en
fonction de 7, 4, 2, ...; et cela pour des quadriques & autant de
dimensions que l'on vent.

29. Systémes formés par des courbes d’ordre supérieur. Le
calcul des caractéristiques au moyen du dénombrement des divers élé-
ments singuliers ou dégénérés du systdme a meme 6t6 abordé dans
le cas des systemes élémentaires de courbes planes du troisiéme degré
par 8. N. Maillard®®) et H. G. Zeuthen®") et dans celui des systémes
élémentaires de courbes planes du quatrieme degré par H. G. Zeuthen®™),
ainsi que dans le cas des systémes de cubiques gauches par H. Schubert 22%).

11 fallait procéder de proche en proche. Parmi les espices parti-
culizres de courbes du quatridme ordre, par exemple, il y a les quar-

218) Mitt. math. Ges. Hamburg 3 (1891/1900), éd. Leipzig 1900, p. 12 [1891];
Math, Ann. 45 (1894), p. 153.

.On y apprend & déterminer, par exemple, en fonction de n et de ¢, le

nombre de quadriques & ¢ —1 di qui sont t: )
n{g+1D—49(g—1)

espaces dounés i » — 1 dimensions, le tout dans un espace [#]. Ce nombre a

été utilisé plus tard par C. Segre®™).*

Dans un espace & quatre ou i cinq dimensions, P.H. Schoute [Verhand.
Akad. Wetensch. Amsterdam, Afd. Natuurk. eerste Sectie (2) 7 (1899/1901), mém.
n° 4] et A. T. Toxopeus [id. (2) 9 (1905/8), p. 1] ont donné plus tard d'autres
solutions fondées d’ailleurs sur les mémes procédds énumératifs.

219) These, Paris 1871,

220) C. R. Acad. sc. Paris 74 (1872), p. 521, 664, 726,

221) K. Danske Videnskab. Selsk. (Naturv. math. Afhandl) (5) 10 (1872/8),
p. 287 [cf. n° 14, note 107].

222) Abzihlende Geom.47), p.163. En suivant une marche différente, R. Sturm-

[J. reine angew. Math. 79 (1875), p. 99; 80 (1875), p. 128] avait obtenu, presque
simultanément, plusieurs de ces résultats.

E. Veneroni [Rend, Cire. mat. Palermo 16 (1902), p. 209], M. Stuyvaert [C.R.
Acad. sc. Paris 141 (1905), p. 750/2; J. reine angew. Math. 132 (1907), p. 216/37
[1906); Mém. Soc. sc. Liége (3) 7 (1907) mém. n° 2, p. 94/120 (1906]], J. de Vries
[E. Akad. Wetensch. Amsterdam, Verslagen natuark. Afdeeling 17 (1907/8), p. 2;
20 (1910/1), p. 197] et L. Godeaux [Acad. Belgique, Bull. classe sc. 10 (1908),
p. 531; Nouv. Ann. math. (4) 8 (1908), p. 31] ont envisagé certains systimes
o? de cubiques gauches.
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tiques & un seul point double; par suite la recherche des caractéristiques
pour les systemes de quartiques 3 un seul point double doit précéder
la recherche des caractéristiques pour les systemes de quartiques géné-
rales. A son tour, la premitre résulte d’une détermination analogue
pour les quartiques & deux points doubles ou & un point de rebrousse-
ment; et ainsi de suite. On peut dire la méme chose au sujet des
cubiques gauches. H.Schubert a df, pour ce cas, subordonner le probleme
4 la recherche du mombre des cubiques planes 3 un point double ou
de rebroussement pour lesquelles la position des points singuliers et
des tangentes singulitres était assujettie a des conditions spéciales %),

Dans tous les travaux préeédents les relations entre les caracté-
ristiques et les différents nomhres de courbes ou de surfaces dégéné-
rées du systeme sont établies le plus souvent i l'aide du prineipe de
correspondance: ce qui permet d'en déterminer les coefficients par les
deux procédés (direct ou indirect) indiqués au n° 14.

Lemploi du dernier devient possible parce que, dans la plupart
des cas, un méme nombre figure comme w d'un systéme et v d'un
autre systeme. Pour appliquer le premier procéds, il faut se procurer
tout d’mbord les ordres infinitésimaux dans le voisinage des courbes
singulidres du systdme.  Inversement, ces ordres pourront se déduire
des coefficients déterminés par la dernidre méthode. On parvient
ainsi, en général, & se former une idée des courbes singulidres con-
tenues dans le systtme, et en particulier des courbes i branches
multiples ).

30. Couples de figures lides par une correspondance. Ainsi
que 7. A Hirst™™) Va observé, les formules du n° 27 sont vérifides
aussi pour tout systeme oc', dont chague élément est Vensemble de deux
figures réeiproques (corrélatives) planes; u et » désignent alors les
nombres de couples déterminés par deux points conjugués, c'est-a-dire

228) Math. Ann. 13 (1878), p. 429; Abziihlende Geom.*"), p. 106,

224) Quelques exemples isolés de telles courbes se rencontrent déja dans
M. Chasles, J. Maillard de la Gournerie, A.Cayley, L. Cremona, W. Crofton et
T. A. Hirst [C. R. Acad. sc. Paris 84 (1867), p. 799, 1079; Proc. London math. Soc.
(1) 2 (1866/9), p. 45 (1867], et aussi (avec quelques inexactitudes) C. R. Acad. sc.
Paris 74 (1872), p. 708; Messenger math. (2) 1 (1872), p. 178}; A. Cayley, Papers 8,
Cambridge 1895, p. 258, 526.

226) Proc. London math. Soc. (1) 5 (1873/4), p. 40; Ann. mat. pura appl.
(2) 6 (1873/5), p. 260.

B. Sturm [Geom. Verwandtschaften *%) 2, p. 233/346; 3, p. 422/517] a exposé
cette théorie d'une fagon trés complate. Il a étendu aux collinéations les pro-

-¢édés d'énumération des corrélations.
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deux points dont chacun se trouve sur la droite correspondant a
Vautre, ou par deux droites conjuguées; A désigne le nombre de fois
qu'd une méme droite correspondent dans un méme couple tous les
points d'une droite; et x le nombre de fois qu un méme point
correspondent, dans un méme couple, toutes les droites dun faiscean.
Si les deux figures réciproques engendrent, dans leur ensemble, un
systeme polaire, on rentre dans le cas du n°27. Le dénombrement
des dégénérescences représentées par i et x a ainsi permis & 7. 4.
Hirst de calculer les indices pu et » du systéme. De cette fagon, il
trouve le nombre des corrélations qui admettent un nombre suffisant
déléments donnés (paires de points ou de droites) comme éléments
conjugués.

Au début de ses recherches, 7. A. Hirst déterminait les nombres
4 et x d'une fagon moins systématique; mais il s'est ensuite?*) servi,
pour cette détermination, d'un procédé analogue au précédent, en ubi-
lisant une dégénérescence d’ordre plus élevé qui se rencontre en général
dans tous les systémes dont les éléments sont déja affectés des dé-
générescences dont les nombres sont représentés par i ou .

T. A. Hirst appliqua de méme les relations du n° 28 & la déter-
mination de figures réciproques -dans I'espace. Cependant en 1874 il
navait établi que les formules®); sa recherche complate, dans laquelle
les trois dégénérescences du premier ordre sont déterminées au moyen
de dégénérescences d’ordre supérieur, ne parut qu'en 18907%) alors que
P. Visalli®®) avait déja atteint le méme but, au moins en partie.

Pour les figures réciproques i deux dimensions E.Sturm®°) avait
étendu la méthode jusqu'a lappliquer aux gerbes de sommet inconnu,
dont un nombre suffisant de rayons et de plans correspondants sont
assujettis & passer par des points et des droites donnés arbitrairement
dans l'espace. Le calcul par le dénomb t des dégéné d’un
systéme a ét6 de méme appliqué par R.Sturm®') au probléme de la pro-
jectivité dans DI'espace, probleme qu'il avait déja étudié auparavant;

226) Proc. London math. Soc. (1) 8 (1876/7), p. 262; Atti Accad. Lincei
Transunti (8) 1 (1876/7), p. 86; Ann. mat. pura appl. (2) 8 (1877), p. 287.

227) Proc. London math. Soc. (1) 6 (1874/5), p. 7.

228) 1d. (1) 21 (1888/90), p. 92. Dés 1877, il en possédait cependant les ré-
sultats numériques, la publication de R.Sturm?*?) lui ayant fourni le moyen

d’énumérer les dég dont ils dép
229) Atti R. Accad. Lincei, Memorie mat. (4) 3 (1886), p. 579; Atti R. Accad.
Lincei, Rendic. (4) 31 (1886/7), p. 118.
230) Math, Ann. 12 (1877), p. 264; voir aussi id. 19 (1882), p. 461.
281) Id. 15 (1879), p. 407.
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H. Schubert®?) compléta ces recherches par la considération des cas non
encore examinés des formes projectives a une ou deux dimensions. Il en fit
aussi des applications aux espaces réciproques & p dimensions*®) en cher-
chant, par exemple, le nombre des couples formés par denx [p] ,assujettis
4 vérifier respectivement deux conditions fondamentales [n° 26] et &
couper en méme temps un certain nombre de couples d’espaces & 2 —1
dimensions suivant des [p— 1] conjugués dans une méme corrélation
liant entre eux les deux [p]* T1 les applique aussi®*) aux corres-
pondances (1, 2) entre deux formes fondamentales de rang un (co')
et?) au probleme de la projectivité étendu aux correspondances tri-
linéaires. C’est en partant des résultats de ce dernier probleme qu'on
détermine une surface cubique & l'aide de 19 conditions.

Fnfin c'est encore le dénombrement des formes dégénérées qui a
servi d'instroment 3 H. Schubert™) pour la recherche de certains
nombres relatifs & des congruences linéaires de droites.

Probleme des caractéristiques.

31, Systémes du second degrd. M. Chasles pensait gue le nombre
des coniques d'un systéme oo!, qui satisfont & une condition indé-
pendante du systéme, était foujours susceptible d’stre exprimé par l'ex-
pression

ap + fv,
ol u et v sont les caractéristiques du systeme, tandis que les nombres
« et B ne tiennent qua la condition domnée [n° 21]. Par suite, au
point de vue de la géométrie énumérative, les nombres p et v servi-

232) Abzihlende Geom.*7), p. 194/227. H. Schubert [Mitt. mat. Ges. Hamburg
3 (1891/1900), éd. Leipzig 1900, p. 12 {1891]] & résumé plus tard en des formules
générales ses propres résultats avec d'autres dis & . A. Hirst et & R. Sturm.

233) Mitt. math. Ges. Hamburg 3 (1891/1900), éd. Leipzig 1900, p. 20 [1891];
Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 4 (1894/5), éd. 1897, p. 158.

On doit & G. Z Giambelli [Memorie Ist. Lombardo (3) 10 (1900/4), p. 165
[1903]] la démonstration effective ainsi qu'une généralisation remarquable de la
formule de H. Schubert. 11 a tiré parti, i cet effet, des recherches de G. del Prete
[Reale Ist. Lombardo, Rendic. (2) 80 (1897), p. 400, 464] sur les correspondances
projectives dégénérées.

284) J. reine angew. Math. 88 (1880), p. 811.

235) Progr. des Johanneum in Hamburg 1882.

286) Math. Ann. 10 (1876), p. 88; Abzithlende Geom.*”), p. 188. Une partie
de ses résultats a 6t6 démontrée par R.Sturm [Liniengeometrie *%) 1, p. 125] d’aprés
la détermination des figures lati ignalée par T. A. Hirst. V. Martinetti
[Rivista mat. 3 (1898}, p. 108] traite la méme question par le principe de la con-
servation du nombre, E. Weis [Diss. Brealau 1907] par des combinaisons synthé-
tiques de théorémes connus [n°® 4].
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raient & caractériser parfaitement le systéme, tandis que « et § carac-
térisaient la condition (d'od le nom de caractéristiques); de sorte que,
pour pouvoir résoudre tous les problémes se ramenant & une certaine
condition pour les co® coniques dun systéme ne dépendant pas de
cette condition, il suffirait de rechercher les nombres correspondant
aux divers systdmes et aux diverses conditions. On pourrait le faire
aisément en combinant chaque systéme avec deux conditions ou chaque
condition avee deux systémes particulidrement simples.

Le probleme théorique soulevé par Iidée de M. Chasles venait ainsi
d'acquérir une grande importance pratique. Plusieurs géomeétres®T)
cherchérent & établir cette opinion sur des bases solides.

Mais 1a démonstration de cet énoncé, de méme que celle de I'énoncé
plus restreint de J. Ph. E. de Fauque de Jonquiéres, qui donnait déja a
Pexpression «p une certaine importance [n° 20], ne pouvait étre obtenue
quau moyen d’une formulation convenablement étendue de chaque
probléme®®) et telle que les solutions cherchées se présentassent dans
certaing cas mélées avec des solutions étrangdres qui en altérent le
nombre. Ces solutions étrangeres peuvent méme se présenter en nombre
infini [ef. n° 1], et dans ce cas L'expression ey ou Lexpression ay + o,
ne représentant que le degré d’une équation identique, perd tout sens
énumératif.

Pour s'assurer de lexactitude de cette remarque, il suffisait d'un
seul exemple o énoncé de M. Chasles ne fat pas confirmé. De tels
exemples furent trouvés par . H. Halphen®¥) qui fit voir en méme
temps pourquoi, dans ces sortes de cas, le probleme n’était plus sus-
ceptible d’une formulation conduisant i Vexpression ap + Bv du nombre
de ses solutions. En effet ces formulations n'envisageaient que les dé-
générescences dont le nombre est indiqué par 4 ou x [n° 27]; de sorte
qu'une droite double d deux sommels confondus ne peut y apparaitre
qu'autant qu'elle rentre dans 'une ou lautre de ces denx dégénerescences.

Or Pinfluence due & la nouvelle dégénérescence envisagée par
G. H. Halphen ne s'arréte pas la: c'est ce que montrent déja ses premiers

237) A. Clebsch, Math. Ann. 6 (1873), p. 1; G. H. Halphen, Bull. Soc. math.
France 1 (1872/3), p. 130; F. Lindemann dans A. Clebsch, Geom.$%) 1, p. 399;
H. Schubert et A. Hurwite, Nachr. Ges. Gott. 1876, p. 507; X, Study, Math. Ann. 27
(1886), p. 58; 40 (1892), p. 551, Ce dernier donne, dans lo premier de ses deux
mémoires, une définition algébrique des systémes en question qui exclut effective-
ment les cas d'exception signalés par G. H. Halphen.

238) Pour &tre exact en général, le théoréme conjecturé par M. Chasles
devrait dtre applicable 4 chaque probléme de cette catégorie pouvant se résoudre
au moyen d'uve équation irréductible, et fournir le degré de cette équation [n° 1].

289) C. R. Acad. sc. Paris 83 (1876), p, 537, 866.
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exemples, od la détermination d’une conique singulidre est subordonnée,
pour des valeurs convenables de m et m, & la connaissance de la limite

du rapport ::,n » « étant le segment déterminé sur une droite donnée

par une conique du systéme infiniment voisine de la conique consi-
dérée, et y le sinus de I'angle des tangentes de la méme conique qui
passent par un point donné, quantités qui deviennent toutes deux nulles
pour une dégéné de G. H. Halpk L’ancienne théorie qui n'a
égard qu'aux 2 coniques singulitres correspondant & x = 0 et aux =
coniques singulitres correspondant & y == 0 était donc incomplete *°).

G. H. Halphen®') a montré ensuite que toute exception ne ren-
trant pas dans lexpression oy + v provient ainsi d'une conique dé-
générée de la pature indiquée par Iui; de sorte que cette expression
ay + v demeure applicable toutes les fois que le systéme ne contient
pas de telles singularités ou que ces singularités sont incompatibles
avec la condition donnée. En ce qui concerne les autres cas, il donna
exactement les modifications qu'amene dans la formule l'existence d’une

conique ainsi singularisée. Comme la fraction % peut prendre une
infinité de valeurs, le nombre de solutions n’est pas toutefois susceptible
d’stre exprimé par une formule générale & un nombre fini de termes.
De plus G. H. Halphen®®) a rattaché & ces principes une déter-
mination tout & fait générale du nombre des comiques qui vérifient &
la fois cing conditions arbitraires indépendantes.
Enfin G, H Halphen®®) a trouvé aussi une modification analogue

240) Voir aussi H. Schubert, Bull. Soc. math. France 8 (1879/80), p. 61; H. G-
Zeuthen et E. Study, Math. Ann. 37 (1890), p. 461; 40 (1892), p. 559; 41 (1893),
p. 339; V. G- Alekséev, Utenija Zapiski moskovekago Universiteta, Otdél fisiko-
matematiteskij, cah. 10 (1893), mém. n° 4. Voir aussi note 244.

241) Proc. London math. Soc. (1) 9 (1877/8), p. 149; Math. Ann. 15 (1879),
p. 16; J. Ee. polyt. (1) cah. 46 (1878), p. 27/89.

Pour Ja démonstration, il représente lo systéme en question par une courbe
dont les points d'intersection avec une autre courbe lni donnent les coniques cher-
chées [n° 20, note 173]. Celles de ces intersections qui coincident avec Porigine
des données correspondent sux iq dé, ées de (. H. Halph

E. Study [Math. Ann. 40 (1892), p. 561] envisage les mémes questions a
I'side d'une représentation des coniques du plan par les points d'un espace a
cinq dimensions.

H. G. Zeuthen [Lebrbuch ), n>* 167/78] a donné une nouvelle exposition,
basée sur des méthodes énumératives, de la théorie de G. H. Halphen sur la
poseibilité ou l'impossibilité d'appliquer la formule wp + fv & des gystémes de
coniques et a étudié de méme le cas de systémes de quadriques [id. n°* 179/85].

242) Proc. London math. Soc. (1) 10 (1878/9), p. 76,

243) J. Ee. polyt. (1) cah. 46 (1878), p. 76.
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& introduire dans I'expression

ep+ fv + e
[n° 22] du nombre des quadriques d'un systdme oo! qui satisfont &
une condition dounée, toutes les fois que parmi ces surfaces il y a
des formes singulitres qui ne rentrent pas dans les formes générales
envisagées au n° 28. P. del Pezzo®*) et C. Burali-Forti®*) ont étendu
ces recherches aux systimes & plusieurs dimensions.

32. Autres caractéristiques. Lorsque les figures d'une certaine
classe dépendent de r + s conditions, il est utile, lorsque cela est
possible [n° 31], de représenter leur nombre par une expression de
la forme

(n N=Aa+Bb+---+ Kk,

ot les nombres 4, B, ..., K relevent exclusivement des » conditions,
tandis que les @, b, ..., k relevent exclusivement des s autres con-
ditions**). Les nombres 4, B, ..., K et a,b,..., k caractérisent

respectivement les deux systémes oo’ et oo” déterminés respectivement
par les r et les s conditions. Une telle représentation a effectivement
heu, par ex., dans le théortme de E. Bézout™7) et dans celui de G. H.
Halphen sur les droites communes & deux congruences [n° 16, note 120];
la formule ayant alors un seul terme, ou deux termes, respectivement.
H. Schubert™®) a établi des formules analogues pour déterminer, dans
un espace a » dimensions, le nombre des espaces & % dimensions
vérifiant & la fois deux conditions fondamentales d'un poids convenable.

Dans cet ordre d'idées reutrent les recherches de G. H. Halphen )

244) Rendic. Accad. Napoli (1) 23 (1884), p. 61.

245) Giorn. mat. (1) 24 (1886), p. 309, 334.

246) Lorsqu'on a la certitude que les deux groupes de conditions sont
propres & dtre caractérisés de cette fagon, au moyen d'un nombre donné d’indices,
il sers avautageux, pour établir la formule en question, d'employer la méthod
fonctionnelle de 4. Cayley [v® 9].

247) Lea applications indirectes du théordme de Bézout dont il a été ques-
tion aux n” b et 6 doivent tre regardées comme autant de cas particuliers de
I'usage que l'on pourrait faire en général des théortmes concernant les caracté-
ristiques [n® 31].

248) Mitt. math. Ges. Hamburg 1 (1881/9), éd. Leipzig 1889, p. 134 [1886].
Cf. n* 8, note 50. Voir les travaux cités au n° 26 et II. Schubert, Math. Ann. 38
(1891), p. 698.

249) J. math. pures appl. (3) 2 (1876), p. 267; Etude sur les points singu-
liera des courbes algébriques planes, Parie 1883, p. 80 [publié comme appendice
a la trad. de G. Salmon par O. Chemin, Géométrie analytique des courbes planes,
(1 éd.) Paris 1883].
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sur la possibilité de représenter une courbe algébrique plane douée
de singularités tout & fait arbitraires au moyen des nombres de Pliicker
et des équivalents pléickériens des singularités supérieures [n° 3, note 11],
ainsi que l'extension de ces recherches & l'espace®?). Il parvient aux
résultats suivants: on peut représenter, au moyen de ces nombres,
par une expression de la forme (1) 4 deux termes le nombre des
points ot une courbe algébrique donnée satisfait & une équation diffé-
rentielle projective du premier ordre ne dépendant pas de la courbe®!);
et par une expression semblable 3 trois ou quatre termes, suivant que
la courbe est plane ou gauche, le nombre analogue pour le cas d'une
équation du deuxiéme ordre. Mais lorsqu'il s'agit d'une équation diffé-
rentielle du troisitme ordre, on ne peut plus construire une expression
de ce genre & un nombre fini de termes, qui puisse demeurer valable
pour tous les cas®),

H. Schubert®™), & qui Y'on doit la conception qu'exprime I'équa-
tion (1) du probleme des caractéristiques, a donné des théorémes **)
sur les caractéristiques relatives aux figures suivantes:

1°) point et droite incidents;

2°) faisceau de rayons;

3°) point, droite et plan, le point étant situé sur la droite et
celle-ci dans le plan;

4°) groupe de n points en ligne droite avec la droite qui les
porte;

5°) systeme formé par un faisceau de rayons associé avec n de
ses éléments;

250) Bull. Soc. math. France 6 (1877/8), p. 10.

251) C'est un résultat compris dane une extension due i G. Fouret de la
formule de contact de M. Chasles [n° 34, note 279].

262) Un exemple assez simple en est fourni par la développée d'une courbe
plane (C). La développée n'a pas en général de tangente stationnaire, mais elle
en acquiert toutes les fois que sur la courbe () un point double confondu avee
un point de r t donne 3 un point de rebroussement de
seconde espéce. Or cola entraine toujours un chengement dans le nombre des
points de rebr t de la développée, c'est-a-dire a 'égard de points dont
les homologues sur la courbe (C) sont déterminés par une équation différentielle
du troisidme ordre, Cela explique, d’aprés le théoréme de G. H. Halphen que
I'on vient d’énoncer, que leur nombre peut changer sans que lea nombres pliickériens
de la courbe donnée goient altérés.

253) Nachr. Ges. Gott. 1877, p. 401. A la méme époque, M. Chasles et
G. Fouret ont publié quelques propositions analogues quoique d'mn carackre
moins général [C. R. Acad. sc. Paris 85 (1877), p. 362, 460 et aussi id. 85 (1877),
p. 134 216, 844, 944).

254) Abziblende Geom.*’), p. 289.
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6°) le triangle, quiil n'envisagea que plus tard®®).

Il o’y a cependant de formules absolument générales que dans
les trois premiers cas; puisque dans les cas 4°), 5°) et 6°) la présence
de deux grandeurs qui peuvent s'évanouir  la fois améne des consé-
quences analogues & celles impliquées par le méme fait dans les sys-
témes de coniques®®). On peut aussi regarder comme un théoréme re-
latif aux caractéristiques la formule de 4. Hurwitz donnant le nombre
des coincidences qui ont lieu dans une correspondance singuliere sur
une courbe algébrique [n° 17, note 134).

Appendice.

33. Htablissement de nouvesux liens entre la gdométrie
énumérative et l'mlgdbre. Comme -on Vs déja remarqué [n° 1], la
géométrie énumérative n'opere que sur les degrés des équations algé-
briques; et cependant Vindépendance toujours croissante des méthodes
et labstraction toujours plus grande de ses problemes qui se rappor-
tent maintenant & des figures & autant de dimensions que l'on veut
accroissait toujours la difficulté de conserver les liens existant entre
les expressions numériques cherchées ou trouvées et les équations
auxquelles elles se rapportent. Or le maintien de cette lisison intime,
en nous rappelant toujours le point de départ et la vraie nature des
théories énumératives, est sans contredit un élément de la plus haute
importanee pour le sucees de ces théories. C'est grice & cette liaison que
les recherches énumératives ont pu acquérir Vabondance et aussi la
certitude des résultats trouvés; et c'est encore elle qui, inversement,
nous permet dinterpréter algébriquement ces résultats, et par suite
de les transporter d'un domaine géométrique & un autre pour en dé-
duire sur le champ la solution d’autres questions géométriques relevant
des mémes équations. Aussi, méme dans ces derniers temps, a-t-on
cherché & rétablir ces liens et & les renforcer?).

255) Math. Ann. 17 (1880), p. 163. Cf. note 193,

256) Pour ce qui concerne les deux cas 4°) et 5%, voir les remarques de
G. H. Halphen [Bull, Soc. math, France 8 (1879/80), p. 31] et de H. Schubert {id.
8 (1879/80), p. 8| Pour le cas 6°), H. Schubert avait, dés le début, ajouté lui-
méme les limitations nécessaires.

267) Grace & la variété des aspects et a la Irichesse d'interprétation qui
caractérisent I'objet des recherch thémati , les ions d'envisager une
meéme question aux denx points de vue geometrnque et algébrique sont trés fré-
quentes. On peut citer ici, dans cet ordre d'idées, M. Caspar [Math. Ann. 59
(1904), p. 517] qui n.borde, en se plagant & un point de vue algébrique, des
questions analogues & celles dont on va parler dans ce chapitre.
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En ce qui concerne le principe de correspondance, il rappelle
déja, sous sa premitre forme trds simple [n° 13], une connexion im-
médiate avec une équation algébrique donnant les points de coinei-
dence®®); et le dénombrement des diverses especes de solutions du
probléme conduit a la décomposition en facteurs du premier membre de
Véquation. Cette connexion avec la représentation algébrique se con-
serve aisément dang les formules de coincidence que I'on déduit du
méme principe i V'aide de la multiplication symbolique [n® 25 et 26].
Elle apparait encore en pleine évidence dans la démonstration algé-
brique qu'a donnée K. T'h. Vahlen®®) du principe de correspondance
a % dimensions, ainsi que dans la démonstration algébrique du principe
de Cayley-Brill donnée par A. Brill®®) [n° 17].

Au contraire, dans les applications du principe de permanence,
lexistence des équations correspondantes est supposée a I'avance [n°9].
Mais le méme principe peut aussi bien #'appliquer immédiatement a
des équations algébriques. Cest ce que S. Roberts®!) a utilisé dés 1866
pour rechercher le nombre des soluiions des systémes d’équations que
Ton obtient en égalant & zéro tous les déterminants d'une matrice
dont le nombre des lignes est moindre que le nombre des colonnes;
il remplace, en effet, chaque équation par une autre dont le premier
membre est un produit de facteurs linéaires. Tandis que le calcul
de S. Roberts ne porte que sur le degré relatif a l'ensemble des
variables, 4. Brill*?) dans une étude algébrique des mémes équations

Mais il ¥ & lieu de remarqaer que le but n'est aucunement atteint par les
recherches qui n'ont en vue que de contrdler algébriquement les résultats énumé-
ratifs, soit que les principes ayant servi & l'épumération aient été réellement
précaires, soit que lon juge en général les méthodes algébriques plus sfires que
les méthodes de la géométrie énumérative. 11 faut développer suffisamment les
méthodes respectives pour rendre superflu un controle des résultats d'un coté ou
de I'sutre.

268) Ainei on a pu assurer, dans certains cas, le caractére d’homographie,
ou celui d'involution, par de simples énumérations [n° 12, note 93].

259) J. reine angew. Math. 113 (1894), p. 348.

260) Voir aussi A. Brill, Abh. Akad. Minchen 17 (1892), Abt. I (1888/9),
p. 91/101.

261) J. reine angew, Math. 67 (1867), p. 266. S. Roberts signale lui-méme
V'identité de sa méthode et de celle dont J. Ph. E. de Fauque de Jonquiéres a fait
usage dans ses recherches, citées note 40, on le principe en question joue un
role fondamental. Les recherches de S. Roberts ne sont d’ailleurs qu'une exten-
sion de celles de G. Salmon [Lessons introductory to the modern higher algebra,
{2° éd.) Dublin 1866, p. 229, faites & I'aside du méme principe [cf. note 29).

262) Math. Ann. 5 (1872), p. 378. Voir aussi note 135 et cf 110, 60.
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g'oceupe du degré par rapport aux diverses variables. D. Hilbert®)
utilise, pour les dénombrements relatifs & ce sujet, sa fonetion caracté-
ristique [I 10, 63] liée 4 la méme théorie algébrique®).

11 est essentiel, pour continuer le contact des méthodes énumé-
ratives avec 'algebre, de posséder toujours des définitions exactes des
formes sur lesquelles doivent porter les recherches énumératives a
autant de dimensions que Von veut. De telles définitions ont été
données par C. Segre’) en toute généralité dans le chapitre pré-
liminaire de son ,Introduzione alla geometria sopra un ente alge-

263) Math. Ann. 36 (1890), p. 520/1. A la fin d'un mémoire sur les mo-
dules et les idéaux, E. Lasker [Math. Ann. 60 (1905), p. 20] signale en outre les
applications énumératives suivantes de ses résultats algébriques:

1°) une interprétation du caleul des conditions de H. Schubert avec de
nouveaux fondements pour ce caleul [c( > 28 a 26 do Varticle actuel];

2°) la détermination des ordres ink ts aux systi d’équati: Sals
Roberts;

39) I'établissement des formules de Pliicker et leur extension i l'espace &
n dimensions.

A. Brill [Verhandl. des 3. internat. Math.-Kongresses Heidelberg 1904,
publ. par A. Krager, Leipzig 1905, p 275] a donné un apergu général des postn-
lats algébriques inhé anx énumératives; cf. n° 9, note 7L. Voir
auesi I 10, 60.

264) D'ailleurs une argnmentation analogue 2 celle da principe de perma-
nence du nombre intervient dans la théorie des fonctions elle-méme, et la fonction
caractéristique de D. Hilbert permet d'effectuer [II 14], dans la théorie des
fonctions théts, d’'une maniere assez simple la détermination de certaine nombres.

H. Poincaré |Bull. Soc. math. France 11 (1882/3), p. 129; Amer. J. math. 8
(1886), p. 289; J. math. pures appl. (5) 1 (1895), p. 219], et aprés lui H. Laurent,
E. Picard et plusieurs autres géometres, ont adopté un mode de raisonnement
qui revient & ceci: On sait que le nombre de solutions d'un systeme analytique
d'équations peut étre représenté par une intégrale définie i I'side d'une formule
connue due i L. Kromecker; pourvu que certaines hypothéses soient vérifies,
cette intégrale est une fonction continue des paramétres; comme elle représente
un nombre entier elle ne ssurait donc changer quand on fait varier ces para-
métres d’une fagon continue; on peut donc, pour cbtenir le nombre de solutions
cherché, donner & ces parambtres des valeurs particulitres et ensuite dénombrer.
Cest ainsi que H. Poincaré ne dénombre effectivement dans Je cas de certaines
fonctions théta que quand ces se d t en ti théta-ellip.
tiques.

W. Wirtinger [Untersuchungen iber Thetafunctionen, Leipzig 1896, § 15,
16] a démontré ces théortmes, ainsi que d'sutres plus généraux, en fajsant nsage
de la fonction caractéristique de D). Hilbert, et aussi [Monatsh. Math. Phys. 6
(1895), p. 69; 7 (1896), p. 1] en appliquant une méthode spéciale au calenl d'une
certaine intégrale multiple que l'on obtient en faisant usage de l'intégrale de
Cauchy.

265) Ann. mat. pura appl. (2) 22 (1894), p. 41/142.
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brico semplicemente infinito“. Une forme algébrique (,varietd alge-
brica“) y est définie comme I'ensemble des points dont les coordonnées
vérifient un nombre quelconque d’équations algébriques pouvant aussi
renfermer rationnellement des paramétres indéterminés. 1l peut arriver
qu'un tel ensemble soit constitué de plusieurs parties n’ayant pas
toutes un méme nombre de dimensions. Mais alors, ainsi que le fait
ressortir C. Segre, un théoreme de L. Kronecker **) nous permet d'isoler
ces parties au moyen d’opérations rationnelles, de fagon & obtenir
pour chacune d'elles une représentation & part. C'est une remarque
que l'on pourrait utiliser en bien des cas pour affirmer l'existence
d'une équation algébrique dont le degré serait fourni par le principe
de la conservation du nombre, sans que l'on soit foreé pour cela de
construire effectivement cette équation®”). Dans les applications des
méthodes énumératives, il faut attribuer aussi une haute importance
au fait que toute variété algébrique & % dimensions peut &tre mise
en correspondance birationnelle avec une autre variété de cette mén:e
dimension, mais appartenant &2 un espace & k + 1 dimensions et re-
présentable par conséquent dans cet espace par une seule équation®®).

Dans la définition de C. Segre®®), la nature de 1'élément généra-
teur ou ,point“ demeure tout a fait indéterminée. On la fixe arbitraire-
ment suivant le cas; de sorte qu'une méme variété algébrique peut
s'identifier tour & tour avec les figures les plus hétérogenes et méme
avec des entités géométriques autres que les figures ordinaires; et cela
sans l'intermédiaire d’aucune représentation géométrique.*

Ainsi qu'il arrive dans les représentations des coniques du plan
par les points d'un Sy [n° 31, note 241], la ,variété algébrique“ de
C. Segre est en quelque sorte le type de tous les ensembles susceptibles

266) J. reine angew. Math. 92 (1882), p. 28; J. Molk, Thése, Paris 1884;
Acta math. 6 (1885), p. 147. Voir 'article 19, 69,

267) C'est pourquoi le méme théoréme de L. Kronecker est aussi largement
utilisé dans G. Z. Giambelli **%).

268) L. Kronecker®®®), p. 31; J. Molk*®), p. 155. C'est a ces recherches
que se 1attachent les extensions aux espaces a n di i de la tati
d’une courbe gauche su moyen d'un cdne et d'une surface monoide [II125]. Voir
4 ce sujet 4. Brill et M. Nother [Jabresb. deutsch. Math.-Ver. 3 (1892/3). éd. 1894,
p. 549]. Pour I'analyse des importants mémoires de C.Segre®®®) et C. Segre®™"),
cf. 111 26.

269) ,Cette fagon d’envisager les variétés algébriques indépendamment de
la nature particuli de leurs él ts, et la ption plus générale du ,,point*
qui en resulbs, est déja mise en évidence dans les premiers travaux de C. Segre.
Voir par ex. Consid i intorno alla g delle coniche di un piano [Atti
Accad. Torino 20 (1884/5), p. 487/504].*
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d'stre représentés par les mémes équations en vertu d'une interprétation
géométrique appropride. Grice i ces rapprochements F. Severi®™),
dans un mémoire ok il étudie les nombres caractéristiques et les
singularités projectives des formes engendrées par Pintersection de
plusieurs variétés algébriques, ,ot en particulier les «problemes d’équi-
valence»," a pu trouver, par ex., le nombre des coniques d'un plan
qui sont tangentes & cing coniques données [voir les notes 34 et 35]
en cherchant le nombre des points d'intersection entre cing variétés &
quatre dimensions d’un espace linéaire & cing dimensions.

Des recherches ultérieures ne tarderent pas a stre provoquées par
une note de C. Segre™™) dans laquelle certains résultats du domaine
de la géométrie énumérative®) sont mis en jeu pour déterminer lo
degré des variétés algébriques que I'on obtient en égalant & zéro tous
les déterminants d’un méme ordre tirés d'une matrice rectangulaire ou
carrée ,dont les éléments sont des formes arbitraires dm méme degré
a plusieurs variables’, et en particulier d'un déterminant symétrique.

C. Segre y joint d’autres théortmes de géométrie dépendant de la
détermination de ces degrés. F. Severi®™) y rattache une détermination
du nombre des espaces linéaires & % dimensions coupant plusieurs
tois une méme oo! ratiomnelle d’espaces & A dimensions, cest-a-dire
le nombre des [k] dont chacun posséde la propriété de contenir le
nombre maximum d’espaces générateurs d'une méme oo! rationnelle
d[A)

Quelques recherches énumératives de F. Palatini®™) se rangent
aussi parmi les travanx inspirés de H. Schubert et C. Segre.

Mais I'étude ébauchée par C. Segre était surtout de nature & faire
naitre le désir:

1°) d'obtenir une déduction algébrique directe de ses résultats liée
aux formes algébriques;

270) Memorie Accad. Torino (2) 52 (1903), p. 61 [1902]. F. Severi emploie
tour & tour les diverses méthodes de la étri tive. On y r tre
aussi sous nve autre forme les résuliats de S. Roberts 291).

271) Atti R. Accad. Lincei, Readic. (5) 9 II (1200), p. 258. Le mémoire de
F. Severi*™®) est un peu plus récent.

272) 11 s'agit de deux formules données par H. Schubert (notes 218 ot 283);
la dernitre n'a ét€ démontrée par G. Z. Giambelli qu'aprés la publication des

licati de géomsétri érative données par C. Segre®’?).

273) Atti R. Accad. Lincei, Rendic. (5) 11 I (1902), p. 52. Cette note ren-
ferme anssi la dé tration de quelq des résultats énoncés dans le
mémoire cité note 62.

274) Atti Ist. Veneto (8) 3 (1900/1), p. 871; Atti K. Accad. Lincei, Rendic.
(6) 11 I (1902), p. 815.
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2°) de donmer aux énumérations algébriques qu’il venait d’effectuer
ainsi un fondement de géométrie énumérative a l'abri des objections
soulevées dans les derniers temps (n° 9 et surtout notes 68 et 69).

Cest ce qu'a entrepris de faire G.Z. Giambelli. A Tlaide de
quelques hypotheses relatives i la matrice donnée ,(dont les éléments
sont ici des formes plus générales que dans Ihypothese de C. Segre®), il
parvient®) non seulement & démontrer algébriquement les théorsmes
de C. Segre, mais encore & les généraliser d’'une maniére remarquable,
car au lieu de se borner & la considération des déterminants mineurs
d’ordre donné, il annule en méme temps les deux matrices que 'on
peut déduire de la matrice principale en y supprimant un nombre
quelconque de lignes ou de colonnes.

Plus tard®®) il remania et démontra le principe de permanence
sous la forme suivante qui se rattache au caleul symbolique:

«Une figure I" est assujettie 4 une condition C dont C’ est une
spécialisation ,uniforme“ qui se décompose en plusicurs conditions
Gy, €y ..., O/ ayant méme dimension que C’. Si, pour quelque po-
sition que I'on donne & Ia figure I" par rapport aux figures impliquées
dans la définition de C’, aucune des conditions C; ne peut étre dé-
composée en plusieurs conditions, sans que les dimensions de celles-ci
a l'exception d’une seule excédent la dimension de celle-la, alors on
aura la relation symboligue

‘
¢ =§a(ql;

ou les coefficients a,, a,, ..., a, sont des nombres entiers, positifs ou
nuls, mais dont un au moins sera différent de zéro.»

On peut voir comment cette modification du principe a été con-
firmée par les exemples de E.Study et G.Kohn®™); G.Z. Giambelli en

déduit encore quelques résultats de géométrie & plusieurs dimensions
Ltirés auparavant par H.Schubert de la formulation ordinaire.”

275) Memorie Ist. Lombardo (3) 11 (1906), p. 101 [1904]. 11 avait déja dé-
montré [Atti R. Accad. Lincei, Rendic. (5) 12 I (1903), p. 294] un théordme moins
général. Il en a tiré aussi [id. (5) 14 IT{1905), p.501, 570, 660] des conséquences
géométriques concernant certaines variétés, particuli t celles d par
des systémes linéaires homograpbiques de formes; cf. aussi M. Stuyvaert, Mém.
Soc. sc. Liége (8) 7 (1907), mém. n° 2, p. 4/22 [1906]. Cf. n® 26, note 204.*

276) Jabresb. deutsch. Math.-Ver, 13 (1904), p. 645. Il importe d’obser-
ver que le mot .uniforme* (relativement i certaines spécialisations d'une con-
dition donnée) est pris ici dams un sens spécial que I'auteur a pris soin d'ex-
pliquer (p. 546/7).* Voir aussi Annaes da academia polytechnica do Porto 4
(1909), p. 18. Cf. n° 9, note 71.

277) Cf. notes 68 et 69.




330 H. G. Zeuthen. 1II & Géométrie énumérative. M. Pieri.

34. Applications a des problémes transcendants. Les propriétés
des systtmes de courbes ou de surfaces algébriques qui ne dépendent
pas du degré de celles-ci subsistent encore pour les systémes de
courbes ou de surfaces transcendantes, que l'on définit au moyen
d’équations différentielles algébriques. Par 1a, les méthodes énumé-
ratives s'appliquent aux ,connexes” de A. Clebsch*®) représentés par
une équation différentielle algébrique du premier ordre entre deux
variables (III C, 10). A un tel systéme de courbes planes algébriques
ou transcendantes on peut toujours affecter les caractéristiques ordi-
naires u et v [n° 22], ainsi que l'a fait G. Fouret*™) en utilisant celles-
ci pour la résolution de plusieurs problémes. Le systeme de surfaces
défini par une équation algébrique aux dérivées partielles d'une fonc-
tion de deux variables indépendantes, est appelé par lui*®) un «implexe
de surfaces»; il le caractérise par les nombres & et ¢ de surfaces
tangentes & une droite donnée en un point donné, ou bien tangentes
4 un plan donné en un point quelconque d'une droite donnée du
plan; et, au moyen de ces deux caractéristiques, il exprime le nombre
de fois qu'une surface quelconque de l'implexe satisfait & des con-
ditions algébriques données. Un systéme & caractéristiques ordinaires
u, v, o [0° 22| de surfaces algébriques ou transcendantes est déter-
miné par G. Fouret*™) par certains faisceaux d'implexes. Il a poursuivi
ensuite les recherches énumératives fondées la-dessus, jusqu’a pouvoir
en tirer parti dans quelques problemes d'intégration.

Des recherches analogues & celles de H. Schubert sur les tangentes
singulieres d'une surface algébrique*®) ont été effectuces par A. Voss*?)
pour les tangentes d'un systéme rationnel de points-plans, défini par
une équation différentielle.

Ces sortes de recherches peuvent donmer des critéres servant a

278) Math. Ann. 6 (1878), p. 208; A. Clebsch, Geom.'™) 1, p. 926.

Dans les théoremes de G. H. Halphen concernant la détermination de points
sur une courbe a I'mide d'une équation différentielle [n° 82 notes 249 et 250] il
est tout & fait indifférent que cette équation soit, ou non, intégrable algébri-
quement.

279) C. R. Acad. sc. Paris 76 (1874), p. 831, 1693, 1837; Bull. Soc. math.
France 2 (1873/4), p. 72, 96.

280) C. R. Acad. sc. Paris 79 (1874), p. 467, 689.

281) Id. 80 (1875), p. 167.

282) Math. Ann. 23 (1884), p. 369. Tout systme de cette espéce rentre
d'ailleurs parmi les systtmes de faiscesux de rayons envisagés & un autre point
de vue par H. Schubert [n” 25 et 32]. Voir aussi les recherches de R. Sturm
[Math. Ann, 28 (1887), p. 277] sur les corrélations nulles (systdmes focaux) d'ordre
quelconque.
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reconnaitre si une équation différentielle est algébriquement intégrable.
En effet, les énumérations décélent, d’'une maniére plus ou moins
compldte, la forme de lintégrale algébrique cherchée lorsque celle-ci
existe: aprés quoi il suffit d'une substitution toute mécanique pour
reconnaitre il en est ainsi ou non®?).
Quelques applicati tra dantes des
sont encore mentionnées dans la note 264.

éthodes énumératives

283) Ce point de vue numérico-géométrique intervient par ex. dans la mé-
thode proposée par H. (. Zeuthen [C. R. Acad. sc. Paris 90 (1880), p. 1114] pour

i si une équation différentielle de la forme f(m, Z—Z)—O est inté-

grable algébriquement, on non.
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Avec 'autorisation de Gauthier-Villars, il leur a été substitué I’article intégral
paru quarante ans plus tard, en 1955, dans les (Euvres complétes d’Elie Cartan,
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urs. LA THEORIE DES GROUPES CONTINUS
ET LA GEOMETRIE.

EXPOSE, D’APRES L’ARTICLE ALLEMAND DE G. FANO (TURIN),
PAR E. CARTAN (NANCY).

. — TRANSFORMATIONS. GROUPES DE TRANSFORMATIONS
ET GEOMETRIES CORRESPONDANTES.

1. Transformations. — On trouve déji des traces de transformations
géométriques particulitres chez les géometres grees, en particulier dans
Apollonius (*). Dans les siecles qui nous ont précédds, on s’est souvent
servi de changements de variables, c'est-a-dire de transformations, pour
résoudre des équations algébriques et intégrer des équations différen-
tielles. Mais ce n’est que du début du XIX® siecle que date la notion
moderne de transformation géométrique : d’une part I'étude systématique
des projections, sous 'impulsion des travaux de J. V. Poncelet (3), con-
duisit les géomatres & la considération des transformations projectives (%)
[¢f. 1. 3]; d’autre part, les extensions successives de la notion de
coordonnée habituerent les géometres a regarder les transformations
usilées en analyse, non pas seulement comme de simples changements
de variables, mais comme la traduction analytique de correspondances
entre des figures géométriques. Par une telle correspondance chaque
figure peut étre regardée comme la représentation ou 'image de la
figure transformée.

(1) Cf. G. Lorta, Le scienze esatte nell’ antica Grecia [ Memorie Accad. Modena
(=), t. 11, 1895 ; en partic., p. 231 et suiv.].

(*) x Traité des propriétés projectives des figures (1™ éd.), Paris, :822; (2* éd.), 1,
Paris, 1863, *

(*) Cf- M. Cuasues, Apereu historique sur Porigine et le développement des méthodes
en gdoméLrie (1% éd.), Mém. couronnés Acad. Bruzelles in f°, 11, 1837; (2° éd.), Paris,
1875; (3¢ éd.), Paris, 188,).
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Une transformation est définie analytiquement par un systéme

d’équations

(1) zp = fi(Zi, Ty, - oy Tn) (i=1,2,...,n)

dans lesquelles les variables z), ), ..., Z, sont les transformées des
variables 1, &a, ..., Z5. Les fonctions f; sont supposées définies dans

certains domaines, et la transformation n'existe qu'autant quc les
variables 4, #a, ..., 2n appartiennent i ces domaines. Si les fi sont des
fonctions analytiques de leurs arguments, la transformation est dite
analytique; les transformations analyliques comprennent, comme cas
particuliers, les transformations algébriques, rationnelles, birationnelles,
lingaires, etc. Les cquations obtenues en résolvant, quand cela est
possible, les équations (1) par rapportaux x; définissent ce qu'on appelle
la transformation ¢nverse de la transformation considérée.

Au point de vue géométrique, on pourra regarder les z comme les
coordonnées dans un certain espace (ou dans une portion seulement de
cet espace), de certains étres géomélriques (points, droites, plans,
sphares, ete.); les 2’ pourront de méme étre regardées comme les
coordonnées dans un autre espace (ou dans le méme) de certains autres
otres géométriques. Les équations (1) définissent alors une trams-
formation, ¢’est-d-dire une correspondance entre les premiers étres
géométriques et les derniers. Ceux-ci pourront éire de méme nature que
les premiers, mais aussi de nature différente. On obtiendra ainsi, suivant
les cas, une transformation ponctuelle (é1ablissant une correspondance
entre des points ct des points), une transformation de contact (éta-
blissant une correspondance entre des éléments de contact et des éléments
de contact), une transformation de point & plan (comme par exemple
une transformation par polaires réciproques), etc.

Si un étre géométrique correspond, par une transformation donnée, a
un autre étre géométrique, on peut déduire, au moyen de cette trans-
formation, de chaque propriété du premier une propriélé correspon-
dante du second : cest ainsi que les transformations par polaires
réciproques ont servi & déduire le théoréme de Brianchon du théortme
de Pascal (). Siles deux étres géomdtriques sont de méme nature, il
peut arriver que certaines propriétés du premier se retrouvent dans le
second, autrement dit soient conservées par la transformation : ces
propriétés sont dites ineariantes vis-a-vis de cete transformation.

On peut avoir plus généralement a considérer, non plus une, mais
tout un ensemble de transformations d’une certaine espéce faisant

2. GROUPES DE TRANSFORMATIONS. 3

correspondre les uns aux autres toute une classe d'étres gdométriques.
L'étude de celles des propriétés de ces étres géométriques qui sont
invariantes vis-a-vis des transformations considérées pourra se faire alors
sur un seul des étres géométriques de la classe qui pourra ainsi, a ce
point de vue, étre regardé comme le représentant de la classe.

Parmi les ensembles de transformations d’une espéce donnée, certains
jouent un réle prépondérant : ce sont les groupes de transformations.

2. Groupes de tr Leur classifi —- On dit qu'un
ensemble de transformations, en nombre fini ou infini, forme un groupe
lorsque la transformation obtenue en effectuant successivement deux
transformations quelconques de I'ensemble (transformation résultante
ou transformation produit) est encore une transformation de
I'ensemble (*%¢).

La notion de groupe s’applique non seulement aux transformations
définies plus haut, mais encore a loute espéce d'opérations de quelque
nature qu'elles soient, arithmétique, analytique, géométrique ou autre.
On sait bien que cette notion intervient implicitement en mathémaliques,
comme I'a fait remarquer H. Poincaré, dés les premidres spéculations
géométriques  elle s’est affirmée explicitement pour la premiére fois dans
la théarie des substitutions, en particulier dans la théorie de Galois des
¢quations algebriques ol les opérations qui entrent en considération
échangent les uns avec les autres des objets ou éléments en nombre fini.
La notion de groupe s'introduisit ensuite dans la théorie des invariants
des substitutions linéaires [I.11] et dans ses applications 4 la théorie
des nombres [1.16] et & la géométrie [I11.8].

Les travaux de C. Jordan (°) mirent en évidence la grande portée de
la notion de groupe, qui dépassait de beaucoup les premiéres applications
qui en avaient 616 faites. Dans leurs travaux géométriques, F. Klein (*)

(4 ¥¢) La transformation inverse de toute transformation de Pensemble appartient aussi
4 Yensemble.

(%) Voir les applications que fait C. Jordan ( 7raité des substitutions et des équations
algébriques, Pans 1870, 2¢ et surtout 3* livre) de la théorie des groupes & des problemes
de géométrie et & la théorie des fonclions; voir aussi son Mémoire sur les groupes
de mouvements | Ann. mat. pura appl., (1), t. 2, 1868-1869, p. 167 et 321}

(%) Voir, en particulier, de nombreux articles ( Nachrichten Gesellschaft Gottingen
et Mathematische Annalen) ainsi que les traités suivants : Vorlesungen dber das
Ikosaeder und die Auflssung der Gleichung vom 5 Grade, Leipzig, 1884 ; Vorlesungen
iiber die Theorie der elliptischen Modulfunktionen, publ. par R. Fricke (t. 1, Leipzig,
xﬁgu t. 2, Leipzig, 1Bg2); Ueber die hypergeometrische Funktion, Leipzig, 1894); Vor-

(*) Cu. 3. Bruancron, J. Ec. polyt., (1), t. 13, 1806.

gen tber lineare Differentialgleichungen der zweiten Ordnung (autographié)
Gaottingue, 1894 ;4 vdhite Kapitel der Zahlentheorie (autographié) (t. {, Gottingue,
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et S. Lie () firent de la théorie des groupes une discipline autonome et
montrérent la place centrale qu’elle doit occuper au milieu des autres
théories mathématiques. Pendant que F. Klein étudiait plus particulia-
rement les groupes géométriques discontinus et développait leurs nom-
breuses applications aux diverses branches des mathématiques (théorie
des équations, théorie des nombres, théorie des fonctions), IL. Poincaré *
illustrait d'une manidre éclatante, par sa théorie des fonctions fuchsiennes,
les services que peut rendre dans la théorie des fonctions la théorie
de certains groupes discontinus plus généraux que ceux de F. Klein, En
méme temps, dans une voie toute différente, 5. Lie s’attachaita créer une
théorie nouvelle, celle des groupes continus [11.23] : le présent article
n’est que I'exposé des applications a la géométrie de la théorie des groupes
continus de S. Lie.

On voit d’apres cela qu'on a été amené a distinguer deux grandes
classes de groupes :

1° Les groupes discontinus, qui peuvent eux-mémes btre JSinis ou
¢nfinis suivant qu'ils comprennent un nombre fini ou infini d’opérations ;

2° Les groupes continus qui peuvent eux-meémes &ire Jinis ou infinis

1896 ; t. 2, Gittingue, 1846). Voir aussi : R. FRickE et F. KieN, Vorlesungen iber die
Theorie der automorphen Funktionen (1. 1. Leipzig, 1897; t. 2, Leipzig, 1gor, livre I).

On consultera plus particulitrement : Vergleichende Betrachtungen iiber neuere
geometrische Forschungen, Programm zum Eintritt in die philosophische Fakuluit zu
Erlangen, Erlangen, 1872; reproduit, avec des compléments : Math. Ann., t. 43, 1843,
p. 63; traduit en italien par G. Faro, Ann. mat. pura appl., (2), t. 17, 1889-18go, p. 307;
en frangais par H. Paoi, Arn. Ec. Norm. sup., (3), t. 8, 1891, p. 87, 173; en anglais
par M. W. Haskerr, Bull. New-Vork Math. Soc., t. 2, 1892/3, p. 215. Voir aussi F. KLe,
Einleitung in die hihere Geometrie (autographié), t. 1, Gottingue, 1892; t. 2, Gattingue,
1893.

(") En grande partie dans Forhandlinger Videnskabs-Selskabet Christiania; Archiv
Sfor Math. og Naturvidenskab (Christiania); Nachrichten Gesellschaft Gottingen;
Math. Arnalen; Berichte Ges. Leipsig. On trouvera une liste de ces articles faite par
F. Exoer [ Bibl. Math., (3), t. 1, 1900, p- 174])- La théorie générale des groupes de trans-
formations est exposée dans: S, Lir et ENGEL, Theorie der Transformationsgruppen,
t. 1, Leipzig, 1888; t. 2, Leipzig, 18g0; t. 3, Leipzig. 1893. Un exposé plus élémenlaire a
été fait par G. Scurrrens dans S. Lie, Vorlesungen iber kontinuiertichen Gruppen mit
geometrischen und anderen Anwendungen, Leipzig, 1843,

(*) Théorie des groupes furchsiens (Acta Math.,t 1, 188/83, p-1); Mémoire sur les
fonctions fuchsiennes (Acta Math., t. |, 1882/83, p. 193); Mémoire sur les groupes
kleinéens (Acta Math , t. 3, 1883/84, p- 49). Voir aussi les différentes Communications
faites antérieurement (C. R. Acad. Sc., 1. 92, 1831, p. 333, 395, 859, 957, 1198, 1274,
14845 t. 93, 1881, p. 44, 301, 581 ; L. 94, 18%2) dans lesquelles il étudie les groupes discon-
tinus de substitations linéaires d’une variable complexe au moyen de décompositions du
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suivant que leurs transformations dépendent seulement de parametres
arbitraires ou de fonctions arbitraires.

On appelle, d'aprés S. Lie, groupe continu Jfind & r paramétres un
ensemble de transformations de la forme (1), dépendant de r paramétres
arbitraires essentiels (complexes), possédant la propriété caractéristique
des groupes, el contenant la transformation identique. Un ensemble de
transformations de la forme (1) constitue au contraire un groupe infini
lorsqu’elles dépendent d’un nombre infini de paramétres arbitraires
(ou lorsqu’elles dépendent de fonctions arbitraires). Mais en réalits
I'énoncé précédent donne des groupes infinis une définition beaucoup
trop générale pour pouvoir étre utilisée dans l'état actuel de l'analyse.
S. Lie I'a restreinte en réservant le nom de groupe infini au groupe
formé d’un ensemble de transformations de la forme (1) jouissant de
la propriété que les fonctions f; soient les solutions les plus générales
d’un certain systéme d’équations aux dérivées partielles en nombre fini :
ce systéme d’équation aux dérivées particlles constitue les équations de
définition du groupe (?). On peut d’ailleurs faire rentrer les groupes
continus finis dans la catégorie générale précédente en supposant
que la solution générale des équations de définition du groupe ne
dépend que de constantes arbitraires.

11 existe aussi des groupes qui se composent de plusieurs familles de
transformations, dont chacune est continue, sans quil y ait un passage
continu d'une famille 4 lautre, 'une de ces familles formant un groupe
continu (fini ou infini). On désigne ces groupes sous le nom de groupes
miztes (1°).

Quelque diverse que soit la nature des opérations qui composent un
groupe, il est certaines notions qui se retrouvent toujours et qui font
pour ainsi dire corps avec celle de groupe; telles sont les notions de
groupes semblables, de sous-groupes, de sous-groupe invariant. Certains
théordmes relatifs & ces notions se retrouvent de meéme dans toutes les
catégorie de groupes. Mais il est d’autre part évident que l'appareil
analylique qui sert & raisonner sur ces notions dépend essentiellement
de la catégorie de groupes dont il s'agit. lin particulier, I'une des notions

(°) Les principes de la théorie des groupes infinis de S. Lie sont exposés : Forhand-
linger Videnskabs-Selskabet Christiania, 1883, éd. 1884, mém. o° 12; 188y, éd. 1890,
mém. ne 7; Ber. Ges. Lpz. (math.), t. 43, 1891, p. 3:6 et 353 ; Untersuchungen itber.
unendliche kontinuierlichen Gruppen, en partie rédigé par F. Encer, Abh. Ges. Lpz
(math.), t. 21, 1895, p. 41. .

(1) Transformationsgruppen, t. 1. On peut citer comme exemples le groupe des
dépl

plan et de 'espace en polygones et polyedres, et oit il construit des fonctions fuschi
et kleinéennes correspondantes.

ts et retournements, le groupe des substitutions lindaires dont le détermi-
nant est entier, ou racine nitme de l'unité,
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les plus importantes comme on le verra plus loin, celle de structure (loi
de composition des opérations du groupe) se présente dans le cas des
groupes continus sous une forme analytique spéciale. S. Lie a introduit
dans cetle théorie la notion nouvelle, et trés importante en elle-méme,
de transformation infinitésimale. 1l représente la transformation

infinitésimale
Sz =k bt

N
X/f- ’Z“Txl

qui indique que la fonction f des variables zy, ..., z, est changée par
la transformation infinitésimale dans la fonction f+ X /8¢, Un groupe
Jfini & r paramétres contient r transformations infinitésimales (ndé-
pendantes

par le symbole

XS, Xofy, - Xofy

toute transformation infinitésimale du groupe pouvant, d'une manitre
¢t d’une seule, étre mise sous la forme d’une combinaison linéaire a
coefficients constants de X f, ..., X,/f. On obtient les transformations
finies du groupe (au voisinage de la transformation identique) en
effectuant une infinité de fois de suite les transformations infinitésimales.

Les crochets
(X Xp) = Xi(Xef) — Xa(Xef)

sont des fonctions lindaires des X; a coefficients constants ci;; : ce sont
ces coefficients qui déterminent analytiquement la structure du groupe.
A tout systtme de constantes cix satisfaisanl a certaines relations
algébriques détermindes [1I.00] correspondent une infinité de groupes
4 r parametres de méme structure.

Les groupes continus infinis peuvent aussi étre regardés comme
engendrés par des transformations infinitésimales ; la premizre définition
donnée par S. Lie de ces groupes en 1883 (*!) faisait méme intervenir
uniquement une propriété de leurs transformations infinitésimales, a
savoir que les fonctions & qui y entrent devaient satisfaire 4 un certain
systéme d’équations aux dérivées partielles linéaires en nombre fini.
.On n’a cependant pas élendu au cas des groupes infinis I'utilisation de
transformations infinitésimales pour la détermination analytique de la
structure. Mais il est possible de déduire, par un procédé régulier, des
équations de définition d’un groupe continu quelconque, fini ou infini,

('Y) Forhundli Videnskab. Iskabet Christiania, 1883, éd. 1884, mém. n° 12,

3. POINT DE VUE DE KLEIN. 7

un systéme de constantes (identiques aux constantes ciy dans le cas des
groupes finis), auxquelles il peut étre nécessaire d’adjoindre certaines
fonctions dans le cas des groupes infinis, et qui définissent analyti-
quement dans tous les cas la structure du groupe {12).”

3. Point de vue de Klein : la géométrie regardée comme I'étude d’un
groupe. La théorie des invariants attachés 4 un groupe. — F. Klein 2
montré en 1872 (13) le réle important joué en géométrie par les groupes
de transformations, en particulier par les groupes continus et les groupes
mixtes. Certaines théories géométriques ne constituent au fond que
P'étude d’un certain groupe.

La géométrie élémentaire en particulier a pour but I'étude des
propriétés des figures qui sont indépendantes de la position que ces
figures occupent dans I'espace, de leurs dimensions absolues, et du sens
dans lequel les différentes parties des figures sont disposées (ce sens
¢tant le méme pour deux figures superposables, mais non pour deux
figures symétriques par rapport a un plan). Autrement dit les propriétés
en question sont celles qui sont conservées par tous les déplacements,
toutes les transformations homothétiques, toutes les symétries et plus
généralement toutes les transformations qui résultent de la composition
des précédentes. Ces transformations forment un groupe appelé par
F. Klein le groupe fondamental. Les propriétés « géométriques » des
figures sont donc caractérisées par leur invariance vis-a-vis des trans-
formations du groupe fordamental. La géoméiric ¢lémentaire se
présente ainsi comme la théorie des invariants du groupe fondamental
de transformations.

11 y a plusieurs manitres de généraliser les considérations précédentes.
On peut d’abord, au lieu de considérer toutes les propriétés géométriques
des figures, ne porter son attention que sur celles qui sont invariantes
vis-d-vis d’un groupe plus élendu de transformations ; c'est & ce point de
vue, pour prendre un cxemple simple, qu'on peut considérer les
propriétés projetives des figures. Mais on peut, d’une maniére beaucoup
plus générale, considérer des variétés 4 un nombre quelconque de
dimensions et se poser le probléme suivant :

Etant donnée une variété quelcgnque, et dans cette variété un
groupe de transformations, étudier les propriétés des figures de cette

(12) E. CARTAN, Ann., Ec. Norm. sup., (3), 1, 21, 1904, p. 153-206; voir Ch. I, p. 176,
() Programme Erlangen. Voir aussi : Hihere Geometrie, t. 2, Gottingue, 1893,
p. 27 et suiv,
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variété qui sont consercées par les transformations du groupe. La
géométrie ¢lémentaire apparait ainsi, 4 ce point de vue, comme un cas
particulier d’une série de théories géométriques dont chacune est carac-
térisée par un cerlain groupe qui lui sert de groupe fondamental.

Au point de vue précédent, toute géomélrie est Iétude d’une certaine
variété (espace ou portion d’espace) a laquelle on a adjoint un certain
groupe, le groupe fondamental. Analytiquement les transformations de
ce groupe sont représentées par des équations de la forme (1), oules
sontles coordonnées des points qui engendrent la variété. Si Pon change
le systéme des coordonnsées, les transformations du groupe fondamental
prennent en géncral une autre forme analytique ; le groupe primitif est
remplacé par un groupe semblable, mais sans que cela change en rien
I'essence de la géométrie consideree.

. 11 peut arriver que pour deux systémes de coordonnées différents, les
équations du groupe aient la méme forme : il en est ainsi en particulier
pour les systémes de coordonnées équivalents. Convenons d’appeler
équivalentes deux figures qui se déduisent I'une de I'autre par une
transformation du groupe. Considérons, ce qui est toujours possible
d’une infinité de manieves, une figure (Fo) qui ne se reproduise que par
la transformation identique du groupe fondamental (par exemple un
tétragdre en géométirie élémentaire). Toute transformation T du groupe
change (F,) en une figure équivalente (F), de telle sorte qu’a chaque
figure (F') correspond une transformation T et une seule du groupe. Cela
posé, si la figure formée de (F) etd’un point M est équivalente & la figure
formée de (Fy) et d'un point My, on pourra dire que le point M est placé
par rapport & (F) comme le point M, est placé par rapporta (F,). Etant
donné un systéme de coordonnées, dit primitif, on en aura un autre, qui
sera équivalent au premier, en donnant pour coordonnées au point M
les coordonnées primitives du point M,. On peut dire que le systéme de
coordonnées primitif définit, suivant une certaine loi, la position d’un
point par rapport a la figure de référence (Fo); le nouveau systdme de
coordonnées équivalent définit suivant Ia meme loi la position du point
par rapport & la figure de référence (F). Le passage des anciennes
coordonnées aux nouvelles coordonnées définit Ia transformation du
groupe inverse de celle qui fait passer de (Fo) a (F). En géométrie
analytique élémentaire on prend habituellement un systéme de coor-
données cartésiennes défini par un triedre trireclangle et une unité de
longueur. Tous ces systémes de coordonnées sont équivalents.”

On appelle corps un ensemble de figures (lignes, surfaces, familles de
lignes, etc.) jouissant de la Ppropriété suivante :

3. POINT DE VUE DE KLEIN, 9

Les différentes figures équivalentes & une Jigure quelconque de
Uensemble appartiennent encore & Pensemble.

Le corps est fini si les figures (ou éléments) qui le composent dé-
pendent seulement de paramétres arbitraires; sinon il est infini. Dans
le premier cas les parametres dont dépendent les éléments du corps
peuvent étre regardés comme les coordonnées de ces éléments. Citons
en géométrie élémentaire, le corps fini des plans, celui des spheres,
celui des faisceanx de plans, celui des complexes linéaires, celui des
faisceaux de plans paralleles, etc.

Lorsqu’un corps est fini, ses différents éléments sont échangés entre
eux par un groupe de transformations portant analyliquement sur les
coordonnées des éléments du corps.  Deux corps sont équivalents
lorsque leurs éléments dépendent du méme nombre de paramétres et
lorsque de plus les deux groupes de transformations qui expriment de
quelle maniére le groupe fondamental échange entre eux les éléments
des deux corps sont semblables (**). Si deux corps sont ¢quivalents on
peut choisir les coordonnées de leurs ¢léments de maniere que ces deux
groupes deviennent identiques ; on peut alors établir entre les éléments
des deux corps une correspondance biunivoque telle que les deux

" éléments correspondants des deux corps soient changés par une transfor-

mation quelconque du groupe fondamental en deux autres éléments
correspondants. Clest ainsi qu'en géométrie ¢lémentaire on peut
faire correspondre & toute droite de I'espace le faisceau de plans dont
celte droite est 'axe, ce qui met en évidence 'équivalence du corps des
droites et du corps des faisceaux de plans (non paralleles). Il y a de
méme équivalence entre le corps des faisceaux de plans paralléles et le
corps des réseaux de droites paralldles, tout faisceau de plans paralléles
correspondant au réseau formé des droites perpendiculaires aux plans
du faisceau.”

Nous avons jusqu'ici regardé Pespace comme engendré par des points.
Depuis lintroduction du principe de dualité, on a pris I'habitude de
considérer également l'espace comme susceptible d’etre engendré par
des plans. De ce point de vue on regarde un point comme la figure

(1) Cest F. Klein qui a montrd Pimportance de cette notion cn développant & propos
des systémes de vecteurs et des torseurs en géométrie ¢lémentaire, un « principe pour
une clagsilication rati lle des d géométriques ». Voir F. KLEIN, Zur Schrauben-
theorie von Sir Robert Ball (Z. Math. Phys. t. &7, 1902, p. 23; reproduit Math. Ann,,
t. 62, rgo6, p. 419). La théorie des torseurs de R. S. Ball est exposée dans son livre :
Theory of screws, a study in the dynamics of a rigid body, Dublin, 1876, et dans 4
treatise on the theory of screws, Cambridge, 1900.
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formée d’un réseau linéaire de plans, et toute figure engendrée par des
points peut, par suite, ¢tre regardée comme engendrée par des plans.
Ce point de vue peut étre et a été généralisé. On pourra toujours, dans
une géométrie donnée, regarder l'espace comme engendré’ par les
¢léments d’un corps (fini) (C), 4 la condition que tout point puisse étre
regardé comme un licu d’él¢éments de ce corps, ou d’une maniére plus
exacle, & la condition qu'il existe un corps (C'), dont chaque élément
soit un lieu d'éléments de (C), et qui soit équivalent au corps des points
de Pespace. Pour qu'il en soit ainsi, i faut et i suffit que la trans-
Sformation identique du groupe fondamental soit la seule qui
reproduise tous les éléments du corps (C), ou encore qu’il n’existe
aucun sous-groupe invariant du groupe fondamental reproduisant tous
les ¢léments de (G).

Lorsqu'on choisit les él¢ments d’un corps (C) comme éléments
géndrateurs de l'espace, le groupe fondamental prend une forme ana-
Iytique toute différente de celle qu'il avait; il est représenté analyti-
quement par des équations qui expriment, en fonction des coordonnées
d'un élément du corps (C), les coordonnées de I'élément transformé.
Le nouveau groupe fondamental est isomorphe holoédrique de I'ancien
sans lui étre en général semblable. I est bien évident que, quel que soit
celui des deux groupes qu'on mette A la base de la géométrie, cette
géométrie reste cssentiellement la meme.  Si le groupe fondamental
primitif est un groupe infini, au sens deS. Lie, les éléments du corps (C)
seront transformés par un groupe infini, mais qui ne sera pas néce-
ssairement un groupe au sens de S. Lie; pour qu’il en soil ainsi, il faudra
que le corps (C) satisfasse & certaines conditions. Il conviendra de
choisir le corps des ¢lémenls géncrateurs de l'espace de maniére que
ces conditions soient remplies.”

Il résulte des considérations précédentes que deux géométries pourront
¢ire regardées comme équivalentes toutes les fois qu’on pourra choisir
les corps des éléments générateurs dans les deux géométries de maniére
que ces corps dépendent du méme nombre de parametres et que les
deux groupes fondamentaux correspondants soient semblables. Nous
verrons plus loin & quelles conditions il en est ainsi [¢f. n® 35].

Dans deux géométries équivalentes on peut établir une correspondance
biunivoque entre les notions, les postulats et les définitions de 'une et
les notions, postulats et définitions de l'autre de mani¢re qu’a tout
théoréme de Pune des géométries corresponde un théordme de Vautre et
réciproquement. Les énoncés des théorémes différent quant aux termes
employés; mais la structure intime des deux géométries est la méme.

3. POINT DE VUE DE KLEIN. 1

Nous avons supposé jusqu'a présent que, comme cn géomélrie
¢lémentaire, les points de I'espace formaient un corps ; mais il existe des
géométries dans lesquelles il n’en cst rien, par exemple la géomdtrie
projective ¢tendue, la géométrie des sphéres orientées, la géométrie de
Laguerre, les géométries de contact, etc. Dans ces géométries le groupe
fondamental est défini pour un cerlain corps d’éléments geénérateurs,
nécessairement différents des points.

_Les éléments générateurs pourraient aussi dépendre de fonctions
arbitraires ; mais alors le groupe fondamental serait, analytiquement,
un groupe fonctionnel; nous laisserons ce cus de cote.”

Lorsque dans une géométrie on a fait choix d’un corps d’cléments
générateurs, ou plus bricvement, d’éléments de P'espace, et, pour ces
¢léments, d'un systeme de coordonnées, les théorémes fondamentaux de
cette géométrie sont fournis par la solution du probléme d’analyse
suivant : Etant donnée une variété, et dans cette variété un groupe
de transformations, déterminer tous les invariants de ce groupe.
Un invariant est une fonction des coordonnées qui conserve sa forme
pour toute transformation du groupe fondamental; on distingue les
invariants absolus et les invariants relatifs : ceux-ci ne se reproduisent
qu'a une puissance prés d’un facteur dépendant des paramdtres de la
transformation. Les invariants precédents sont les invariants du corps
des éléments générateurs de I'espace; tout corps fini peut admettre des
invariants, fonctions des coordonnées des ¢léments du eorps. Certains
corps peuvent ne pas admettre d’invariants ; mais il existe toujours des
corps finis qui en admettent. 11 existe aussi d’autres especes d’invariants,
les invariants différentiels. Dans sa théorie des groupes de transfor-
mations, S. Lie a résolu dans ses traits essentiels le probléme de la
détermination des invariants. Nous y reviendrons plus loin [¢f. n® 44
et suiv.].

Le point de vue de F. Klein qui vient d’¢tre exposé a 'avantage de
mettre en évidence la vraie nature de la géométrie différentielle et de
montrer que cette géométric ne s'oppose pas & la géométrie projective
ou 4 la géométrie algébrique. Elle ne s'oppose qua la géométrie de
Vespace complet. De méme qu'il y a une géométrie métrique, une
géométrie projective, etc. qui traitent des propriétés métriques, projec-
tives, etc. de ’espace pris dans son intégralité, il y a une géométrie
différenticlle métrique, une géométrie differentielle projective, etc. qui
traitent des propriétés métriques, projectives, etc. de V'espace pris au
voisinage d’un point. La théorie des invariants différentiels est du
domaine de ces géométries différentielles.
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Dans son Programme d’Erlangen (*), F. Klein a indiqué plusieurs
groupes géome¢iriques dont les théories n'ont été développées que plus
tard. De nouveaux groupes géométriques ont 6té considérés depuis,
quelques-uns de leurs sous-groupes onl été ensuite étudiés pour eux-
mémes. Nous nous bornerons dans ce qui suit aux plus importants.

4. La géométrie élémentaire et son groupe fond 1. La géométrie
euclidienne. — Le groupce fondamental de la géométrie ¢lémentaire,
dont il a déja ¢té question, est formé de 'ensemble des transformations

par similitude qui comprennent en particulicr les déplacements et les
retournements : ces derniers sont des «opérations de deuxiéme espéce»,
dont chacune est le produit d'un déplacement et d'une symétrie. Ana-
Iytiquement et ¢n coordonndées cartésiennes dans I'espace E,, toutes ces

transformations résultent de la composition :

1° des translations

=+ A, =y -+B, 5 =23+ C;
2 des rotations autour de U'origine
r=ar + by +cz
n=dzx+by+c [ab' "] =

=+ by + s,

les neuf coefficients de ces formules ne dépendent que de trois paramétres
essentiels ;

3° des transformations homothétiques ayant origine pour pole

yi=1iy, Z1= h 3.

Le groupe fondamental de Pespace dépend en tout de 7 para-
métres, celui du plan de 4 paramétres, celui de I'espace a » dimen-

sions E, de w —+ 1 paramétres. On donne d’habitude le nom de

propriétés métriques a celles des propriétés des figures qui sont in-
variantes par ce groupe. Les distances sont des invariants relatifs, les
angles des invariants absolus.

On ne considére ordinairement, en géométrie élémentaire, que les
¢léments et les transformations réels, bien que les formules précédentes
conservent un sens dans le domaine complexe.

F. Klein a appliqué un principe de classification rationnelle des
grandeurs géométriques (**) aux-« grandeurs helicoidales » (mouvements

5. GROUPE PROJECTIF GENERAL. 13

instantanés d'un corps solide, systémes de forces, torseurs de Ball). Un
torseur de Ball, c’est-a-dire I'ensemble des hélices circulaives d'axe
donné, de sens de rotation donné et de pas donné, correspond d’une
maniére univoque au complexe linéaire form¢ des binormales a ces
helices. Le corps des torseurs de Ball est done équivalent au corps des
complexes linéaires. La théorie des torseurs de Ball est au fond identique
ala géométrie réglée élémentaire ou concréte qui admet le meme groupe
fondamental qne la géométrie élémentaire mais qui utilise le complexe
linéaire comme ¢lément générateur de espace.

Dans ses cours, F. Klein a repris la classification des grandeurs
géométriques de la mécanique et de la physique par rapport au groupe
fondamental.

JLa géométrie euclidienne est celle dont le groupe fondamental est
form¢ des déplacements et des retournements. Ce groupe est invariant
dans celui de la géométrie ¢lémentairc; en géomdirie euclidienne les
distances sont des invariants absolus.”

3. Groupe projectif général. Géométrie projective. — Le groupe pro-
Jectil général de espace E, est le groupe des transformations pone-
tuelles qui jouissent de la propriété que tous les points d’'une multiplicité
plane E,_; sont transformés dans les points d’unc autre multiplicité
plane E,_,. Si 'on utilise les coordonnées homogenes, chaque transfor-

mation projective est représentée analyliquement par une substitution
linéaire et homogene effectuée sur les 7 + 1 coordonnées.

On donne le nom de propriétés projectives aux propriétés des figures
qui sont invariantes vis-a-vis du groupe projectif, et la géométrie pro-
jective est celle qui étudie les propriétés projectives. Elle peut étre
construite en partant des notions fondamentales de multiplicités planes
(de différentes dimensions, de I'incidence de deux multiplicités planes,
deTordre des points d’une droite {multiplicité plane & une dimension)(*#).
Les différentes propriétés projectives résultent de combinaisons logiques
de ces notions. La recherche des invariants projectifs constitue une
théoric mathématique désignée souvent sous le nom d’ « Algebre
moderne», d’ « Algebre des transformations linéaires», de « Théorie
des formes algébriques » [1.11].

Dans E, le groupe projectif général contient n(n - a) paramétres.

(%) F. Exriques, Lesioni di g tria projettiva, Bologne, 18¢8; (2* éd.), Bologne,
1904; traduit en Allemand par H. FLEIscHER, Leipzig, 1903, et en frangais par P. LABERENNE,
Gauthier-Villars, Paris, 1930 (voir en partit., § 5 et 6).




14 G. FANO. GROUPES CONTINUS ET GEOMETRIE. E. CARTAN.

Si I'on ajoute aux transformations projectives proprement dites (homo-
graphiques) les transformations dualistiques [dépendant également
de n(n+ 2) paramétres| qui font correspondre aux points les multipli-
cités plaues E,_. et réciproquement, on obtient un groupe mixte, qui
est le groupe fondamental de la Géométric projective étendue.
Lorsqu’on prend pour groupe fondamental le groupe formé des trans-
formations homographiques et dualistiques, les points ne forment plus
un corps; il faut alors choisir d’autres ¢léments générateurs de I'espace.
Dans E; on obtient un corps d’éléments générateurs en prenant I’'en-
semble des droites; avec ce choix d’éléments générateurs, la géométrie
projective prend le nom de Géométric réglée projectice [ cf.n® 10]. On
pourra de meme dans chaque espace K, a un nombre impair 2 de
dimensions, prendre les muliiplicités planes T

comme ¢léments

générateurs de Uespace. On peut aussi, pour une valeur quelconque de n,
choisir pour ¢lémenl générateur Uensemble d’un point et d'une multi-
plicité plane o,y (1*); on peut aussi prendre I'ensemble d’un point ct
d'une E,_y contenant ce point; on obtient ainsi dans le plan V'élément
de courbe; dans Pespace E, V'élément de surface, ete.

Dans la géométrie projective proprement dite et la géométrie projective
étendue, on peul soit exclure soit admettre les éléments imaginaires.
Dans le premier cas on obtient la Géométrie projective réelle [1IT.8]
dans laquelle on regarde comme essentiellement distinctes une involution
hyperbolique et une involution elliptique sur une droite, et de méme
une surface du second ordre réglée et une surface non réglée. Dans le
sccond cas on obtient la Géométrie projective complexe dans laquelle
toute involution a deux points doubles et toutes les involutions, aussi
bien que toutes les surfaces du second ordre non dégénérescentes, sont
homologues (¢'est-a-dire sont transformables I'une dans l'autre par une
transformation projective convenablement choisie). Clest K. G. Chr.
von Staudt (**) qui a fondé cette géométrie projective complexe.

Le groupe projectif admet encore une autre sorte d’extension par
Pintroduction des transformations antiprojectives : on obtient une trans-
formation antiprojective en effectuant d’abord une transformation

rojective et en remplagantl ensuite Uélément transformé par son com-
d] plag P

(1) , N. LENNES, [ Ann. math, (2), . 13, 1911/2, p. t1] a établi un systeme de postulats
permettant de fonder la géométrie projective lorsqu'on prend pour élément générateur
T'ensemble d’un point et d’un plan. *

(M) Beitrage sur Geometrie der Lage, fasc. 1, Nuremberg, 1856; fasc. 2, Nuremberg,
1857 ; fasc. 3, Nuremberg, 1860.
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plexe conjugué (**). La nécessité de l'introduction de ces nouvelles
wansformations ne s’est pas fait sentir tant qu'on s’est borné & consi-
dérer en géométrie projective complexe des figures définies par une
ou plusieurs ¢quations analytiques entre les coordonnées d'un point.
Mais l'introduction de ce que C. Segre (1#) appelle les figures hyper-
algsbriques, définies par des équations algébriques par rapport aux
coordonnées d'un point et 4 leurs complexes conjuguées, a nécessité
I'introduction des transformations antiprojectives. , Parmi les figures de
cette géométrie projective complexe élendue, signalons en particulier
les chaines (**) qui sont des lieux de points susceplibles d’éire trans-
formes par une transformation projective convenable, en des lieux de
points tous réels. Signalons aussi les hyperconiques et hyperquadriques
réelles obtenues ¢n annulant une forme d’Hermite (2°) et dont il sera
quo:,tiun plus loin. La g omdélirie projccli\'c de la droile complexe, au

point de vue étendu qui vient d'étre indiqué, est équivalente a la géo-

eurs réciproques du plan, les chaines de la droite

métrie des rayons vee
complexe eorrespondant aux cercles du plan réel.”
On peut enfin considérer une Géométrie projectice bicomplere, etc.

6. Sous-groupes continus du groupe projectif général. — Certains des
sous-groupes du groupe projectif géncral de E, présentent un intérét
capital. Presque toutes les géométries considérées jusqu’a présent
admettent cn effet, par un choix convenable de I'élément génératcur et
de ses coordonnées, pour gronpe fondamental un sous-groupe du groupe
projectif général (du moins dans le cas on ce groupe fondamental est

(1) Le fait que ces transformolions ne se raménent pas a des transformations pro-
jectives avait déjd ¢té remarqué par K. G. Chr. von Staudt | Beitrdge (), n° 2851
Pour n =1, c’est-a-dire dans le cas de la droite complexe, ces transfornations antipro-
jectives ne sont pas autre chose que les inversions qui depuis B. Riemann ont joué un
role si important dans la théorie des fonctions d’une variable complexe (F. Kiem, Ueber
Riemanns Theorie der algebraischen Funktionen und ihrer integrale, Leipzig, 1882;
en partic , p. 70 et suiv.). Ces transformations sont introduites explicitement pour 2> 1
par C. Juel (Bidrag til den imagindre linies og plans geometrie, Diss. Copenhagen,
1885; Acta math., t. 14, 18go/1, p. 1), et, indépendamment de C. Juel, par C. Segre
(Atti Accad. Torino, t. 25, 188g/go, p. 276, 430, 592; t. 26, 18go/1, p. 33; Math. Ann.,
t. 40, 1892, p. 413).

(1%) ,Les chaines linéaires sont déjd considérées par K. G. Chr.von Staudt[ Beitrdge ('),
n° 206. Voir aussi C. Seare (ALti Accad. Torino, t. 25, 1889/go, p. 430); J. W. Youxa (Ann.
math., (2), t. 11, 910, p. 33; Trans. Amer. math. Soc., t. 11, rgro, p. 280); dans
ce dernier article, J. W. Young considére dens le plan complexe les chaines planaires qui
se déduisent, par une transformation projective, de la figure formée par tous les points
réels du plan. *

() C. Sgone, Atti Accad. Torino, t. 25, 1889/go, p. 592.
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fini). Les résultats connus relativement a ces sous-groupes se rapportent
en majorit¢ au cas ou les transformations et les paramétres sont
complexes (21).

a. Le groupe projectif général de la droite (n=1) est & trois para-
métres. Chacun de ses sous-groupes a deux paramdtres est formé de
Pensemble des transformations projectives qui laissent invariant un
point fixe; chacun de ses sous-groupes a un paramétre, de'ensemble des
transformations projectives qui laissent invariants deux points fixes
(distincts ou confondus) (22).

S. Lie (3*) a aussi démontré le théoréme suivant : Tout groupe continu
fini dans une variété (complexe) & une dimension est semblable & un
groupe projectif et contient par suite au plus trois paramétres
(complexes).

Ce theordme est aussi vrai (**) dans le domaine réel (* ).

5. 5. Lic a déterminé tous les types de groupes continus projectifs du
plan, ainsi qu'un représentant de chaque type. Deux groupes projectifs
sont dits appartenir au méme type lorsqu’on peut passer del'un a I'autre
par une méme transformation projective cffectuée aussi bien sur les
¢léments primitifs que sur les ¢léments transformés (2¢).

La détermination effectuée par S. Lie a mis en évidence le théordme
suivant : Tout groupe projectif continu du plan laisse invariant un
point ou une droite, i moins qu'il ne soit le groupe projectif général
ou le groupe projectif a trois parameétres d'une conigue non dégéné-
rescente.

W. F. Meyer a déterminé les ¢quations finies des différents types de
groupes projectifs du plan, aussi bien en coordonnées non homogenes

(*) En ce qui concerne les groupes réels, voir S. Lis, Transformationsgruppen (),
1. 3, p. 369. Gn pourra consulter aussi, pour n =1 et n = 2, el pour certains groupes
particuliers i trois variables, les travaux de H. B. Newson ().

(**) 8. Lie et G. Scuesrers, Kontinuierliche Gruppen, p. 129; S. Lig, Transfor-
mationsgruppen (), t. 3, p. 17.

(**) Gott. Nachr., 1874; Math. Ann., t. 16, (880, p. 455; Theoric der Transformations-
gruppen, t. 3, p. 6.

(**) Transformationsgruppen (), t. 3, p. 369.

(**) On doit & H. B. Newson ( Bull. Univ. Kansas, t. 4, 1895, p. 71; Bull. Amer. math,
Soc., t. 6, 1899/1900, p, 431) des recherches synthétiques sur les groupes projectifs continus
réels de la ligne droite. Il sest occupé aussi (Bull. Univ. Kansas, t. 1, 1902, p. 115)
des groupes projectifs complexes de la droite, interprétés comme groupes conformes
réels da plan.

(**) Math. Ann., t. 16, 1880, p. 522 et suiv.; Archiv JSor Math. og Naturvidenskab
t. 10, 1885, p. 74, (1884); S. Lie et G. Scnerrers, Kontinuierliche Gruppen p. 288,
Transformationsgruppen ("), t. 3, p. 106,
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qu'en coordonnées homogénes (*7). Chacun de ces types peﬁt étre
caractérisé par une certaine figure qu’il laisse invariante et aussi par une
certaine équation différentielle invariante.

H. B. Newson a déterminé aussi les groupes projectifs du plan, mais
d’une maniére synthétique (2*). Il prend pour point de départ les homo-
graphies définies par perspective et leurs groupes (29), il compose ensuite
a l'aide de ces groupes particuliers des groupes projectifs de plus en
plus étendus. I retrouve ainsi tous les groupes projectifs obtenus par
S. Lie et il donne de plus les ¢quations finies de chacun d’eux (39).

¢. Tous les sous-groupes continus du groupe projectif de Pespace E;
laissent au moins un point, une droite ou un plan invariant, a exception :

1° du groupe projectif a dix paramétres d’'un complexe linéaire non
dégénérescent ;

o b

2" du groupe projectif & six parametres d"une surface du second ordre
non dégéndérescente ;

3% du groupe i trois paramétres d’une cubique gauche.

De ces trois groupes le premier est le seul qui ne laisse invariante ni
courbe, ni surface ().

d. Dans Lespace E, les sculs groupes projeclifs qui ne laissent
invariante aucune multiplicité planc sont, en dehors du groupe projectif
général d’ordre 24 :

1 le groupe projectif & dix paramétres d’une variété du second ordre
a trois dimensions non dégénérescente

2° le groupe projectif A trois paramétres d'une courbe gauche (variété
a une dimension) du quatriéme ordre (**).

(*1) Mathematical papers of the Chicago Congress, 1393, éd. New-York, 1896, p. 187;
On peut aussi par des intégrations obtenir les ¢quations finies des groupes finis et
continus du plan en partant de leurs transformations infinitésimales.

«W. F. Meyer (Formen und [nvariantentheorie, Leipzig, 1909) caractérise chaque
groupe projectif par un systéme de huit invariants linéaires. Cf. F. Crivanski, Die
algebraischen Invarianten der projektiven Grupper der Ebene, Diss. Konigsberg,
1910; voir aussi W. F. Mrven, Jahresb. deutsch. Math.-Ver., t. 20, 1911, p. 141.*

(**) The Quart. Univ. Kansas, t. 4, 1895, p. 243; t. 5, 1806, p. 81; Amer. J. Math.,
t. 24, 9oz, p. 109; Proc. Amer. Assoc. advanc. Sc., t. 51, Pittsbourg, 1902, p. 303.

(*) Voir aussi A. Evcn, The Quart. Univ. Kansas, t. 5, 1896, p. 1.

(%) Ce n’est que par comparaison avec les résultats de S. Lie que H. B. Newson peut
affirmer avoir obtenu tous les groupes projectifs du plan.

(**) 8. Lig, Archiv for Matk. og Naturvidenskad (Christiania ), t. 10,1885, p. 113 et
suiv. (1884); Transformationsgruppen ("), t. 3, p. 235. :

(**) « G. Kowarewskr, Ber. Ges. Lps. (math.), t. 51, 1893, p. 69.*
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e. Il existe pour n quelconque des théorémes analogues.  E. Cartan a
déterminé tous les groupes projectifs de E, qui ne laissent invariantc
aucune multiplicité plane (**). Ils se déduisent tous par un procédé de
composition régulier d'un nombre fini de groupes projectifs fonda-
mentaux, certains d'entre eux dépendant d’un entier arbitraire (comme
le groupe projectif général de E,, le groupe projectif d’un complexe
linéaire de E, 44, ctc.).”

Le groupe projeclif a n(n + 2) paramétres de E, est simple, c’est-a-
dire n’admet aucun sous-groupe invariant; ses plus grands sous-groupes
sont & n(n -+ 1) paramétres el sont formés de toutes les transformations
qui Jaissent invariant un point ou un E, ¢ (**).

. Les groupes projectifs qui ne laissent invariante aucune multiplicité
plane sont simples ou semi-simples; dans ce dernier cas ils sont formés
de sous-groupes simples n’ayant aucune transformation infinitésimale
commune, les transformations dc¢ deux de ces sous-groupes étant ¢chan-
geables entre elles (3).

Si P'on se borne aux ¢léments et aux parametres réels, les résultats sont
un peu moins simples (3% 4.

Sur la droite réelle, il existe deux groupes projectifs ne laissant invariant
aucun point réel : le groupe projectil général & trois paramétres ct le
groupe & un parametre formé des transformations projectives réelles qni
laissent invariants deux points imaginaires conjugucs.

Daus le plan réel, il existe trois groupes projectifs ne laissant invariant
aucun point réel ni aucune droite réelle : le groupe projectif général, le
groupe & trois paramétres d’nne conique non dégénérescente a points
réels, et le groupe a trois paramétres d’une conique non dégénérescente
sans points réels.

Dans I'espace E; il existe 11 groupes projectifs réels ne laissant
invariants ni un point, ni une droite, ni un plan réels :

1° Le groupe projectif général & 15 parametres;

2° Le groupe projectif @ 1o parametres d’un complexe linéaire ;

(3) Bull. Soc. Math. Fr., t. 41, 1913,p. 53. La détermination a été faite auparavant,
pour 7 = 5, par Mac Apfelstedt ( Ueber eine Gattung von projektiver Transformations-
gruppen in finf Verdnderlichen, Diss. Greifswald, 106, éd. Leipzig, 1go6); pour n = 6,
par A. Kummer (Usber eine Gattung von projektiven Transformationsgruppen in
sechs Verdnderlichen, Diss. Bonn, 1908).

() 8. Lig, Math. Ann., t. 25, 1885, p. 130; Theorie der Transformationsgruppen, t. 1,
p. 560-56g.

(%) , E. CARTAX, Ann. Ec. Norm. sup., (3), t.26, 1909, p. 93; Bull. Soc. Math., t. i1,
1913, p. 53.°

(bir) J. Math. pures et appl., 1. 10, 1914, p. 149.
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3° Le groupe projectif a 7 paramétres qui échange entre elles les
droites réelles rencontrant deux droites imaginaires conjuguées fixes,
ou encore qui laisse invariant un faisceau réel de complexes linéaires
dont les deux complexes dégenérescents sont imaginaires conjugués ;

4° Le groupe projectif @ 6 paramétres, invariant dans le précédent,
qui laisse invariant chacun des complexes linéaires du faisceau précédent;

53°, 6% 7° Le groupe projectif a 6 parametres d’une quadrique, suivant
que I'équation de cette quadrique est réductible 4 'une des formes

ri+ i+ ai—xi=o0,

—zi=0;

8* Le groupe a 4 paramétres qui laisse invariante une quadrique réglée
ainsi que, sur cetle quadrique, deux génératrices imaginaires conjugudées
de la méme famille;

0° Le groupe & 4 paramétres qui laisse invariante une quadrique sans
points réels, ainsi que, sur celte quadrique, deux géndratrices imaginaires
conjuguées de la meéme famille;

10° Le groupe a 3 parametres, sous-groupe invariant du précédent,
([ui Jaisse invariantes toutes les génératrices d'une famille de cette qua-
drique (groupe de translations de I'espace elliptique);

11° Le groupe a 3 parameétres d’une cubique gauche réelle.”

7. Groupe affine. Géométrie affine. — Considérons le groupe projectit
de E, qui laisse invariante une multiplicité plane E,_q. Sil'on rejette cette
multiplicité plane 4 linfini, on obtient ce qu'on appelle le « groupe
affine » (*%) formé de toutes les transformations projectives qui
conservent a distance finie les points 4 distance finie et maintiennent a
I'infini les points a 'infini. Ces transformations sont d’habitude limitées
au domaine réel. Analytiguement elles sont représentées par des substi-
tutions lindaires enlieres non homogenes effectuées sur les coordonnées
ponctuelles carlésiennes. La géométrie affine fait intervenir les relations
entre les éléments qui peuvent se ramener a I'incidence (an sens élémen-
laire), au parallélisme et a Pordre des points d’une droite; elle ne consi-
dére aucune autre propriéié métrique. On obtient le groupe de la
géom¢iric élémentaire en s¢ limitant aux transformations affines qui
conservent l'orthogonalité : les angles deviennent alors des invariants.

(%) Ge groupe est appelé par S. Lie groupe linéaire général ( Transformations-
gruppen (), t. 1, p. 556/7).



20 G. FANO, GROUPES CONTINUS ET GEOMETRIE. E. CARTAN.

L'importance de la géométrie affine comme intermédiaire entre la
géométrie élémentaire et la géométrie projective avait déja été remarquée
par A.F. Mobius (7). F. Klein I'a utilisée dans ses Vorlesungen sur
la théorie des nombres (*%). Le groupe fondamental de la géométrie
élémentaire devient le groupe affine lorsqu’on lui adjoint les homologies
dont le centre est rejeté a Vinfini, puis le groupe projectif par I'adjonc-
tion des homologics dont le centre est quelconque. Des trois notions
fondamentales de la géométrie élémentaire : incidence, parallélisme,
orthogonalité, les deux premidres seulement subsistent dans la géomé-
trie affine, la premivre seulement dans la géométrie projective. La
géomdtrie projective (réelle) ne connait que deux classes de coniques
non dégénérescentes : les coniques imaginaires (4 équation réelle) et
les coniques réelles; la géoméirie affine décompose cette deuxiéme
classe en ellipses, hyperpoles ct paraboles ct introduil les notions de
centre, de diametres, d’asymptotes; la géométrie dlémentaire enfin
introduit les notions nouvelles d’axes, de sommets et de foyers; les
ellipses, que rien ne distinguait les unes des autres en géoméiric affine,
dépendent essentiellement en géométrie élémentaire d'un paramétre
arbitraire (I'excentricité par exemple) : le cercle et I'hyperbole équi-
latére jouent maintenant un role tout a fait a part.

Ln géoméiric projective le rapport anharmonique est I'invariant
absolu caractéristique ; en géométrie affine c’est le rapport des segments
déterminés par trois points en ligne droite; cn géométrie élémentaire
c’est ce méme rapport, auquel il faut joindre I'angle de deux droites,
qui constituent un systéme caraciéristique d’invariants absolus. Dans
chacunc des trois géométries ces invariants fournissent un systéme de
coordonnées naturel : en géométrie projective les coordonnées projec-
tives (qui sont des rapports anharmoniques); en géoméirie affine les
coordonnées cartésiennes les plus générales (*9); en géométrie ¢lémen-
taire les coordonnées cartésiennes rectangulaires.

La géométric affine admet aussi un invarianl intégral important;
dans le cas n==2, c'est laire limitée par une courbe fermde; dans le
cas n =3, c’est le volume limilé par nune surface fermée. Cet invariant

(*'} Der barycentrische Calcul, Leipzig, 1817, p. 191 et suiv., et p. 366/8; Werke,
t. 1, Leipzig, 1885, p. 177 et suiv. et p. 316/8.
(**) Zahlenth. (°), t. 1, p. 51 et suiv. Voir aussi : L. HErFteR, Jahresb. deustich.
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est relatif. Il caractérise le groupe affine parmi tous les sous-groupes du
groupe projectif, Cet invariant est absolu pour un sous-groupe invariant
a n(n+~1)—1 paramétres du groupe affine, c’est le groupe qu’on
appelle affine spécial ou équiaffine (°).

II existe d’autres sous-groupes importants du groupe affine, ce sont
les groupes a n? et n*— 1 paramétres formés des transformations affines
ou équialfines qui laissent invariant un pointa distance finie. Le premier
de ces gronpes est représenté analytiquement par I'ensemble des trans-
formations lindaires et homogenes a n vartables, le second par celles de
ces transformations dont le déterminant est égal a 1. S. Lic donne a ces
deux groupes les noms de groupe linéaire et homogene général et groupe
linéatre et homogéne spéctal (*1). Ces deux groupes sont en relation
trés simple avecle groupe projectifde I, .y, puisqu’ils échangent projec-
tivement et cela de la manitre la plus générale possible, les o "= droites
qul sont issues du point fixe laiss¢ invariant par le groupe. Ils peuvent
en un certain sens étre regardés comme les projections du groupe
projectit général de E,_(, projections faites d’un point fixe extérieur a
L, 4.

Le groupe linéaire et homogéne général de E, est, d'aprés cela,
isomorphe mériédrique au groupe projectif général de E,_,. Le groupe
linéaire et homogeéne spécial de E, lui est au contraire isomorphe holo-
¢drique, la relation d’isomorphisme étant d’ordre (7, 1) chaque
transformation du groupe de E, correspond une transformation et une
seule du groupe de E,_, mais a chaque transformation du groupe de
E,. .4 correspondent n transformations du groupe de E,,.

8. Groupes projectifs qui laissent invariantes des courbes ou des
surfaces. — Il existe unc série de groupes projectifs continus et mixtes
qui sont caractérisés par l'invariance d’une certaine figure (courbe,
surface, etc.) et qui, par rapport a cette figure, peuvent 8ire désignés
sous le nom de groupes automorphes. Ces figures sont celles qui
admettent une infinité de transformations projectives (formant
néeessairement un groupe) (*2).

a. I. Klein et S. Lie se sont proposés dés 1870 la recherche de ce qu'ils
appelaient les courbes W, c¢’cst-a-dire les courbes qui admetient une
famille continue de transformations projectives. Ils ont déterminé

Math. Ver., t. 12, 1903; p. 4oo; L. Herrrer et C. Koencer, Lehrbuch der lytisch
(feometrie, t. 1, Leipzig et Berlin, 190 ; en partic. n°* 9, 10, 28, 83 et suiv., et n* 147 et
suiv.

(*°) Les coordonnées barycentriques p, ¢, » de A. F. Mobius sont aussi des rapports
de distances et, par suite, tout a fait appropriés a la géométrie affine.

(%) L. Heveren et C. KosHLER, Analyt. Geom. (**),t . 1, p. 220.

(%) Transformationsgruppen ("), t. 1, p. 55/8.

() F. Kieiy [Progr. Erlangen (%)) a posé le probléme pour un groupe quelconque.
Voir aussi : F. Kreix et S. L, Math. Ann. t. 4, 1851, p. 70/84.
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toutes les courbes W du plan ct de I'espace (:*). Ces courbes sont les
trajectoires des groupes projectifs & un paramétre. Dans 'espace E,
les coordonnées homogtnes zy, 2, ..., Z,.y d’un point d’une courbe
W sont des fonctions d'nn paramétre variable ¢ qui satisfont a un
systtme d’équations différentielles linéaires du premier ordre a coeffi-
cients constants sans seconds membres. Dans le cas général les équations
en coordonnées non homogenes d’'une courbe W peuvent donc se
mettre sous la forme

= %= g% = r7a
= xtr= ¥ ce = Lhn

Si une courbe W est algébrique, elle est en méme temps unicursale
{de genre zéro) (1),

Si une courbe irréductible de E, qui n'est contenue duns aucune
multiplicit¢ plane E,_y, admet un groupe projectif a deux paramitres,
clle en admet un a trois paramétres et trois seulement : c’est alors une
courbe unicursale du 2'*™° ordre (courbe normale) (#3).

Le groupe projectif a trois parametres d'une courbe normale unicur-
sale du n'*™* ordre de E, est isomorphe holo¢drique du groupe projectit
général de la droite (n° 7); c¢’est le scul groupe projectif & trois para-
metres de E, qui ne laisse invariante aucune multiplicité plane ().

b. F. Klein et 8. Lic ont déterminé en 1870 (*7) toutes les surfaces
de E; qui admettent un groupe i deux paramétres de transformations
projectives échangeables entre elles (surfaces W) ; ce sont les surfaces
tétratdrales, déja envisagées parJ. A. Serret (17 ¢¢) et donl 'équation
en coordonnées homogenes peut se mettre sous la forme

rrhraefafh = const. (a4 a2+ 23+ 2, =0).
g fau% ajouter 4 ces surfaces celle dont I’équation, en coordonnées non

homogencs, est
=2} + logr,.”

Plus tard H. Poincaré a déterminé quelques courbes ct surfaces du
troisi¢me ordre admettant une infinité de transformations projectives (**).

(%) C. R. Acad. Sc., t. 70, 1870, p. 1222 et 1275; Math. Ann. t. 4, 851, p. 50.

(") G. Lomia. Voir aussi : A. CavLey, L. CrevoNa, E. Berrint.

(*) 8. Lig, Transformationsgruppen (), t, 3, p. 187.

(") 8. Lig, Transformationsgruppen (1), t. 3, p. 758, 785.

() C. R. Acad. Sc., t. 70, 1870, p. 1222.

(4 %) J. A. Serner, J. Liouville, . 12, 1847, p. 245.

(%) J. Ec. polyt., (1), cah. 50, 1881, p. 199. H. Poincaré (€. R. Acad. Sc., 1. 97,
1883, p. 949) donna aussi une indication sur la détermination des multiplicités M, _, de
E, qui admettent au moins deux transformations infinitésimales projectives non échan-
geables entre elles.
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En 1882 ,8. Lie (*") a déterminé toutes les surfaces de E, quiadmettent
un groupe projectif continu & trois parametres an moins. Abstraction
faite des plans ct des cones (*°), il a obtenu :

1° Les surfaces non dégénérescentes du second ordre qui admettent
un groupe projectif & dix parametres ;
2” La surface développable dont l’aréte de rebroussement est une

cubique gauche; comme cette cubique, la surface admet un groupe
projectif a trois paramaétres.

1 reconnut plus tard (*1) qu'il fallait ajouter aux surfaces précédentes
la surface réglée du troisiéme ordre de A. Cayley, dont I'équation peut
se mettre sous la forme

XL+ L.

Enfin en 1895, S. Lic poursuivit ses recherches (2) en recherchant
toutes les surfaces de E, qui admettent un groupe projectif a deux para-
metres.  Abstraction faite de certaines surfaces particulieres, qui
peuvent étre obtenues par des passages a la limite, les surfaces en ques-
tion peuvent étre représentées, en coordonnées non homogenes, par des
équations de Pune des formes suivanies :

Ty= xrr2 + £y

k(hk—1)#0"

,Si P'on fait abstraction des surfaces du second ordre ct de la dévelop-
pable licu des tangentes a4 une cubique gauche, les transformations
projectives qui laissent invariantes les surfaces qui viennent d’étre

indiquées sont, avec les coordonnées choisies, des transformations

(%) Archiv for Math. og Naturvidenskab (Christiania), t. 7, 1882, p. 179.

() Un cone de E; admet les «c* transformations homologiques qui ont pour péle le
sommet du cone. Mais il peut encore s'ajouter & ces homologies d'autres transforma-
tions projectives; le nombre total est «® ou o« si les sections planes du cone sont des
courbes W ou des coniques. Dans ce dernier cas le groupe est, dans le domaine com-
plexe, corrélatif du groupe des «' transformations par similitude qui laissent invariant
le cercle imaginaire de infini.

(*') Forhandlinger Videnskab-Selskabet Christiania, 1884 (éd. 1885) mém. n° 9;
of. Transformationsgruppen (), t. 3, p. 190/6.

(**) Ber. Ges. Lps. (math.) v. 47, 1895, p. 209.
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affines. Une surface du second ordre a centre admet un groupe affine
& trois paramétres, un paraboloide un groupe affine a quatre paramétres.
Quant A la développable, lieu des tangentes & une cubique gauche, elle
admet un groupe affinc 4 deux paramatres dans le cas ot I'un des plans
tangents a la surface est rejeté a I'infini.”

Les recherches de S. Lie étaient essenticllement analytiques et claient
basées sur la considération des transformations infinitésimales. Deux
géometres italiens, F. Enriques (%) pour Vespace E, et G. Fano (5%)
pour l'espace E,, se sont proposé d’étudicr, par les méthodes de la
géométrie projective, les surfaces (variétés a deux dimensions) qui
admettent une infinité de transformations projectives. G. Fano cst
arrivé aux résultats suivants :

1” Toute surface algébrique admettant une infinité de transformations
projectives admet une représentation point par point biunivoque sur une
surface réglée ;

2° Si une surface algébrique admet un groupe projectif transi if
(c’est-a-dire tel qu'il existe dans ce groupe une transformation rempla-
cant un point arbitraire par un autre point arbitraire), elle est ration-
nelle, c’est-a-dire admet une représentation point par point biunivoque
sur un plan (3%).

c. En ce qui concerne les multiplicités algébriques 2 un nombre
quelconque de dimensions, qui admettent un groupe projectif continu
el non intégrable (*¢), G. Fano a démontré (77) qu'elles se rattachaient
d’'une maniére remarquable a la théorie des invariants des formes
binaires. On obtient en cffet les équations d’une de ces multiplicités en
annulant des invariants ou des covariants d’unc forme binaire ou d’un

() Atti Ist. Veneto, (7), t. &, 18g2/3, p. 15905 (7), L. 5, 1893/f, p. 638.

(%) Atti R. Accad. Lincei, Rend. Mat.,(5) t. 4,1, 1805, p. 149/56 ; Rend. Circ. mat.
Palermo, t. 10, 1896, p. 16.

(%) Par celte représentation sur le plan, le groupe projectif de la surface considérée
devient un groupe de transformations de Cremona du plan. Les théorémes dont il sera
question plus loin [n° 29) sur les groupes finis et continus de transformations de
Cremona permettent de montrer que la sarface en question peut étre représentée soit
sur un plan, seit sur une quadrique mon dégénérescente, soit sur um come normal
rationnel du ntéme oxdre E,,,,, de maniére que par ceite représentation le groupe pro-
jectif de la surface donnée devienne encore un groupe projectif de la nouvelle surface.
On peut en déduire facilement toutes les structures possibles de ces groupes antomorphes
(¢f. G. FaNo, Atti R. Accad. Lincei, Rend. Mat., (5), t. 4, I, 1895, p. 325; Rend. Circ.
mat. Palermo, t. 10, 1896, p. 1.

(%) S. Lig, Transformationsgruppen (*), t. 1, p. 265; t. 3, p. 6

(37) Memorie Accad. Torino, (2), t. 46, 1896, p. 187.
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systeéme de formes binaires, les coefficients de ces formes ¢tant regardés
comme des coordonnées ponctuelles. G. Fano a déterminé ainsi tous
les cas possibles pour n 4.

Pour n =4, G. Fano a aussi déterminé les variétés algébriques a trois
dimensions qui admettent un groupe projectif continu, intégrable
transitif, & quatre paramétres au moins (5¢).

Les variétés algébriques M, de E.(n>3) qui admettent un groupe
projectif continu transitif, sont rationnelles (®°).

). Groupes projectifs qui laissent invariante une M;_, . Les géomé-
tries non euclidiennes. — Le plus important des groupes projectifs

automorphes de E, est le groupe, souvent considéré par S. Lie (¢°), qui
laissé invariante une variété non dégenérescente du second ordre [M_].
n(n-+1)
2

Si n est impair, le groupe est mixte ; il se compose de deux familles
continues de transformations : la premiére famille est formée des trans-
formations qui laissent invariante chacune des deux familles de multi-
plicités planes E, | qui engendrent M?_, ; la seconde famille est formee

Ce groupe dépend.-de parametres.

T
des transformations qui les échangent entre elles. La premigre famille
de transformations forme un groupe, qui est simple pour > 3.

Si n est pair, le groupe est continu et simple.

La théorie analylique des invariants de ce groupe est la théorie bien
connue des formes quadratiques 3 un nombre quelconque de variables
et & déterminant non nul (en convenant du moins de regarder comme
équivalentes deux formes qui ne différent que par un facteur constant).

Si I'on admet des éléments et des transformations imaginaires, toutes
les M7, non dégénérescentes de E, (et par suite les groupes corres-
pondants) sont homologues entre elles, ¢’est-a-dire qu’on peut passer
de I'une a 'autre par une transformation projective.

Si au contraire on se limite aux équations réelles et aux transforma-
tions réelles, il faut tenir compte de la loi d’inertie des formes quadra-
n—+3 no2

2 ou ‘.T‘
espéces différentes de M2 _, et de groupes correspondants, la classifica-
tion étant fondée sur le nombre des coefficients positifs et négatifs de

tiques; il faut alors, suivant la parit¢ de », distinguer

(%) Atdi Ist. Veneto, (7), t. 1, 1895/6, p. ro6g.

() G. Faxo, Atti R. Accad. Lincei, Rend., (5), t. 8, I, 18gq, p. 562.

() Transformationsgruppen (), t. 3, p. 178 et 8og. Sur les groupes réels, voir
p- 385/g2.
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I'équation de M;;_, réduite 4 la forme canonique

ar? =o.

On doit & A. Gayley () une théoric qui a ¢été développée ensuite
systématiquement par F. Klein ("2) et qui permet d’interpréter la
géométeic projective d’une M:_, dans E, comme une géométrie
métrigue générale de E,. On appelle déstance (cayleyenne) de deux
points le logarithme multiplié par un facteur constant du rapport
anharmonique de ces deux points et des deux points d'intersection
de la droite qui les joint avec la varidté M_ ; cette variété est
ainsi le licu des points qui sont & une distance infinic; on lui donne le
nom de « surface fondamentale » ou de « surface absolue ». On définit
de moéme langle (cayleyen) de deux droites au moyen du rapport
anharmonique de ces deux droites ct des deux tangentes & la surface
fondamentale menées par leur point d’intersection dans la multiplicité
plane E, qu’clles déterminent. Les distances et les angles ainsi définis
sont invariants vis-a-vis de toutes les transformations projectives de E,
qui laissent invariante M, _,.

Dans le cas d'un espace réel E,, deux de ces géométries métriques
sont particulitrement importantes. La premi¢re correspond & une
quadrique fondamentale représentée par une ¢quation de la forme

ZF+ZP+ .+ T =0,

cest la géométrie non euclidienne elliptique, dans laquelle la droite a
une longucur finie. La seconde correspond & une quadrique fondamen-
tale représentée par une équation de la forme

EHREE T o) S

.si Pon ne considére comme éléments que les points situés a l'intéricur
de cette quadrique,' on obtient la géométrie non euclidienne hyper-
polique : elle ne diffore de la géométrie euclidienne qu’en ce que le
ienne elle-

postulatum d’Euclide n’est pas vrai. La géométrie euc
méme ou parabolique peut étre regardéc comme un cas limite des

(%) Phil. Trans London, t. 14y, 1859, p. 61; Papers 2, Cambridge, 1889, p. 561 ; voir
suttout p. 583 et suiv.

(¢2) Nachr. Ges. Gétt., 1871 (n°17); Math. Ann., L. 4, 1871, p. 573; t. 6, 1873, p. 112
«Cf., dans le méme ordre d'idées, F. Kreix, Jakresb. deustch. Math. Ver.,t. 19, 1010,
p. 280
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précédentes, en supposant que la quadrique fondamentale s¢ réduise &
la variété M,

n—2

zy+Zf 4 ...+ xh =0, Tn=0.

Dans les géométries métriques précédentes, 1'espace E. apparail
comme une multiplicité & courbure constante, au sens de B. Riemann (*%).

.On a enfin dans E; une géométrie quasi-elliptique, autre dégéng-
rescence de la géométrie elliptique en supposant que la quadrigue
fondamentale sc réduise a deux points imaginaires conjugués et deux
plans imaginaires conjugués passant par la droite qui joint les deux
points (84)."

10. La géométrie réglée projective de E,. — Il existe loule une série
de géomdtries réglées associces aux géométries précédentes. 1l peut arri-
ver, en effet, que par un choix convenable des éléments générateurs de
I'espace et de leurs coordonnées, le groupe fondamental soit fourni par
les transformations linéaires qui laissent invariante une équation homo-
gtne du second degré & discriminant différent de zéro. Nous verrons
dans les numéros suivants des géométries jouissant de cette propriété et
définies dans chaque espace E,.

Il est un cas particulier tout & fait intéressant ct qui n’existe.que pour
une valeur particulitre de » : c’est le cas de la géomdtrie réglée pro-
Jective de Uespace E,. Si ’on regarde la droite comme élément généra-
teur de Iespace et si ’on prend pour coordonnées (plickériennes) (%)

(%) Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie sugrunde liegen, Habilitations-
schrift Gottingue, 1854; Abh. Ges. Gétt. (math.), t. 13, 1866/7, éd. 1868, mém. n° 4;
Werke, publ. par H. Weber (1 éd.), Leipzig, 1876, p. 234 ; (2¢ éd.), Leipzig, 1892,
p. 272; trad. L. Lavegr, Paris, 1898, p. 280.

(%) .W. Brascike, Z. Math. Phys., t. 60, 1912, p. 61.*

(%) Les coordonnées de la ligne droite dans l'espace se présentent déja, bien que
sous une forme tout A fait différente, dans H. Grassxwany, Die lineale Ausdehnungslehre,
Leipzig, 1884 ; (2 éd.), Leipzig, 1878; Werke, t. 1, publ. par F. Engel, Leipzig, 1894

J. Pliicker |System der Geometrie des Raumes in neuer analytischer Behand-
lungsweise, insbesondere die Theorie der Fldchen zweiter Ordung und Classen
enthaltend, Diisseldorf, 1846, n° 258 ; (2° éd.), Disseldorf, 1852] a déterminé la droite
par quatre coordonnées indépendantes; mais on ne peut pas de cette maniére repré-
senter sans exception toutes les droites du continu projectif. Les six déterminants 2
deux lignes et deux colonnes liés par la relation du second degré se trouvent dans
A. CavLey (Quart. j. pure appl. math., t. 3, 1860, p. 225; t. §, 1862, p. 913 Papers 4,
Cambridge, 1891, p. 446 et 4go). G'est & partir de 1865 que J. Plicker a fait un usage
systématique de coordonnées pour V’étude des systémes de droites dans Vespace, en
particulier des complexes du premier et second degré [ Wiss. Abh., t. 1, publ. par
A. Schoenflies, Leipzig, 1895, p. 462 et suiv.; Phil. Trans, London, t. 155, 1865, p. 774
J. Math, pures et appl., (2), t. 11, 1860, p. fo2; Neue Geometrie des Raumes
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d'une droite les six déterminants py = — py; formés avec les coordonnées
homogenes de deux points de cette droite, on a entre ces six coodonnées
la relation

P = PP PryPrat Pripeay=0.

Or F. Klein a montré que toute transformation homographique ou
dualistique de E; effectuc surles Pik une substitution linéaire, qui laisse
naturellement invariante I'équation P —=o, et que réciproquement toute
substitution linéaire effectuée sur les pi et laissant invariante I'équation
P =o provient soit d’unc transformation homographique soit d’unc
we

transformation dualistique de By (%9). La géométrie réglée proje
peut donc étre regardée comme la géométrie projective de la qua-
drique M représentée par Déquation P = o dans lespace E;.

La relation polaire

(G h=1,34)

signifie que les deux droites (p) et (p') se coupent, ce qui est bien une
relation projective.

Il importe cependant de remarquer que dans Vinterprétation de la
géométrie réglée projective de E, comme géométrie de E;, les seuls
¢léments de E; qui entrent en considération sont les points de la qua-
drique M}, tandis que la géométrie projective de M? considére aussi les
points de E; qui n’appartiennent pasa M;. Orun systeme (x;) de valeurs
de pu qui ne satisfait pas a équation P = o est facile a interpréter ;
il peut étre regardé comme constituant les coordonnées (°") du complexe

gegrindet auf die Betrachtung der geraden Linie als Raumelement, t. 1, Leipzig
1868, )

Sur la signification des coordonnées de la droite en tant que moments de cette droite
Ppar rapport aux six arétes d'un tétraédre de référence, voir H. G. ZguTHEN, Math. Ann.,
t. 1, 1869, p. 432; F. KLewN, Math. Ann., t. 2, 1870, p. 366.

(%) Ueber die Transformation der allgemeinen Gleichung des 2. Grades zwischen
Linienkoordinaten auf eine kanonische Form [Diss. Bonn, 1868 ; reproduit Math.
Ann., t. 23, 1884, p. 539/78, en partic. IL, p. 546/52; voir aussi : F. Krew, Math, Ann.,
t. 4, 871, p. 356; t. 5, 1872, p. 259, § ; Pragr. Erlangen (®), §5]. La théoric projec-
tive des complexes de droites du premier et du second degré est traitée au point de
vue exclusif de la géométrie réglée projective par K. Klein (Diss. Bonn, 1868; Math.
Ann., t. 2, 1870, p. 198; extrait dans Nachr. Ges. Gétt., 1869, p. 258).

(¢7) Ces coordonnées homogénes, c’est-a-dire définies A un facteur de proportionnalité
prés; ces six coordonnées, regardées comme non homogénes définiraient un « dyname »,
Voir J. PLiCKER, Neue Geom. des Raumes (%), L. 1, p- 24/5.
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lin¢aire défini par I'équation

EO( or =0
* op =

i<k

G k=1,234);

sil'ona

@yo 5y Ay3% + XAy =0
ce complexe linéaire est formé des droites qui coupent la droite fixe (a),
il peut par suite étre identifi€ a cette droite {a).

En définitive les points de E; sont en quelque sorte les images des
complexes linéaires de E,; les points de K, qui sont sur la quadrique
M: sont les images des complexes linéaires dégénérescents, c’est-a-dire
des droites, de E, (%), La géométrie projective de M} dans E; est
I'image de la géométric projective des complexes linéaires dans K*
La relation polaire

Zp:-k,,% =0 Gik=1,%3,4)
i<k
est l'expression analytique de la relation d’incolution de deux com-
plexes (°%).
Si l'on considere la géométrie projective réelle des complexes
linéaires de E;, la quadrique M} a une équation réductible a la forme

2 +3;+33—sl—sl—st=o0;

la geoméirie projective de M qui est I'image de la géométrie réglée
projective de E; n’est donc pas une des géométries non euclidiennes de
E;.

La théoric des torseurs de R.S. Ball et la « Géométrie des Dynames »
de E. Study uatilisent aussi le complexe lin¢aire et la ligne droite comme
¢éléments génératcurs de Despace, mais elles correspondent a d’autres
groupes fondamentaux.

11. Groupe des rayons vecteurs réciproques. Géométrie conforme. —
Le groupe des rayons vecteurs réciproques est formé des transforma-
tions qui résultent de la composition des transformations par similitude

(**) F. KigiN, Math. Ann. t. 2, 1850, p. 201

(%) On trouvera des exposés de cette théorie dans :.Th. Reve, J. Reine Angew.
Math., t. 95, 1883, p. 330; R. pE PaoLls, Atéi R. Accad. Lincei, Memorie math., (4§),
t. 1, 1885, p. 205/31. C. Segre (Atti Accad. Torino, t. 19, 1883/4, p. 159) a étudié cette
géométrie en la traitant comme nne métrique générale des complexes linéaires. ,Cf.
G. Koenas, Ann. Ec. Norm. sup., (2), t. 11, 1882, p. 219.*
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(groupe fondamental de la géométrie ¢lémentaire) et des inversions (7).
Chacune de ses transformations peut étre regardée comme le produit
d’un nombre fint d’inversions. X

D’apris un théoréme de J. Liouville (1), ce groupe se confond, dans
Pespuce E;, avec le groupe de toutes les transformations conformes
(réelles), c'est-d-dire de toutes les transformations ponctuelles qui
conservent les angles. Ce théoréme est vrai pour tous les espaces eucli-
diens E,, pourvu que n soit supérieur ou ¢gal a 3 (7?). Dans le plan, au
contraire, le groupe de toutes les transformations conformes est infini,
tandis que le groupe des rayons vecleurs réciproques est & six para-
matres (7*) : ou plulot c'est un groupe mixte formé de deux familles de
transformations continues a six paramétres ; les inversions appartiennent
i celle des deux familles qui ne forme pas un groupe.

La géométrie qui admet pour groupe fondamental le groupe des
rayons vecleurs réciproques s’appelle la géométrie conforme; on la
considére d’habitude dans le domaine réel; mais elle conserve une
signification dans le domaine complexe (7+).

La géométrie conforme de E, se rautache a la géométrie projective

(1) Les inversions ont reu une application remarquable en physique mathématique
par la théorie des images ¢électriques de W. Thomson [J. Math. pures et appl., (1),
t. 10, 1845, p. 36%; Reprint of papers on electrostatics and magnetism, Londres 1872;
(2° éd.) Londres, 1884, p. 144 et suiv. ).

(") Extension au cas de trois dimensions de la question du tracé géographique, dans
G. MoneE, Applications de l'analyse & la géométrie, (5 ¢d.), revue par J. LIoUVILLE,
Paris, 1850, (complément), p. 6og.

(**) S. Lie, Math. Ann.,t.5, 1872, p. 186; Transformationsgruppen, (7), 1.3, p. 347.
On trouvera d’autres démonstrations analytiques dans R. Beez, Z. Math. Physik, t. 20,
1875, p. 253; G. Darvoux, Ann. Ec. Norm. sup., (2), t. T, 1878, p. 282, A. Capelli
[Ann. mat. pura appl., (2), t. 14, 1886/7, p. 227] a donné pour n =3 une démonstra-
tion en partie synthétique.

{") Les transformations de ce groupe, ou « transformations circulaires », ont été
d’abord signalées par L. I. Magnus (J. Reire Angew. Math.,t. 8, 1832, p. 51, en partic.
p. 60; Sammlung von Aufgaben und Lehrsdtzen aus der analylischen Geometrie,
t. 1, Berlin, 1833; t. 2, Berlin , 1837, en part., t. {, p. 336, ago) comme des particuliers
de transformations quadratiques. A. F. Mabius (fler. Ges. Lps. (math.), t. 5, 1853,
p. 14; J. Reine Angew. Math., t. 52, 1836, p. 218; Werke, t. 2, Leipzig, 1886, p. 206;
Abh. Ges. Lps. (math.), t. 2, (885, p. 5295 Werke, t. 2, Leipzig, 1886, p. 243) en a fait
une ¢tude particuliére et il les a disignies sous le nom de « Kreisverwandtschaften ».
Dans ce dernier Mémoire (p. 282/9, § 27 & 31), il étend la théorie des transformations
circulaires aux figures sphériques, les transformations circulaires du plan étant regardées
comme les projections stéréographiques des transformations circulaires de la sphére.
Dans les paragraphes 32 et suiv., il étend ces transformations & Vespace, chaque sphére
étant transformée en une autre sphére.

() M. Pieri [ Giorn. mat., (3), t. 2, 1911,p. 49] a indiqué un systeme de postulats
sur lequel on peut fonder la géométrie conforme.”
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d’une quadrique dans l'espace E,..4. Bornons-nous au cas de l'espace
E, : le raisonnement s'¢tend sans difficulté au cas général. On peut
prendre pour coordonnées homogénes (surabondantes) d’un point les
cing quantités

oy =274y 4 32,

T3=y, =3, rs=1,

ot z, ¥, 3 sont les coordonndes cartésiennes rectangulaires; ces cing

quantités sont liées par la relation

+ o+ x] —ryx5=o0.

taires de
ces cinq quantités : elles seront liges par une relation homogene et du
second degré

Plus gendralement on pourra prendre cing combinaisons lin

Qr)=o

a discriminant différent de zéro. Ce sont les coordonndes dites penta-
sphériques (7).

Le groupe fondamental de la géométrie conforme est form¢ des
substitutions linéaires effectuées sur les z; et laissant invariante I'équa-
tion @ =o.

La géométrie conforme de E, a pour image dans E, la géométrie
projective de la quadrique M? définie par I'équation 2 =o. Les points de
M: sont les images des points de E,. Aux points de E, non situés sur la
quadrique M: on peut aussi faire correspondre des figures de E;. L'un
de ces points (a;) est lié d'une manidre invariante A l'ensemble des
points de M2 qui sont dans son plan polaire, c’est-i-dire a I'ensemble
des points de E; dont les coordonnées Penlasphériques x; satisfont a la
relation

Or le lieu de ces points est une sphére qu'on peut faire ainsi corres-
pondre au point («;) de E;. Les cing quantités a; sont dites les coor-

héri

(") Les données pentas uves d’un point rep: i des facteurs constants
prés les puissances du point par rapport A cinq spheres fixes linéairement indépendantes.
Ces coordonnées ont été introduites par G. Darboux (Sur une classe remarquable de
courbes et de surfaces algébriques et sur la théorie des imaginaires, Paris, 18735
cn partic. Note X, p. 256). Elles sont déja signalées par G. Darboux, (C. R. Acad. Sc.,
t. 73, 1871, p. 734) qui se référe a4 un Mémoire présenté i I'Académie des Sciences de
Paris en 1868. Elles sont également indiquées par S. Lie (Math. Ann., t. 5, 1892, p. 252)
et F. Klein (Math. Ann., t. 5, 1872, p. 264). Voir aussi : F. Klein, Héhere Geom., (*),
t. 1, p- 98, 198, 373.
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donnges de la sphere. Si le point (&) de E, appartient & M3, la spheére
est de rayon nul et les a; sont les coordonnées pentasphériques de son
centre.

La relation polaire

1=3

o0
o= =0
2 tda;

1

exprime que les deux spheres (a) et (') sont orthogonales.

Les spheres forment ainsi, en géométrie conforme, un corps. Les
plans ne forment pas un corps : ils doivent étre regardés comme des
spheres particulitres dont les images dans E, forment une multiplicité
plane E; non invariante. .Les points d’intersection de M: et de E; sont
les images des plans isotropes et du plan (ou de la sphére) de Pinfini
qui doivent ainsi étre regardés comme des cas particuliers des spheres
de rayon nul. Le plan de Uinfini est orthogonal & tous les autres
plans (78).*

Ce qui précede s’étend a un espace E, quclmmquc. La géométrie
conforme de E, est identique a la géométrie projective d’une quadrique
générale de E,.,. Si Pon se borne aux éléments réels, le premier
membre de I'équation de la quadrique est réductible 4 la forme
2454+ ... +sl—z2,,, de sorte que la géométrie conforme de
Pespace rcel F, est équivalente a la géométrie hyperbolique de I'espace
réel E, .

Dans le cas du plan, cette identité des deux géoméiries est mise en
¢évidence par une construction géométrique simple. On prend dans E,
une sphére M; et I'on en fait la projection stéréographique sur un plan.
On peut ainsi faire correspondre a tout point (@) de E, le cercle
projection stéréographique de la section de la sphere M; par le plan
polaire de (). La géométrie projective de la sphere devient ainsi la
géométrie des rayons vecteurs réciproques du plan. Cette construction,
valable dans le domaine réel, s'stend a un espace K, quelconque (77).

La géométrie conforme, en tant qu'elle utilise la sphére comme
élément générateur de Fespace, a ét¢ appelée par F. Klein, Géométrie

(™) yLes points de 1’espace complexe E, ne forment, en géométrie conforme, un
continu fermé qui si on leur adjoint les plans isotropes et le plan de Vinfini. Voir
H. Brek, Areh. Math. Phys., (3), t. 18, 1911, p. §3. Les plans isotropes sont signalés
par G. Darboux [ Sur une classe remarquable, ete. (), p. 261] comme étant 3 la fois
des sphéres de rayon nul et de rayon infini.*

(") F. KLew, Progr. Erlangen, §6; Math. Ann., t. 5, 1872, p. 237 en partic. §2;
Hokere Geometrie, 1. 1, p. 3738 et suiv.
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sphérique élémentaire (**). Th. Reye en a donné un exposé élémen-
taive (7*); on deit & G. Loria (#°) des recherches plus étendues avec
application a la classification des cyclides.

12. Sous-groupes continus du groupe des rayons vecteurs réci-
proques. Les géométries non euclidiennes sphérique et pseudo-sphé-
rigue. — Un sous-groupe important du groupe conforme de E; est le
groupe fondamental de la géométrie élémentaire : il s’obtient en prenant
les transformations conformes qui laissent invariant le plan a U'infini, ou
qui changent les plans en plans.” Il a pour image dans l'espace E, le
groupe projectif qui laisse invariants la quadrique M3 et un hyperplan
tangent & celte quadrique, par conséquent aussi son point de¢ contact.
Les points de la géométric élémentaire ont pour images les points de la
quadrique M}, les plans de la géométrie clémentaire ont pour images les
sections hyperplanés de M? contenant le point fixe susdit, par conséquent
aussi les points de 'hyperplan tangent a la quadrique, qui sont les
poles de ces hyperplans.

On a un autre sous-groupe remarquable en considérant les transfor-
mations conformes réelles qui laissent invariante une sphere = de rayon
non nul, réel ou purement imaginaire. Dans le premier cas on a le
groupe de¢ la Géomdétrie non cuclidienne pseudo-sphérigue; dans le
second cas le groupe de la Géomdétrie non cuclidienne sphérique. Si
I'on considére dans Pespace E, le point qui est I'image de la sphere
invariante I et Phyperplan polaire P de ce point par rapport & la qua-
drique M3, Uhyperplan P coupe cette quadrique suivant une section reelle
dans le cas de la géométrie pseudo-sphérique, suivant une section ima-
ginaire dans le cas de la géométrie sphérique.-Le groupe de l'une ou
Pautre des géométries non cuclidiennes a pour image le groupe des
transformations projectives de E, ‘qui laissent invariants la quadrique
M et Phyperplan P; les points de I'espace non euclidien, pseudo-spheé-
rique ou sphérique, ont pour images les points de la quadrique M:.

(**) F. Kruiv, Hohere Geometrie, t. 1, p. 228, 267 et suiv.; t. 2. p. 38,

() Synthetische Geometrie der Kugeln und linearen Kugelsysteme, Leipzig, 1879.
Voir aussi : L. CReMONA et K. BaLTRAMI, Collectanea mathematica in memoriam
Dominici Chelini, Milan, 1881, p. 241; J. Reine Angew. Math., t. 95, 1883, p. 330 et
347; 1. 99, 1886, p. 205.

(*) G. Loria, Memorie Accad. Torino, (+), t. 36, 1884

E. vox Weeer | Arch. Math. Phys., (3), t. T, 1904, p. 286] a étudié les propridtés
invariantes vis-a-vis du groupe conforme, de la figure formée par deux cercles de E,.

Signalons aussi un Mémoire de E. Cosserat et F. Cosserat [Ann. Fac. Sc. Toulouse,
(1), t. 3, 1839, p. 1/81) sur le cercle considéré comme élément geénérateur de 1'espace.*
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Si I'on considére ce groupe projectit de E, comme opérant sur les points
de Uhyperplan P on obtient le groupe de la géométrie non euclidienne,
Ly perbolique ou elliptique; il est, & ce point de vue, isomorphe méri¢-
drique (**) du groupe de la géométric non euclidienne, pseudo-sphé-
rique ou sphériqgue. A tout point de D'espace elliptique ou hyperbolique
correspondent deux points de T'espace sphérique ou pseudo-sphérique,
et il existe une transformation du groupe non euclidien sphérique ou
pseudo-sphérique qui échange entre eux ces deux points (*2).

Ce «ui précede s’étend a un espace E, quelconque.

La détermination des autres sous-groupes du groupe conforme de E,
se raméne & celle des sous-groupes du groupe projectif d'une quadrique
M: de E,... Ces sous-groupes sont des groupes de transformations
quadratiques.

n ce qui concerne le plan, les transformations réelles par rayons
vecleurs réciproques peuvenl s¢ représenter analytiquement & L'aide
d’une variable complexe z -+ dy (7*), en exprimant que z'+ iy’ est
fonction homographique (& cocfticients complexes) de x -+ iy, ou bien
de 2 — iy. On obtient ainsi la représcnlation analytique du groupe des
iransformations projectives ct antiprojectives (**) de la droite complexe.
. B. Newson a déterminé d’une manitre synthétique tous les sous-
groupes réels du groupe des rayons vecteurs réciproques du plan (*%).
.Les seules courbes réelles qui admettent une infinité de transformations
par rayons vecteurs réciproques sont, en dehors du cercle, la spirale
logarithmique (et les courbes qui sy raménent par inversion).”

U. Amaldi a déterminé les groupes continus conformes réels de E; (*)
en les regardant comme des groupes projectifs d’une quadrique de E..
Il indique leurs transformations infinitésimales. Tout sous-groupe
continu du groupe conforme est homologue & un groupe de déplacements
cuclidiens ou de transformations par similitude, ou bien est semblable d

() Voir H. Beck, Arch. Math. Phys., (3), t. 18, 1911, p. 43 ct 2%0. Voir aussi:
J. WeListely, Arch. Math. Phys., (3), t. 17, 1910, p. 195.%

(%) .La géométrie non euclidienne sphérique a deax dimensions n’est pas autre chose
que la géométric euclidienne des figures tracées sur une sphére. La géométrie non
enclidienne elliptique 4 deux dimensions n'est autre que la géométrie euclidienne des
figures formées de droites indéfinies issues du centre de cette sphére. A une droite
indéfinic issue du centre (1mage d’un point du plan elliptique) correspondent sur la sphére
deux points diamétralement opposés.*

(%) Bull. Amer. Math. Soc., t. & 1897, p. 107 L. 7, 1900, p. 259.

(%) Memorie Accad. Torino, (2), t. 55, 1904/5. . Voir aussi : H. B. NEWsON, Giorn.
mat., (1), t. 14, 1907, p. 03.* Avant U. Axarpr, H. STENDER (Invariante Fldchen und
Kurven bei konformen Gruppen des Raumes, Leipzig, 1899} s'était occupé de la méme
question mais sans obtenir exactement les mémes résultats.
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un groupe de déplacements non euclidiens, ou bien enfin est formé des
2 transformations qui laissent invariant un cercle réel.

U. Amaldi s'est aussi occupé des surfaces qui admettent une infinité
de transformations conformes (%3). Si 'on fait abstraction des spheres
(et des plans), ces transformations ne peuvent pas dépendre de plus de
deux parametres. Les surfaces réelles qui admettent un groupe i deux
paramétres de transformations échangeables entre clles se raménent, par
une transformation conforme, 4 un tore et, dans des cas particuliers, &
un cone de révolution ou 4 un cylindre de révolution. Siellesadmetient
un groupe & deux paramdtres de transformations conformes non échan-
geables entre elles, elles se raminent 4 un cylindre ayant une spirale
logarithmique pour section droite. Ces deux familles de surfaces dépen-
dent chacune essentiellement d’un parametre, au point de vue de la
géométrie conforme.”

13. La géométrie des sphéres orientées de Lie (*°). — La géométrie
sphérique « supérieure » ou « de Lic » est une généralisation de la
géométrie sphérique élémentaire.

On a défini dans le numéro précédent une sphire au moyen de cing
coordonnées homogenes i, les coordonnées d’une sphere de rayon nul
satisfaisant 4 la condition () = 0. Le rayon d’une quelconque de ces
spheres cst de la forme

o T,

Xepry

ol P'équation Zejxi=o exprime la condition pour que la sphere se
réduise 4 un plan. Introduisons une nouvelle coordonnée surabondante
== VIQ(J]‘ Xa, T3y Ly, Ts)i

si la sphere n’est pas de rayon nul, cela est possible de deux manires.
Nous conviendrons de dire que Iensemble des six quantités 2y, ..., Z¢
lides par la relation

@ = £} — Q(&y, Lo, L3, Ty, Ts) =0
définit une sphére orientée de rayon

Ts
Seixi!

(%) Atti R. Accad. Lincei Rend., (5), t. 10, 11, 1go1, p. 168.

(%) Forhandlinger Vi kabs-Selskabet Christiania, 1871, (éd. 1872) ou bien 1870
(éd. 1891), p. 67, 183; Nachr. Ges. Gétt., 1871, p. 191, 535; Math. Ann., 1.5, 1873,
p. 145.
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une sphire orientée est donc une sphére dont le rayon est défini sans
ambiguité de signe.

Le groupe de la géométrie des sphéres orientées ou géométrie de Lie
est formé des translormations lindaires qui, effectuées sur les six varia-
bles z;, laissent invariante 1’6 équation ® = o.

Les ¢léments de la géométrie conforme et de la géométrie des spheres

orientées sont donc dans les deux cas les spheres; mais une sphére de
la géométrie conforme se dédouble (du moins si son rayon n’est pas nul)
en deux sphires orientées de la géométric de Lie.

La relation polaire invariante

N0,

i Doy
exprime que les deux sphéres orientées (z) et (&) sont tangentes : cela
signifie, dans le cas des sphires proprement dites, que le carré de la
distance des centres est égal au carré de la différence des rayons : deux
spheres orientées réelles de rayons positifs ne sont done tangentes quc
si leur contact est intérieur. La relation de contact est vérifice par unc
sphire orientée et un plan isotrope passant par son centre, par deux
plans orientés paralleles ou ayant en commun une droite isotrope, par
le plan de l'infini ¢t un autre plan quelconque.*

Fe groupe de la géoméirie de Lie peut encore ¢tre défini comme
I'ensemble des transformations effectuées sur les sphires orientées et
qui changent deux sphires orientées tangentes en deux sphéres orientées
tangentes. Il est a 15 parametres.

Ce groupe peut aussi ¢ire regardé comme le groupe projectif de E;
qui laisse invariante la quadrique ® = o. Les sphores orientées de E,
ont pour images les points de la quadrique. Un point (&) de E; qui
n’appartient pas 4 la quadrique est lié d’'une maniére invariante aux
points de la quadrique situés sur son plan polaire. Tl peut donc étre
regardé comme limage du complexe lindaire de sphéres orientées
défini par Péquation

Zay; :;:: = 0.
Les six quantités @; peuvent éire regardées comme les coordonnées de
ce complexe. Si le point () est sur la quadrique ® =o, le complexe
(dégéncrescent) est formé des sphires orientées tangentes a la sphére
orientée de coordonnées (a;). Un complexe linéaire non dégénérescent
est formé en général des sphéres orientées qui coupent une sphére fixe
sous un angle constant’.
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7

Dans la géométrie de Lie les points, ou plutét les sphéres de rayon
nul n¢ forment pas un corps, comme dans la géométrie conforme; unc
spheére de rayon nul peut en cffet ¢ire transformée en une sphere

orientée de rayon différent de zéro. Ce n’est que Pensemble des spheres
orientées qui forme un corps.

.On peut aussi prendre pour éléments générateurs de Pespace les
JSaisceaux de sphéres orientées tungentes; un tel faisceau est 'ensemble
des spheres orientées (z;-+4z) ou () et (z) sont deux spheres tan-
gentes. Il y a en général une correspondance biunivoque entre un fais-
ceau de sphéres orientées tangentes ct un élément de surface orienté
(ensemble d’un point et d'un plan orienté passant par ce point). La
condition pour que deux éléments de surface orientés infiniment voi-
sins, définis I'un par les deux sphéres orientées tangentes [, z'], l'autre
parles deux spheres orientées tangentes | z + dz, 2/ + da'], soient unis,
est que la sphare orientée (2) soit tangente & la sphire orientée (' + dz')
ou cncore qu’on ait
by a9 dr;=o.

s O

o

Cette relation étant invariante vis-a-vis du groupe de Lie, il en résulte
que ce groupe transforme entre cux les éléments de surface en rempla-
cant deux éléments unis par deux éléments unis : c’est donc un groupe de
transformations de contact. Clest le plus grand groupe de transfor-
mations de contact qui change les sphéres en sphires, ou encore qui con-
serve les lignes de courbure (57)

Les considérations précédentes s’étendent a toules les valeurs de n.
Dans le cas de n = 2, la notion de sphére orientée doit ¢tre remplacée
par la notion de cycle due a Laguerre [n° 14] (**).

On a supposé, dans ce qui précide, les éléments complexes. Si
P'on se borne aux éléments réels, la forme quadratique @ est, pour
I'espace E,, réductible par une substitution linéaire réelle, a la forme
B A Sh— She— 2 (0.

La géométrie des sphéres orientées de E, et la géométrie conforme
de E,., font intervenir toutes les deux le groupe projectif d’une qua-
drique non dégénérescente de E, . Si Pon se borne aux éléments réels,

() S. Lig, Math. Ann. t. 5, 872, p. 183; F. KLY, Héhere Geometrie, v. 1, p. 485/

(**) Dans le plan, G. ScurreRs [ Ber. Ges. Lpz. math.), t. 51, 18gg, p. 145) a
miné par une méthode synthétique les transformations du groupe de Lie considérées
comme transformations de contact changeant les cycles en cycles,

(®) F. Kien, Hihere Geometrie, t. 1, p. 209.
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les deux quadriques sont essentiellement distinctes et ne sont pas réduc-
tibles I'une a Pautre par une transformation réelle, a cause de la loi
d’inertie des formes quadratiques. Au contraire, si fon admet les élé-
ments complexes, les deux quadriques sont réductibles Pune a Vautre,
de sorte que les deux géométries sont équivalentes. Cette équivalence
peut étre mise en ¢vidence, dans le cas de 2 = 2, par une conslruction
géométrique simple (") : on prend dans Uespace E, un plan fixe E, et
T'on fait correspondre 4 tout cyele de E, de rayon r le point de K,
obtenu cn portant & partir du centre du cycle sur un axe perpendiculaire
au plan E, un vecteur ¢gal i éz; inversement le cycle est Pintersection
du plan E, et de la sphére de rayon nul ayant pour centre le point de E..
Par cette correspondance le groupe conforme de E; devient le groupe
des cycles de Es. En particulier toute droite orientée de E, correspond
i un plan isotrope (regardé comme sphére de rayon nul) de Eg, et ce
plan isotrope contient la droite. Cette construction s’¢tend a un espace
L, quelconque. La géométrie de Lie de K, peut ainsi se déduire, par
¢éométriques successives, de la géométrie projective
d'une quadrique M7, de E,.. ().

deux constructions

Dauns le cas particulier de I'espace complexe K, il existe une troi-
sidme géomdtrie, différente de la géométrie conforme de E,, et équiva-
lente a la géométrie des sphéres orientdes @ ¢'est la géomdtrie réglée

projective qui fait, elle aussi, intervenir une quadrique de E;. L'équi-
valence de la géométrie réglée et de la géométrie des spheres orientées
de E, conduit a4 une COrl‘poUnr‘nncP romarquablc (nécessairemenl
imaginaire) entre les droites et les sphéres orientées de Ei; a deux
droites qui se coupent correspondent deux sphéres orientées tangentes.
Cette correspondance existe aussi entre les faisceaux de droites et les
faisccaux de sphéres orientées tangentes, par suite enfin entre les ¢lé-
ments de surface et les éléments de surface orientés; a deux éléments
de surfaces unis correspondent deux éléments de surface orientés unis.”
De ce dernier point de vue, la correspondance constituc la célébre trans-
formation de contact, découverte par S. Lie, qui transforme les lignes
asymptotiques d’une surface dans les lignes de courbure de la surface

() Cette construction remonte au fond a M. Chasles [ Géométrie supérieure (2 éd.)
Paris, 1880, p. 507), A. F. Mobius (Ber. Ges. Lps math., t. 9, 1357, p. 38) et
E. N. Laguerre; W. Ficdler ( Cyolographie, Leipzig, 1882, en partic. p. 138 et suiv.)
en a fait une étude approfondie.

(') ¥. Kueiv, Hohere Geometrie t. 1, p. 477 et suiv. Cf. F. KL, Math. Ann., 1872,
p- 257, en partic. p. 267.
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transformée (*?). Cette transformation de contact ne s’étend pas a un
espace E, quel(‘.onque (n2kis),

14. La géométrie de direction de Laguerre (**). — Considérons
dans le plan I'ensemble des transformations de Lie qui changent les
droites oricntées en droites orientées. Dans la correspondance entre la
géométrie de Lie du plan et la géométrie conforme de I'espace Es, ces

transformations corr

spondent aux transformations conformes de E,
qui changent les plans isotropes cn plans isotropes, c'est-a-dire aux
transformations du groupe fondamental de la géométrie ¢lémentaire
de F,;. La distance de deux points de E; est la distance tangentielle des
deux cycles correspondants du plan. La (réométrie de direction de
Laguerre est celle qui a pour groupe fondamental Uensemble des trans-
formations de Lie qui conservent la distance tangentielle de deux cycles :
ce groupe correspond au groupe des déplacements et des retournements
de l'espace euclidien E; (**). I est mixte et formé de deux familles
continues a six paramétres.

(%) €. R. Acad. Sc., t. T, 1850, p. 579; Ber. Akad. Berlin, 1870, p. 891 (en collabo-
ration avec F. Klein; reproduit Math. Ann., t. 23, 1884, p. 579; voir, en particulier no7);
Forhandlinger Videnskabs-Selskabet Christiania, 1870 (éd. 1871) ou 1869 (&d. 1870),
aussi les articles indiqués (%), et Geometrie der Besiehungstransformationen, t. 1,
chap. X, § 4.

(:his) Math. Ann., t. 5, 1872, p. 145. Tout réccmment, E. Bompiani [Rend. R.
Accad. Lincei, (5), t. 21, 1912, p. 697] a étndié la correspondance, déterminée par I
transformation de Lie, entre les faisceaux des droites tangentes 3 deux surfaces corres-
pondantes, en des points aussi correspondants. 11 en a’donné une construction géomé-
trique, avec d’autres applications.

(%) Sur la géométrie de direction (Bull. Soc. Math. Fr., 1. 8. 1883, p. 196; OFuvres,
t. I, Paris, 1903, p. 592; Sur la transformation par directions réciproques (C. R.
Acad. Sc., t. 92, 385, p. 71; OEuvres, t. II, p. 694); Trarsformations par semi-
droites réciproques [ Nous. Ann. Math., (3), t. I, 1882, p. 542; OFucres t. II, p. 608];
Sur les hypercycles (C. R. Acad. Sc., t. 94, 1882, p. 778, 933, 1033, 1160; CFuvres,
t. 1L, p. 620); Sur les anticaustiques par réflexion de la parabole, les rayons inci-
dents étant paralléles [ Nouo. Ann. Math., (3), t. 2, 1883, p. 16; QEuwres, t. II,
p. 6 Sur quelques propriétés des cycles [ Nouv. Ann. Math., (3), t. 2, 1883, p. 65;
OFuvres, t. 1L p. 651]; Sur les courbes de directions de la troisiéme classe [ Nouv.
Ann. Math., (3), t. 2, 1883, p. 97; OFuvres, t. 1L, p. 660]; Sur les anticaustiques par
réflexion de la parabole, les rayons incidents étant perpendiculaires & l'aze (Nouo.
Ann. Math., t. 4, 1885, p. 5; OFucres, t. 11, p. 675). On trouvera un exposé d’ensemble
dans I'Ouvrage : Recherches sur la géométrie de direction, Paris, 1885. ,La notion
de groupe n’intervient pas dans les recherches de E. N. Laguerre.

(™) ,La relation qui vient d’étre indiquéc entre le groupe de Laguerre ct le groupe
des déplacements euclidiens & déji été signalée par S. Lie (Nachr. Ges. Gott., mai 1871,
p. 201; Math. Ann, t. 5, 1872, p. 186. R. Bricard [Nous. Ann. Math., t. 6, tgob,
p- 159, 433] utilise une représentation qui raméne le groupe de Laguerre prolorgé au
groupe projectif d’un cone de I'espace Ey, les droites orientées du plan étant représentées
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On peut prendre pour élément générateur du plan, dans la géométrie
de Laguerre, la droite orientée.

Toute transformation du groupe euclidien de E; peut étre regadée
comme le produit d’un nombre fini de symétries par rapport a un plan.
A une de ces symétries correspond dans le groupe de Laguerre une
transformation par semi-droites réciprogues. Ces transformations qui
permettent ainsi d’engendrer tout le groupe de Laguerre jouissent de la
propriété suivante : une droite orientée el sa transformée se coupent
sur une droite fixe, I'axe de la transformation; de plus, deux droites
orientées et leurs transformées sont tangentes 4 un méme cycle. Ce sont
ces transformations par semi-droites réciproques que Laguerre a mises
i la base de ses recherches sur la géométrie de direction; clles jouent le
méme réle que les inversions dans la géométrie conforme.

La correspondance entre la géométrie de Laguerre du plan ct la géo-
métrie euclidienne de 'espace n’a de sens que dans le domaine complexe.
Dans le domaine réel la génération du groupe de Laguerre par les trans-
formations par semi-droites réciproques subsiste : le groupe de Laguerre
est identique alors au groupe affine de D'espace qui laisse invariante la
forme dz?* + dy* — dz>.

Les considérations précédentes s"étendent a un cspace E, quelconque.
Dans I'espace E; le groupe de Laguerre (*#) transforme entre eux les
plans orientés et peut étre engendré par des transformations par semi-
plans réciproques; dans une telle transformation un plan orienté (ou
semi-plan) et son transformé se coupent sur un plan fixe; deux plans
orientés et leurs deux transformés sont tangents a une méme spheére
orientée. Deux spheres orientées admettent un invariant, qui est la
différence entre le careé de la distance de leurs centres et le carré de la
différence de leurs rayons.

Le groupe de Laguerre peut étre regardé comme un groupe de trans-
formations de contact, au méme titre que le groupe de Lie dont il est un
sous-groupe (*). Dans le plan il change une courbe orientée, regardée

par les points du come; W. Blaschke [Arch. Math. Phys., (3), t. 18, 1911, p. 132],
rameénc de méme le groupe de Laguerre prolongé au groupe projectif d'un cylindre de
révolution; E. Miiller (Jahresb. deutsch. Math.-Ver., t. 20, 1911, p. 168) utilise la
Teprésentation cyclographique qui raméne le groupe de Laguerre au groupe projectif
d'une eonique réelle 4 Pinfini de E,.*

(*+44) Gourt exposé par Buris et DarBoux, Bull., (2), t. 30, 1906, p. 19.

(**) C. Stephanos (C. R. Acad. Se., t. 92, 1881, p. 1195) a étudié les relations qui
existent entre la géométrie de Laguerre et la géométric des sphéres orientées de Lie.
E. Miller( Monatsh. Math. Phys., t. 9, 1898, p. 289; Jahresb. deutsch. Math.-Ver.,
t. 14, 1903, p. 574) a étudié ses relations ave: la géométrie conforme,
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comme enveloppe de droites orientées, en une autre courbe orientée.
Laguerre appelle « courbe de direction » une courbe orientée séparable
analytiquement de 'enveloppe des droites orientées opposées i ses tan-
gentes orientées. L'enveloppe d’un cercle de rayon constant dont le
centre décrit une courbe de direction se décompose cn deux courbes
séparées. Le cycle est la seule courbe orientée qui admette un groupe
de transformations de Laguerre i plus d’un paramétre : ce groupe est &
trois paramétres et isomorphe au groupe projectif de la droite. Si une
courbe orientée admet un groupe de transformations de Laguerre i un
parametre, elle est réductible soit 2 une développante de cercle, soit a
Penveloppe de la droite orientée

2r + (1— )y —ti=o,
soit 4 'enveloppe de la droite orientée

ycht — zsht — at = o

15. La cinématique nouvelle et le groupe de Lorentz (°*). — Dans
les conceptions cinématiques modernes, on est conduit représenter
un événement, rapporté a un certain systeme de référence, par quatre
coordonnées z, y, z, ¢, les Lrois premidres localisant 'événement dans
Pespace, la derniere dans le temps. Le systtme de référence est dit
normal si, par rapporl & ce systtme, la lumidre se propage en ligne
droite avec une vitesse ¢gale & I'unité. On a 6té conduit & admettre
Pexistence de systtmes de référence nouveaux mobiles les uns par
rapport aux autres. (*7). Le passage de I'un de ces systémes a I'autre
constitue une transformation portant sur les variables z, y, z, ¢ et cette
transformation doit laisser invariante I'équation

dat+ dyr+ds*— di*=o

vérifiée pour tout rayon lumineux. L'ensemble des transformations qui
laissent cette équation invariante est un groupe semblable, dans le
domaine complexe, au groupe conforme de espace E,. Le groupe de la

(") ,Les Mémoires relatifs a cette théorie sont trés nombreux et ressortissent
d'aillears de la Physique. Citons parmi les articles fondamentaux, ceux dc H. A.
LogexTz, Proc. sect. Sc. K, Akad. Wetensch. (Amsterdam) t. {2, 1904 (27 mai 1904);
H. Poivcaré, Rend. Circ. mat. Palermo, t. 21, 1906, p. 129, 144; H. MINKoskwl,
Conférence faite & la 80* Versammlung der deutschen Naturf. und Aerzte, Cologne
21 sept. 1908, éd. Leipzig, tgoy, trad. dnn. Ec. Norm. sup., (3), t. 26, 1909, p. 499;
F. KiewN, Jakresb. deutsch. Math.-Ver., t. 19, 1910, p. 281°.

(®") ,C'est cette hypothése qui constitue le principe de relativité.*
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cinématique nouvelle ou groupe de Lorentz correspond au sous-groupe
de ce groupe conforme formé des déplacements euclidiens. Il est sem-
blable, dans le domaine réel, au groupe de Laguerre de I'espace

Les transformations génératrices indiquées par Lorentz correspondent
aux transformations par semi-plans réciproques de Laguerre.

La similitude des deux groupes peut étre mise en évidence en repré-
sentant un événement (z, ¥, 3, ¢) par la sphere orientée de centre (z,
¥, 3) et de rayon 7. Un rayon lumincux est alors représenté par un
faisceau de spheres orientées tangentes. Chaque transformation du
groupe de Lorentz échange entre clles les spheres orientées; la pro-
pricté des rayons lumineux exige qu’elle change un faisceau de spheres
oricntées tangentes en un faisceau de sphéres orientées tangentes : c'est
donc une des transformations du groupe de Iie. Enfin un événement
qui se passe au temps infini doit étre transformé en un événement qui
se passe au temps infini : la transformation conserve done le plan de
Pinfini ou change les plans orientés en plans orientés ("%).

Deux é¢vénements admettent un invariant, & savoir

(r =Y ( =y P (5= F = (L L)

¢est le carré de la distance tangentielle des deux spheres orientées qui
les représentent. Si cet invariant est positif, les deux événements ne
sont ni antérieurs ni postérieurs 'un & Pautre, aucun courrier ne peut
atre témoin de ces deux événements; si P'invariant est négatif, celui des
deux événements pour lequel £ estle plus grand est postérieur & 'autre;
enfin si invariant est nul, les deux événements peuvent étre ¢clairés
par un méme rayon lumineux.

Si T'on considére unc suite d’événements dépendant d’un paramétre,
la quantit¢ dz? -+ dy*+ ds*—di? peut étre, au voisinage d’une
certaine valeur du paramétre, posilive, nulle ou négative. Si elle est
posilive, les événements se déroulent dans I'espace et T'on peut toujours
supposer que deux ¢vénements infiniment voisins sont simultanés;
Pexpression dz? -+ dy? -+ dz* — di* est le carré de la distance spatiale
de ces deux événements. Si la quantit¢ dz?+ dy2-4- dz?—de est
négative, les événements se déroulent dans le temps et I'on peut tou-
ins se passent au

jours supposer que deux événcments infiniment v

dy

méme point de I'espace ; 'expression Vde—dx — dz? est'inter-

() ,E. Cartan, C. R. Soc. Math. Fr., n° 40, 1912, p. 23 (24 janvier ig12); ¢f.
H. BATena¥, Proc. London Math. Soc., (2), t. 8, 1910, p. 233; E. TixErDING, Jahresb.
deutsch. Mati.-Ver., 1. 21, 1013, p. 274."
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valle de temps (local) qui les sépare. Enfin si la quantité
dzt+ dy?+ dz?— d?

est nulle, deux événements infiniment voisins sont éclairés par un méme
rayon lumineux : les ¢événements ne se déroulent ni dans le temps ni
dans Pespace.

Si une ligne d’événements se déroulant dans le temps admet un sous-
groupe & un parameétre du groupe de Lorentz, ses coordonnées peuvent
étre mises, abstraction faite de cas particuliers limites, sous la forme

X = cosm~, ¥y =sinms, 2z =chnrt, t=shn=z (n*—mr=1),

ol 7 désigne le temps local variable (99).

16. La géométrie hermitienne. — Toules les géométries précédentes
font intervenir comme groupe fondamental le groupe projectif d’une
quadrique d'un espace E,. La géométrie hermitienne fait intervenir un
groupe projectif d'une tout autre nature.

Considérons dans un espace complexe E, un systéme de coordonnées
homogenes complexes x4, 3, . .., Zn, Zn.1. Le groupe de la géométrie
hermitienne est formé des transformations projectives (complexes) qui
laissent invariante I'équation

Lajpxriri=o0,
o Z;; désigne la quantité complexe conjuguée de x, et ou 'ona
Ay = Agk-

Le premier membre de I’équation est une forme d’Hermite (1°°); on

(*), Sur les relations entre le principe de relativité et la géométric non euclidienne,
voir A. SoMMERRELD, Phys. Z., t. 10, 1909, p. 828; V. Varieate, Phys. Z., t. 11, 1910,
P. 93, 287, 586; G. HERaLOTZ, Ann. Physik, t. 31, 1910, p, §of; vox V. PaRicAk, Glas
syrke Kraljevske Akad., t. 13, 1911, p. 211; Jahresb. deutsch. Math.-Ver., .21, 1912,
p- 103; E. BoreL, C. R. Acad. Sc., . 154, 1912, p. g70."

(') ,C. HERMITE, J. Reine Angew. Math. t. A7, 1854, p. 435; t. 52, 1856, p. 3g9;t. 53,
1857, p. 183; GEuvres, publ. par L. Picarp, Paris, 1go5. Les substitutions linéaires qui
laissent invariante une forme d’Hermite avaient déja été considérées par E. Picard dans
ses recherches sur les fonctions hyperfuchsiennes (Acta Math., t. 1, 1884/5, p. 297).
Elles ont fait I'objet d’'un Mémoire de A. Loewy (Nova Acta Akad. Leop., T\, 1898,
p. 377). Cest G. Fubini qui le premier a considéré le groupe de ces substitutions
comme le groupe fondamental d’une géométrie métrique [Memorie dell' Accad.
Geoenia Catania, 1903; Atti Ist. Veneto, (8), t. 6, 1903/, p. 501]. Le Mémoire le
plus important relatif 3 la géométrie hermitienne est de E. Study (Math. Ann., t. 60,
1905, p. 321)."
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suppose le discriminant de cette forme différent de zéro. L'équation
représente ce que C. Segre appelle une hyperquadrigue réelle (101).

Les ¢léments générateurs de espace dans Ja géométrie hermitienne
sont les points complexes de E,; ils forment au fond une variété réelle
4 2 n dimensions. Toute forme d’Hermite est réductible, par une substi-
tution lin¢aire, a la forme canonique

ST T+ LTy Ep T T,
oit les ¢ sont 6gaux & 1. Il existe aussi une loi d'inertie (1°2) d’apres
laquelle le nombre des coefficients ¢ positifs est indépendant de la

=+ n-+3
ou

maniére dont la forme canonique est obtenue. Ily a done -

géométries hermitiennes essenticllement distinctes. La géométrie hermi-
tienne elliptique est celle qui correspond a la forme d’Hermite

LTy EnTp b Lo B,

la géometrie hermitienne Zyperboligue a la forme

BIL o X Ty Loy Tppy.

Le groupe de la géoméirie hermitienne est & n(n + 2) parametres
réels; il est simple, il contient comme sous-groupe le groupe projectif
réel de la quadrique

Iyaxi=o0

dans l'espace réel E,. La géométrie hermitienne elliptique ou hyper-
bolique est donc une extension aux éléments complexes de la géométrie
non euclidienne réelle, elliptique ou hyperbolique; cette extension est
essentiellement différente de la géométrie non euclidienne complexe.

Dans la géométrie hermitienne elliptique ou hyberbolique, deux
points complexes quelconques de E, ont un invariant absolu, leur dis-
lance hermitienne. Les courbes complexes de £, 4 une dimension réelle
ou fils (lieu de points dont les coordonnées sont fonction d’'un para-
metre réel) qui réalisent la plus courte distance entre deux points sont
les chatnes normales de E. Study (19%), toutes homologues entre elles;
le minimum de distance est absolu dans le cas de la géométrie hyper-

bolique.

(') ,C. Seems, A¢ti Accad. Torino, t. 25, 1889/g0, p. 284, 592 et suiv., 6ob. Voir
aussi Math. Ann., t. 40, 1892, p. 413.*

(') \C. HeRrvIte, J. Reine Angew. Math., Crelle, t. 52, 1856, p. fo; OEuvres, publ.
par E. Prcano, t. I, Paris, 1g05.*

(1) E. Stupy, Math. Ann., t. 60, 1905, p. 333.*
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Dans le cas de la géométrie hermitienne hyperbolique de E,, la forme
d’Hermite fondamentale étant

T +yy — 33,

et Pespace étant réduit aux points complexes pour lesquels la forme
d’Hermite est négative, il existe des fils admettant un sous-groupe
deux parameires du groupe d’Hermite. Ces fils sont formés de points
appartenant tous 4 une méme droite complexe du plan E,, soit z =0
etl'on a, pour leurs coordonnées homogénes y, 5, des formules rentrant
dans l'un des trois types suivants :

sh (yT— m2 shyT—mis;

sin (\/m‘—'—l s)

s désigne arc hermilien; m est une constante réelle inférieure 4 1 dans
le premier cas, supéricure i 1 dans le troisitme cas. La droite hermi-
tienne est donnée par les premieres formules, pour m = o.

Il y a également, en dehors de la variété formée d'une droite com-
plexe de E;, des variétés & deux dimensions réelles (membranes)
admeltant un groupe A trois paramétres. Ces variétés sont homologues
entre elles et l'on peut supposer les coordonnées z, y, z d'un de leurs
points données par les formules

r=(u+i)(ii+0), y=(u—ij(e—=i, 5= i(ua-+n,

ol u et u sont deux parametres arbitraires complexes conjugués; le
groupe & trois paramétres s’obtient en effectuant sur « une transforma-
tion homographique a coefficients réels.

La géométrie hermitienne fait intervenir, pour les éléments génera-
teurs de 'espace (points complexes de E.), 2n coordonnées réelles et
son groupe fondamental dépend de n(n -+ 2) parametres réels. On
aurait une extension de cetle géométrie en regardant les 27 coordonndes
etles n(n + 2) paramétres comme des nombres complezes. La géomo-
trie hermitienne ainsi étendue serait identique a la géométrie projective
de l'espace complexe E, (%), dans laquelle I'élément générateur de

(1) ,Le groupe de la géométrie hermitienne est donc isomorphe, par urne transfor-
mation imaginaire, au groupe projectif général réel. 1) est isomorphe a un groupe de
transformations de contact signalé par F. Engel [Ber. Ges. Lps. (Math.), t. 44, 189,
p. 2927
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espace serait 'ensemble d’un point et d’une multiplicité plane E,_.
(complexes). Ceux des éléments générateurs qui correspondraient aux
points a V'infini de la géométrie hermitienne seraient formés d’un point
et d’un E,_, passant par ce point.

On peut également considérer la géométrie hermitienne parabolique
de F,; son groupe est formé des transformations affines complexes de E,,
qui laissent invariante la forme d’Hermite différentielle

dxy dzy + dey dzs+. ..+ dxpy dzp.

Il est & n(n-+2) paramétres et admet un sous-groupe invariant
a n(n -+ 2)—1 parametres.

17. La géométrie projective quaternionienne. — Appelons point de
lespace I, quaternonien I'ensemble de 2 - 1 quaternions non tous nuls

Ly, Ty ey Tavyy

en convenant de regarder comme identique le point défini par les coor-
données

ok, 2ak, oy Tnerk,

ou k désigne un quaternion quelconque. Le groupe projectif de
I'espace quaternionien E, est formé des transformations de la forme

/
T\ = Anay -k @Gl @ Tty

Fpat = Anr1,181+ Quaa 2 T2+ oo+ Bptae1 Tntny

out les coefficients @i, sont des quaternions arbitraires. On ne regarde
pas comme distinctes deux transformations pour lesquelles les coeffi-
cients different d’un méme facteur constant scalaire (réel). Le groupe
projectif précédent dépend doncde (2n ~+1) (22 + 3) paramdtres réels.

Le cas le plus simple est celui de la droite quaternionienne, le groupe
dépend alors de 15 parametres. En prenant dans ce cas une coordonnée
non homogéne, I'équation des transformations du groupe est de la forme

r'=(ar—+b)(adz+b )t

Si un fil, lieu de points dépendant d'un parametre scalaire variable,
admet un groupe projectif quaternionien & plus d'un parametre, il en
admet un 2 six paramétres et alors il est équivalent & un lieu de points 2
coordonnée scalaire, ou bien il en admet un a deux parameétres et alors
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il est réductible au lieu des points
z =th (Ya+iu),

oit u est un paramétre scalaire variable.

On peut étendre la géométrie projective quaternionienne de l'espace
E. en regardant les 4n — 4 coordonnées des points de l'espace et les
(2n+1)(2n+ 3) paramétres des transformations comme des nombres
complexes. La géométrie ainsi obtenue est alors identique & la géométrie
réglée projective de I'espace complexe Ean.i, I'élément générateur étant
la droite (107). Mais cette identité n'a lieu que dans le domaine
complexe (1°0)".

18. La géométirie projective duale. — On appelle nombre dual une
expression de la forme @ + be, ou ¢ est une unité hypercomplexe satis-
faisant 4 I'équation e2=o0. Le nombre dual est dit réel quand a et & sont
réels, complexe quand a et & sont complexes. Il est dit pseudo-nul ou
diviseur de zéro quand la partie scalaire, c’est-a-dire a, est nulle.

On appelle point de I'espace dual E, 'ensemble de » -1 nombres duals

2y, Tz ey Tawr

qui ne sont pas tous nuls, ni tous diviseurs de zéro et I'on convient de
regarder comme identique le point défini par les coordonnées
kzy, kxs, ...y kTne,
k étant un nombre dual non diviseur de zéro.
Le groupe projectif de I'espace dual E, est formé des substitutions
linéaires a coefficients duals effectuées sur les z;, le déterminant des
coefficients de la substitution n’étant pas un diviseur de zéro (7). On

(%) ,La géométrie projective de Ja droite quatcraioni est ainsi rapprochée de la
géométrie projective réglée de E, et, par suite, de la géométrie des sphéres orientées
de E,, un point de la droite guaternionienne correspondant & une sphére orientée*.
Cette correspondance, qui n'existe que dans lc domaine complexe, a été signalée et
utilisée par C. Stephanos (Math. Ann., t. 22, 1883, p. 589).

(14) ,Le groupe projectif de I'espace quaternionien E, est donc isomorphe, par upe
transformation imaginaire, au groupe projectif général réel de E,,,; il est aussi
isomorphe, mais encore par des transformations imaginaires, aux différents groupes
hermitiens de E, ., [voir n° 41].*

(W) ,C. Seare (Atti Acad. Torino, t. 47, 1911/2, p. 308) considére plus généralement
les géométries projectives duales, pour lesquelles un point est représenté par des
coordonnées homogénes z,~+ y,c, ou & est ume wvnité complexe aatisfaisant 2
P'équation e?=ge+ h. Un point de Lespace dual peut alors se représenter par une
homographie sur une droite. L’homographie est parabolique dans le cas oit ¢*=o0. C/f.
P. PRADELLA, Giorn. mat., (3) t. 2, 1g1x, p. 281.%
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obtient la méme transformation projective en multipliant tous les
coefficients par un méme facteur dual non diviseur de zéro.

A tout point de I'espace dual E, correspond le point de 'espace non
dual (réel ou complexe) E/, qui a pour coordonnées homogénes les parties
scalaires des coordonnées du point donné (*°*); inversement & un point
deYespace non dual correspondent co” points de 'espace dual. L’ensemble
de ces =" points et tous les ensembles analogues sont transformés entre
eux par le groupe projectif dual.

Le groupe projectif de la droite duale réelle a une interprétation simple
dans le plan réel : il est identique au groupe de Laguerre du plan (10v).
Faisons en effet correspondre au point (u 4w/, ¢ +-¢¢') de la droite
duale la droite orientée

2uvr + (2 — ut)y + v’ —uv' =o0;

toute transformation projective de la droite duale devient par cette
correspondance une transformation de Laguerre du plan; on obtient
ainsi celles des transformations de Laguerre qui forment un groupe
continu; les autres, en particulier les transformations par semi-droites
réciproques, résultent de la composition d’une transformation projective
duale avec la transformation qui change de signe le coefficient de «.

Le groupe projectif de la droite duale complexe a une interprétation
également simple dans la geométrie de Laguerre du plan complexe, et
par suite dans la géométrie euclidienne de Iespace complexe. Il suffit
de faire correspondre au point (v —+ ', v-+ee') de la droite duale
complexe le plan isotrope

2uey + (02— u?)y + (02 + 1) 3 + cu’ — ue' = o.

Par cette correspondance, toute transformation projective de la droite
duale devient un déplacement de I'espace cuclidien (10).

(™) ,Noyau, d'aprés C. SEGRE (1), p. 319.*

(1) yW. Brasciks, Monatsh. Math. Phys., t. 21, 1910, p. 3. Cf. G. Scuerrers, Math.,
Ann., t. 60, 1905, p. fg1.*

(1) G. GRUNWALD (Moratsh. Math. Phys., t. 17, 1go6, p. 81) représeate les dépla-
cements réels de I'espace par les transformations projectives

o (B HDw+ai—a,
(a‘z+a,)w+tazva,,)

o a,, a,, ,, a, sont des paramétres duals réels. Il substitue a la considération des
plans isotropes celle des droites orientées réelles (Speer) qu'ils contiennent : il y a
ainsi correspondance entre les points du plan dual complexe et les droites orientées de
lespace Cf. W. Buasceke, Monatsh. Math. Phys., t. 21, 1910, p. 210. H. Beek (Ber.
Gés. Lps. (Matk.), t. 64, 1912, p. 3) considére la droite minima comme &lément géné-
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Dans le plan dual la théorie des coniques (et des courbes en général)
présente des particularités intéressantes. Soit une conique définie par
une équation

Sz, 22y 23) =0

dont le discriminant soit supposé ne pas étre un diviseur de zéro, et soit
e(u, Uy uz) =0

I'équation tangentielle de cette conique. Si les coordonndes uy, us, u,
d’une droite duale sont telles que ¢(u4, uz, ;) ne soit pas un diviseur
de zéro, la droite coupe la conique en deux points duals réels ou
imaginaires. Si (1, 4s, u;) est un diviseur de zéro sans étre nul, la
droite n’a aucun point commun avec la conique. Si enfin

9y, sy 43) = 0,

la droite est dite tangente & la conique et elle a une infinité de points
(idenliques quant aux parties scalaires de leurs coordonnées) communs
avec la conique. Les points du plan dual se partagent de méme en trois
catégories, suivant que l'on peut mener de ces points deux tangentes,
zéro tangente ou une infinité de tangentes 4 la conique : dans ce dernier
cas le point est sur la conique.

On peut d’ailleurs établir une correspondance biunivoque entre les
point ‘duals d’une droite (complexe) et les points duals d’une conique,
et par suite entre les points duals d’'une conique et les plans isotropes
delespace. Cette correspondance fournitune interprétation dans I'espace
euclidien de la géométrie projective du plan dual. Mais pour bien
comprendre cette correspondance, il est utile d’indiquer une inter-
prétation analogue de la géométrie projective du plan compleze dans
I'espace hyperbolique reel.”

19. La géométrie projective du plan complexe etla géométrie projec-
tive radiale de I'espace hyperbolique réel. — On peut établir une corres-
pondance biunivoque entre les points complexes d’une droite et les points
réels d’unce sphere ou plus généralement d’une quadrique réelle non
réglée S de I'espace E;. Il en est de méme entre les points complexes
d'une conique C d’un plan et les points réels de la quadrique S. Toute
droite réelle ou imaginaire du plan, non tangente 4 la conique C, coupe

rateur de Vespace E, et étudie les déplacements euclidiens qui laissent invariante
une droite minima au moyen de la représentation des droites minima sur les points
de la droite duale.*
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cette conique en deux points auxquels correspondent sur la sphére S
deux points réels. On peut donc faire correspondre i toute droite
complexe du plan la droite qui joint deux points réels de S (111);
E. Study donne a une telle droite le nom de rayon. Si la droite du
plan est tangente 4 G on lui fera correspondre un point de S, qu’on
regardera comme un rayon impropre.

On peut de méme faire correspondre a tout point complexe du plan
le rayon, propre ou impropre, qu'on a fait correspondre a la polaire de
ce point par rapport a C.

11y a ainsi correspondance biunivoque entre les points complexes (et
aussi les droites complexes d’un plan) etles rayons, propres ou impropres,
de T'espace hyperbolique réel dont S est la quadrique fondamentale. On
peut alors imaginer, avec E. Study, deux couches de rayons, ceux de la
premitre couche correspondant anx points, ceux de la seconde couche
aux droites du plan complexe. Deux rayons rectangulaires (au sens de
la géométrie non euclidienne hyperbolique), qui appartiennent a deux
couches différentes, sont les images d’un point et d’une droite du plan
complexe passant par le point.

Toute transformation projective du plan complexe donnera donc dans
I'espace hyperbolique une transformation entre eux des rayons de
chacune des deux couches, et deux rayons rectangulaires de deux couches
différentes sont transformés en deux autres rayons rectangulaires : une
telle transformation de I'espace hyperbolique est appelée par E. Study
une collinéation (ou homographie) duale. Si l'on représente ana-
Iytiquement un rayon de la premiére couche par les coordonnées
homogenes complexes (1, 3, #3) du point du plan dont il est I'image,
un rayon de la seconde couche par les coordonnées homogeénes complexes
(1, us, u;) de la droite dont il est I'image, toute collinéation duale est
représentée analytiquement par une substitution linéaire a coefficients
complexes effectuée sur les z et par la substitution contragrédiente
effectuée sur les u. Un rayon impropre n'est pas nécessairement trans-
formé en un rayon impropre par une collinéation.

A ces collinéations duales on peut adjoindre les corrélations duales,
images des transformations dualistiques du plan, et enfin les anti-
collinéations et les anticorrélations duales, images des transformations
antiprojectives du plan, et quirésultent de la composition des collinéations
et des corrélations duales avec un retournement de I'espace hyperbolique.

(1) F. KuEN, Sitzgsb. phys.-mediz. Soc. Erlangen, L. 5, 1872/3; reproduit Math.
Ann., t. 22, 1883, p. 246.
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Le groupe mixte ainsi obtenu contient toutes les transformations portant
sur les rayons et qui laissent invariant l'ensemble des réseauz de
normales : un tel réscau est formé des oo ? rayons d’une des couches qui
coupent 4 angle droit un méme rayon de 'autre couche (*12).

Le groupe des collinéations duales de I'espace hyperbolique est a
16 parametres réels ; il contient en particulier comme sous-groupe le
groupe des déplacements non euclidiens hyperboliques.

On pourrait considérer, au lieu des rayons qui joignent deux points
réels de la quadrique S, les droites d’intersection de deux plans tangents
réels a cette quadrique. On aurait ainsi de nouveaux ¢léments qui
devraient étre complétés par les éléments impropres, savoir les plans
tangents a la quadrique.

20. La géométrie projective du plan dual et la géoméirie projective
duale de ’espacé euclidien. — Considérons (***) dans l'espace euclidien,
rapporté a trois axes de coordonnées rectangulaires, les six coordonnées
d’un systéme de vecteurs non réductible 4 un couple, & savoir :

Lo, Toa, Loz sommes des projeclions des vecteurs sur les axes;
Zau, Ty1, Z1a, sommes des moments des vecteurs par rapport aux axes.

Posons alors
Xy = Zoy + T3¢, Xe= Xoa+ T € Xs= T3+ Tyak.
Si 'on multiplie X4, X,, X, par un méme nombre dual
T+ e (= # o),
on obtient pour les zi les nouvelles valeurs

SZosy SToz, TToss GLey+ TLo1, GL3~+ TZor, OF1e—+ T3,

ce sont les coordonnées d'un quelconque des systemes de vecteurs qui
ont méme axe central que le systeme de vecteurs donné.

Les trois nombres duals X4, X, X; peuvent donc étre regardés comme
les coordonnées duales homogénes du rayon formé par U'axe central du

(11?) E. Stupy, Festschrift zu H. Limprichts Jubelfeier « Ueber Nwht Eukltdzschz
und Liniengeometrie» (Greifswald, rgoo; reproduit, avec des modifi g
et quelques additions, Jakresb. deutsch. Math.-Ver, t. 11, 1go2, p. 313). Voir aussi :
H. Brck, Die Strahlenk im hype Rnume(Du: Bonn, 1905, éd. Hanovre,
1905) ; E. Davis, Die geometrische Addition der Stdbe in der hyperbolischen Geometrie
(Diss. Greifswald, 1go4).

() E. StupY, Geometrie der Dynamen, Leipzig, 1903, p. 199 et suiv. et p. 23 et
suiv.

ions i
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systéme donné. L'équation X, X + X, X, + X, X,=o exprime que les
deux rayons (X) et (X') se coupent a angle droit.

Nous pouvons d’aprés cela faire correspondre a tout point (et aussi
atoute droite) d’un plan dual un rayon (réel) de I'espace cuclidien. Nous
imaginerons avec E. Study deux couches de rayons; ceux de la premidre
couche correspondent aux points, ceux de la seconde couche aux droites
du plan dual. Toute transformation projective du plan dual aura alors
pour image dans l'espace eucliden ce que E. Study appelle une
collinéation duale qui échange entre eux les rayons de chaque couche
et change deux rayons orthogonaux de deux couches différentes en deux
autres rayons orthogonaux. On adjointa ces collinéations les corrélations
duales, puis les anticollinéations et les anticorrélations duales. Dans

toutes ces transformations deux rayons coincidents appartenant aux deux
couches ne sont pas changés en général en deux rayons coincidents.

Quatre rayons de la premiére couche qui coupent  angle droit un
méme rayon de la seconde couche et tels que denx quelconques d’entre
eux ne soient pas paralleles, ont un « rapport anharmonique dual » qui
esl un invariant absolu du groupe des collinéations duales (117).

Le groupe mixte des collinéations, corrélations, anticollinéations el
anticorrélations duales ne contient pas toutes les transformations de
rayons qui changent un ré¢scau de normales & un rayon propre en un
autre réseau. Toules les transformations qui jouissent de cette propridié
forment un groupe 4 17 parametres qui résulte de la composition du
groupe mixte précédentavec le groupe des transformations homothétiques
ayant pour pdle Porigine. Ce groupe & 17 paramétres est le groupe des
projectivités radiales (119). Ses opérations se décomposent en colli-
néations radiales et corrélations radiales suivant que les deux couches
de rayons sont conservées ou sont échangées entre clles. Les premisres
forment un groupe continu. Le rapport anharmonique dual de quatre
normales & un méme rayon n’est pas un invariant pour le groupe total
des projectivités radiales.

Le groupe Gy, des collinéations duales est le plus grand sous-groupe
invariant continu du groupe Gi;. Le groupe G,; contient deux autres
sous-groupes invariantls continus : le premier, & neuf paramétres, est
formé des transformations de¢ Gy, qui laissent invariante la direction des
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rayons (c'est-d-dire remplacent un rayon quelconque par un rayon
parallele); le second, a huit paramétres, est formé des transformations
communes 4 Gy et Gy ; ces transformations sont les transiations duales
et sont échangeables entre elles.

Le groupe fondamental de la géométrie élémentaire est formé des
transformations de Gy, qui changent deux rayons coincidents des deux
couches en deux rayons coincidents.

On peut aussi considérer des rayons complexes, définis par trois
coordonnées homogenes duales complexes, dont une au moins n’est pas
un diviseur de zéro. Mais dans le domaine complexe il n’y a plus, comme
dans le domaine réel, identité compléte entre la notion de « rayon » et
la notion de ligne droite (1¢). Les rayons imaginaires pour lesquels la
quantité X} -+ X}~ X} est un diviseur de zéro, sans étre nulle, ne
correspondent a aucune ligne droite : autrement dit aucun des systémes
de vecteurs qu'on peut associer aux coordonnées X,, X,, X; ne peut
étre ramené 4 un vecteur unique. D’autre part, si X? 4 X2 4 X? est
nul, tous les systémes de vecteurs qu’on peut associer a X,, X,, X,
peuvent étre ramenés & un vecteur unique : le rayon imaginaire corres-
pond & une infinité de droites formant un faisceau de droites minima
paralléles situées dans un méme plan isotrope; on obtient ainsi une
correspondance biunivoque entre les points du plan dual appartenant a
la conique (C):

X{+Xi+Xi=o

et les plans isotropes de espace euclidien (complexe).

Cette correspondance résulte d'ailleurs de ce double fait qu’il y a une
correspondance biunivoque entre les points d’une droite duale complexe
et les points duals complexes dune conique, et aussi entre les points
d’une droite duale complexe et les plans isotropes. On pourrait d’ailleurs
partir de 1a pour retrouver, au moins en partie, la relation entre la
géométrie projective du plan dual et la géométrie des collinéations duales
de l'espace cuclidien. Il suffit en effet de faire correspondre i toute
droite (Vy, V3, V,) du plan dual pour laquelle V2 V2 4. V2 n’est pas
un diviseur de zéro, la droite d’intersection des plans tangents au cercle
imaginaire de Pinfini qui correspondent aux deux points d’intersection
de la droite (V,, Va3, V,) avec la conique (C) (**7). On procéderait

(1*) Une collinéation duale est déterminée en général par quatre couples de rayons
correspoudants; étant donné un rayon quelconque, le rayon homologue déterminé par
fa collinéation peut alors étre obtenu par des constructions successives de normales
communes & deux rayons non paralléles de la méme couche.

(#*) E. Stopy, Geometrie der Dynamen (*®), p. 4hofs.

(%) Cela explique pourquoi E. Study emploie systématiquement le mot rayon (Strahl)
i la place de I'expression ligne droite. Il y a A cela une autre raison tenant A ce que la
droite de l'infini ne sert pas ici, comme en géométrie projective, & compléter le corps
des rayons de maniére 2 obtenir un continuum fermé [voir ne 22].

(1) Cf. J. GriswaLD (119).
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d’une maniere analogue pour un point (X4, X,, X;) dua plan dual. Mais
cette méthode tomberait en défaut pour les droites ou les points du plan
dual pour lesquels la somme des carrés des coordonnées serait un diviseur
de zéro. Cette méthode est d’ailleurs identique & celle qui a été indiquée
pour déduire la géométrie projective radiale de Vespace hyperbolique
de la géométrie projective du plan complexe ; la quadrique fondamentale
de 'espace hyperbolique est remplacée ici par le cercle imaginaire de
I'infini.

21. Les éléments impropres de la géométrie projective radiale. —
Les projectivités radiales conservent le parallélisme des rayons d’une
méme couche. Les faisceaux de rayons paralléles forment par suite une
deuxidme espice de figures (dépendant de quatre constantes) qui
peuvent servir d’éléments génératenrs de Pespace : on peut aussi trouver
pour eux un systéme simple de coordonnées. On peut faire correspondre
a chaque faisceau de paralléles le faisceau « réciproque » formé des rayons
qui coupent orthogonalement les rayons du premier; on obtientainsi une
relation de réciprocité¢ qui se retrouve dans tout le développement de la
géométrie projective radiale.

Les rayons considérés jusqu’a présent, ou rayons propres, ne forment
pas un continuum fermé, c’est-a-dire qu'il existe des ensembles infinis
de rayons qui n'admettent aucun rayon limite. Il en est de méme en
géométric ¢lémentaire pour lensemble des droites; elles ne forment un
continuum fermé que si on leur adjoint la droite de Pinfini. Ce n'est
qu'aprés cette adjonction qu'un grand nombre de théorémes de la
géométric projective gagnent toute leur généralité; en particulier, ce
n’est qu'alors, que les transformations projectives deviennent partout
bien définies, uniformes et continues. Mais la maniére dont il convient
de compléter un ensemble d’¢léments par I'adjonction d’¢léments
impropres, de maniére a obtenir un continuum fermé, dépend non
senlement de la nature de ces éléments mais encore du groupe fonda-
mental de la géométrie dans laquelle interviennent ces éléments (1)
Et, dans la géométrie projective radiale (réelle) on proceéde autrement
que dans la géométrie projective réglée pour compléter la multiplicité
des droites proprement dites.

En géométrie projective radiale Iintroduction des rayons impropres
peut, comme l'a montré E. Study, éure effectuée de deux maniéres

(1) C'est ainsi que duns la géométrie conforme, réelle, le corps formé des points
situés 2 distance finie devient un continuum fermé par I'adjonction d'un seul point &
Pinfini.
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différentes. Il substitue pour cela a la considération du rayon supposé
réel, celle du réseau de normales correspondant, c’est-d-dire du réseau
formé des rayons qui coupent orthogonalement le rayon donné.

a. On peut d’abord regarder ce réseau de normales comme formé
de oo! faisceaux de rayons, le sommet de chaque faisceau étant sur le
rayon donné et son plan perpendiculaire au rayon donné. On peut alors
supposer qu'a la limite tous les sommets de ces faisceaux soient rejetés
a Pinfini dans une méme direction de maniére & obtenir un réseau de
paralléles. Il y a une correspondance biunivoque entre un tel réseau et
son sommet (4 I'infini) ; on peut donc regarder ce point a 'infini comme
limite d'un rayon proprement dit; E. Study lui donne le nom de « rayon-
point ». Par cette introduction des o ? rayons-points le corps des rayons
forme un continuum fermé (***). On pourrait d’ailleurs arriver au méme
résultat en partant d’un systéme de vecteurs réductible & un couple :
il définirait le rayon-point constitué par le point & l'infini dans la
direction de I'axe du couple. Les coordonnées X,, X3, X, d'un rayon-
point sont trois nombres duals diviseurs de zéro, non tous nuls.”

5. On peut encore regarder le réseau de normales d'un rayon donné
comme formé par oo! faisceaux de rayons paralleles dont les plans
forment eux-mémes un faisceau ayant pour axe le rayon donné; on peut
ensuite supposer que ce faisceau de plans devienne 4 la limite un faisceau
de plans paralltles. On obtient encore comme figure limite du réseau de
normales un réseau de droites paralleles, mais un réseau stratifié, c’est-
a-dire décomposé d’une certaine maniére en co! faisceaux de paralleles.
Un tel réseau stratifi¢ correspond d’une maniere biunivoque & 'ensemble
d’un point & U'infini et d'une droite & Virifini passant par ce point.
E. Study donne & ces réseaux stratifiés, considérés comme rayons
impropres, le nom de «rayons-limites ». Leur introduction fait de la
multiplicité des rayons un second continuum fermé.

11 existe donc deux continuums de rayons, a savoir :

a. l'ensemble des o' rayons propres et des oo® rayons-points
(« premier continuum naturel de rayons »);

b. ensemble des o* rayons propres et des " rayons-limites
(« second continuum naturel de rayons »).

(1) Le réseau de normales d’un rayon-point doit étre cdnsidéré comme une figure se
composant d'abord de I'ensemble de tous les rayons d'un résean de paralitles et ensuite
de Pensemble de tous les rayons-points. De méme, dans le cas b, le réseau de normales
d’un rayon limite contient un systéme de wo? rayons limites.
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Pour chacun de ces-ensembles, E. Study emploie un systéme de coor-
données qui lui est approprié (coordonnées de deuxiéme et de troisiéme
espeéce) (12°) de manidre qu'un rayon variant géométriquement d'une
maniére continue soit représenté par des coordonnées variant d’une
maniére continue. Dans chacun de ces continuums, enfin, les projecti-
vités radiales sont partout bien définies, uniformes et continues.

I extste ainsi deux espaces de géométrie projective radiale, et ces
deux géométries sont identiques tant qu’on ne fait intervenir que des
rayons propres (12!).

Ce qui précede s’applique aux ¢léments réels; mais on peut étendre
au domaine complexe la définition des éléments impropres, en donnant
dans chaque cas aux coordonnées introduites des valeurs imaginaires
aussi bien que réelles.

Les familles de rayons, qui dépendent de un, deux ou trois parametres
s'appellent respectivement des bandes, des congruences ev des complexes
de rayons. Un complexe algébrique de rayons dans le premier continuum
naturel peut étre représenté par une seule équation rationnelle entidre
et homogeéne entre les coordonnées de deuxiéme espdce; un tel
complexe posséde deux entiers caractéristiques dont I'ensemble joue dans
la géométrie projective radiale un role analogue a celui du degré d'un
complexe de droites dans la géométrie réglée de Plicker. E. Study a
étudié plus particulierementles systémes linéaires de torseurs (représentés
par des équations linéaires entre les six coordonnées d’un torseur) ot les
licux de leurs axes centraux. 1l désigne sous le nom de ckaines ces lieux,
ainsi que d’autres figures qui peuvent en étre regardées comme des limites.
I1 classe ces systémes lindaires d’abord d’aprés leurs propriétés inva-
riantes par rapporta Gy; ou Gy, puis d’aprés leurs propriétés métriques,
c’est-a-dire invariantes par rapport au groupe des déplacements
cuclidiens (122),

22. Représentation projective de la géométrie projective radiale. —
E. Study s’est encore occupé d’une question importante, qui permet de
formuler d’une maniére précise dans des cas trés étendus le probleme de

(') L. Stuny, Geometrie der Dynamen, p. 259, 270.

('*1) On peut démontrer qu’il n’existe pas d’autre continuum naturel de rayons, de
sorte que les deux continuums indiqués sont parfaitement caractérisés par Je gronpe G,,
des rayons propres. Au contraire, le corps des o4 faisceaux de paralleles « propres » peut
de quatre maniéres différentes étre complété par 'adjonction de faisceaux impropres de
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Iadjonction des éléments impropres. 11 cherche dans un espace 4 un
nombre quelconque de dimensions E,, toutes les variétés M, jouissant
des deux propriétés suivantes :

1° Les coordonnées d’un point arbitraire de M, doivent étre des
fonctions rationnelles des coordonnées d’un rayon (propre) de E, (122bisy,

2° Par la correspondance ainsi établie entre les rayons de E; et les
points de M,, le groupe des projectivités radiales doit devenir un groupe
projectif (isomorphe holoédrique) de E,.

11 est bien évident que tout point de M, qui ne correspond 4 aucun
rayon propre de E; pourra éire regard¢ comme l'image d’un rayon
impropre et que I'ensemble des rayons, propres et impropres, constituera,
de méme que M, un continuum fermé.

Les variétés M, jouent ainsi, dans la géométrie projeciive radiale, le
méme role que la quadrique M? non dégéncrescente de E; dans la géo-
mélrie projective réglée.

Les variétés M, cherchées sont de deux espéces; les unes sont
représentables d’une maniére biunivoque et bicontinue sur le premier
continuum naturel de rayons; les autres sur le second.

La variété M, la plus simple de la premidre esptce peut étre construite
de la manitre suivante. On prend dans un espace Eq une multiplicité
plane E; et une multiplicité plane E; n’ayant aucun point commun, et
Pon considére dans E; une surface normale non réglée du quatrieme
ordre (woir n° 37). On établit entre cette surface et E, une relation
corrélative de maniere qu'a chaque point de la surface corresponde une
droite de E, et 4 chaque point de E, une conique de la surface normale.
Les droites dépendant de trois parametres, qui joignent tous les couples
de points correspondants, engendrent la variété cherchée M., qui est
d’ordre 6 et de classe 3. Les points de E, sont les images des rayons-

pn’mla (*#).

(t22bi) 1l n’est pas postulé que cette correspondance rationnelle entre M, et la variéteé
des rayons soit birationnelle, mais le résultat obtenu montre qu'il en est effectivement
ainsi.

(') On peut généraliser cette génération en remplagant la surface du 4 ordre par

: : N n{n+3) .. . N
une surface d’ordre n* de Pespace a (—22 dimensions, & savoir celle qu'on obtient

en regardant les coefficients de I'équation d’une courbe plane algébrique de nitme classe
comme des coordonnées homogénes d’un point et en cherchant le lieu des points qui

maniére & former un continuum fermé, dans lequel les opérations du groupe fond 1
soient partout bien définies, uniformes et continues [(voir n° 22 et note (1)}
(2*) E. Stupy, Geometrie der Dynamen, p. 309 (§ 29 et 36).

Tresp aux courbes planes formées d’un point n—uple. On obtient ainsi une série
de variétés algébriques A quatre dimensions qui admettent un groupe & p?~+ 25+ g para-
métres de transformations birationnelles. Le premier continuum naturel de rayons de
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Les intersections de cette variété M avec les plans E; sont les images
des complexes quadratiques de rayons (qui dépendent de huit constantes) ;
cette variété est par suite trés commode pour I'étude de ces complexes
et de leurs intersections mutuelles.

Si dans I'espace E, on fixe une multiplicité plane E; convenablement
choisie, le groupe projectif a 17 parametres de M; se réduit & un groupe
4 7 parametres qui est isomorphe holoédrique au groupe des transfor-
mations par similitude ; de plus les figures situées dans E, sont échangées
entre elles par un groupe qui est semblable, par une transformation
projective, au groupe des transformations par similitude. La géomdtrie
métrique de 'espace occupe donc par rapport & la géométrie projective
radiale unc position analogue a celle de la géométrie projective de la
droite par rapport a celle du plan; autrement dit la premidre peut étre
regardée comme une section de la seconde.

Silon prend pour élément générateur de I'espace le faisceau de rayons
paralléles, ou encore la « congruence de chaines aplanaire » (c’est-a-dire
la chaine & deux dimensions du type le plus général) ('), on peut aussi
¢tabliv des images projectives du nouveau groupe fondamental qui
transforme ces ¢léments. Dans le premier cas, les %' faiscecaux de
paralleles correspondent d'une maniére biunivoque et bicontinue aux
différents points (autres que le sommet) d’un céne normal I'; de E, (*2%).
Dans le second cas, les a® congruences de chaines aplanaires corres-
pondent aux points situés a distance finie d'un espace Es. Ces
représentations mettent en ¢vidence de nouvelles analogies cntre la
gdéométrie euclidienne et la géométrie projective radiale.

La variété M, la plus simple de la seconde espece, c’est-a-dire repré-
sentable d’'une manitre univoque et continue sur le second continuum
naturel de rayons, appartient & un espace Ey; (12°).

E. Study est le deuxiéme terme de cette séric; le premier terme n’est autre que le
continuum des droites de J. Pliicker; les groupes correspondants sont le groupe des
projectivités radiales et le groupe affine de E; (un plan invariant).

{1%) Toute congruence de chaines aplanaire résulte d’'un réseau de rayons non paralléles
par une collinéation duale. Les normales communes entre deux rayons de la congruence
appartiennent A une deuxiéme congruence de la méme espice, et cette propriété est
caractéristique des congruences de chaines aplanaires. Il y a «® couples de congruences
aplanaires.

(13) Comme les points autres que le sommet du céne normal T'§ forment un continuum
fermé quand on leur adjoint le sommet lui-méme, on en déduit la possibilité de fermer
le continuum des faisceaux de paralléles par I'adjonction d’un seul faisceau de parallles
impropre ou « singulier ». On obtient ainsi ce que E. Study appelle le premier continuum
naturel de faisceanx de paralléles.

(1) E. Stupy, Geometrie der Dynamen, p. 272.
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23. La géométrie projective des somas. — E. Study donne le nom
de soma (127) a un systeme d’axes rectangulaires, considéré comme in-
variablement li¢ & un corps solide. Les somas dépendent de six parametres.
On appelle paraliéles deux somas qui se déduisent I'un de Pautre par
une translation, symétrauz deux somas qui se déduisent I'un de l'autre
par une rotation d’un angle 7, kémisymétrauz (1?*) deux somas qui se
déduisent I'un de 'autre par un déplacement hélicoidal dont I'angle de
rotation est 7. On peut prendre pour coordonnées d'un soma les para-
metres du déplacement qui permet de passer d’un soma fixe (protosoma)
au soma donné. On peut définir ce déplacement au moyen de quatre
paramétres duals, généralisation des parametres d’Olinde Rodrigue pour
une rotation autour d’un point fixe; soient

Xo= &9+ 21238, Xy = 291+ Ze3€,

X, = o2+ T &, Zoz+ T13€.

Ces paramétres sont définis a un facteur dual prés non diviseur de zéro.
De plus, I'un d’eux au moins n’est pas un diviseur de zéro.

D’apres cela on peut établir une correspondance univoque entre les
points réels d’un E, dual et les somas réels. La notion de soma réel peut
aussi étre regardée comme la généralisation formelle de la notion de
rayon réel.

Le groupe a trenle paramétres des transformations projectives de
I'espace E; dual peut par suite étre regardé comme un groupe de trans-
formations des somas réels : on l'appelle le groupe projectif dual des
somas. En le composant avec les transformations homothétiques on
obtient un groupe continu & trente et un paramdtres dont les transfor-
mations effectuées sur les somas, sont partout bien définies, uniformes et
continues. E. Study leur donne le nom de collinéations somatiques (12°).

Le Gyo des transformations projectives duales des somas est un sous-
groupe invariant du Gy, des transformations projectives somatiques. Le
groupe G a encore deux autres sous-groupes continus invariants &
seize et quinze paramétres : ils transforment tout soma en un soma
parallele, de plus ils transforment Pensemble des somas paralléles entre

(") E. Stupy, Geometrie der Dynamen, p. 556. ,Dans une série de travaux, out
n’intervient du reste pas la notion de groupe (Arch. Sc. phys. et nat., Gendve, t. 5,
1398, p. 497; C. R. Acad. Sc., t. 133, 1901, p. 1193; Arch. Sc. phys. et nat., Genéve,
t. 21, 1gob, p. 134, 262; Mémoires Soc. Phys. et Hist. nat., Genéve, t. 36, 1910, p. 211),
R. de Saussure introduit la notion équivalente de feuillet; un feuillet est la figure
formée d’un point, d'une droite passant par ce point et d'un plan contenant la droite;
il y a une correspondance univoque entre les feuillets et les tri¢dres trirectangles.*

(***) .Opposés, d’aprés R. de Saussure ('¥7).*

(!*) E. Stupy, Geometrie der Dynamen, p. 561.
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cux par une homothétie ou une translation. Le groupe G,; est l'inter-
section de Gyo et de Gy, et est formé de transformations échangeables
catre elles (translations projectives duales des somas). L’analogie de
structure des trois groupes des transformations par similitude, des
collin¢ations radiales et des collinéations somatiques est mise en évidence
par les schémas suivants :

Transformati C

par similitude. radiales.

somatiques.
EN Gyz Gy
:a/v\gs <>G. 5

& Gs Gi;

Collinéations

On peut aussi considérer deux couches de somas et faire subir aux
somas de deux couches différentes des transformations projectives duales
contragrédientes. On est ainsi amen¢, comme dans la géométrie projective
radiale, a distinguer les collinéations et les corrélations somatiques, les
collinéations et les corrélations duales, etc. Pour le groupe général des
projectivités somatiques on a le théoréme fondamental :

Les projectivités somatiques conservent le parallélisme de deux
somas de la méme couche et le symétralisme ainsi que Uhémisymé-
tralisme de deux somas de couches différentes.

Les familles analytiques (réelles) de somas dépendant de r para-
métres (r < 6) sont les images géométriques des systémes irréductibles
d’équations analytiques susceptibles d’étre vérifices par un corps solide
a r degrés de liberté. De la résulte Pimportance cinématique de la
géométrie projective somatique.

L’ensemble des « ¢ somas ne constitue pas un continuum fermé. Mais il
estpossible de définir des éléments impropres, ou parasomas, dépendant
de quatre paramétres ot constituant avec les somas propres un continuum
fermé. On peut aussi choisir de nouvelles coordonnées (coordonnées de
deuxidme espece) grace auxquelles le parasoma est défini analytiquement
d’une maniére analogue a celle du rayon-point dans la géomélrie pro-
Jective radiale. Ces coordonnées sont au nombre de dix, & savoir les

quatre quantités
Lo, Zo, Lo,

et les six déterminants formés avec le tablean

Lo Toy Ter Tox H

Tian Xz Xy Xy
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on obtient le méme soma en multipliant les quatre premidres coor-
données par un méme facteur et les six dernidres par ce facteur élevé au
carré. On obtient ainsi dix coordonnées liées par certaines relations.
Les parasomas s’obtiennent en donnant aux quatre premiéres coordonnées
la valeur zéro, les six autres non toutes nulles étant telles que les relations
précédentes soient vérifices.

Les éléments du continuum fermé formé par les somas et les parasomas
peuvent étre représentés d’une maniere biunivoque sur les points d’une
variété My d'un espace E;;, de maniére que par cette représentation le
groupe G,, devienne un groupe projectif de M. Les parasomas sont
représentés par les points d'une variété M? contenue dans M. Si 'on ne
considere que les parasomas, la géométrie projective somatique se réduit
4 In géométrie projective réglée de l'espace E,. Ces considérations
s’étendent & la_géométrie projective duale d'un espace E, quelconque.

24. La géométrie pseudoconforme des somas. — La géométrie pscudo-
conforme des somas fait intervenir, outre les somas, des éléments
impropres distincls des parasomas, appelés pseudosomas et constituant
avec les somas un nouveau continuum fermé. Dans cette géométrie on
choisit, ce qui est toujours possible, parmi toutes les coordonnées duales
d’un soma, celles pour lesquelles on a la relation

(1) ZaZ19s + Pt Lay—+ ToeTon+ Zoadrp=0 (190),

Un soma peut donc étre regardé comme défini par huit coordonnées
homogenes réelles lides par la relation quadratique précédente; on
obtient les pseudosomas en supposant les parties scalaires o, Zos, Zos,
Zoy toutes nulles. Les transformations pseudoconformes (1*) des somas
sont définics par E. Study comme les transformations linéaires effectudes
sur les huit variables et laissant invariante Péquation (1). Ces trans-
formations pseudoconformes forment un groupe mixte a vingt-huit
paramétres dont le sous-groupe continu Gy est simple. Cest le groupe
d’une quadrique non dégénérescente de I'espace E;.

I’ensemble des transformations des somas qui sont a la fois projectives
el pseudoconformes, forme un groupe mixte Gy,, Hy, a treize paramatres;
il se compose de toutes les transformations de Gy, qui respectent la
coincidence des somas de couches différentes ; il joue par rapport a Gy,

(1) Cf. R. BRicarD, Nows. Ann. Math., (4), t. 10, 1910, p. 1.*

('21) Ges transformations sont appelées pseudoconformes parce que la géométrie dont
ces transformations constituent le groupe fondamental a au fond pour objet, de méme
que la géométrie conforme, I'étude d’une quadrique dans un espace supéricur.
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un rdle analogue a celui du groupe G; des transformations par similitude
par rapport au groupe G, des projectivités radiales.

Les transformations projectives duales contenues dans Gy, Hia
forment un groupe mixte Gys, Hys; ce sont les transformations ortho-
gonales des somas ; elles reproduisent, & un facteur dual prés, la forme
quadratique duale

NI+ X3+ X3+ X2

Le groupe continu Gy, est décomposable en deux groupes G, (i,
échangeables entre eux; le premier coincide avec le groupe des
déplacements euclidiens, quand on choisit le soma réel pour élément
générateur de l'espace.

23. Transformations de contact. Groupes finis et continus de trans-
formations de contact. — On a déja signalé des groupes de trans-
formations de contact, i propos de la géométric des spheres orientées
[n°13] et de la géométrie de direction [n° 14].

Dans Vespace E,, S. Lie appelle élément de surface I'ensemble d'un
point (z, y, z) et d’un plan

PX—x)+g(Y—y)—(L—z)=0

passant par ce point. Une transformation de contact (**} est une
transformation portant sur les éléments de surface et laissant invariante
I'équation de Pfaff

Az — pdi—qdy =o.

Cette 6quation exprime que les deux éléments de surface infiniment
voisins

(2, 5,3, p,9) et {(x+de,y+dy,s+ds, p+dp, q+dg)

sont unis, ¢’est-a-dire que le plan du premier ¢lément contient le point
du second ¢lément (ou inversement ). On appelle multiplicité de contact
toute multiplicité continue d'éléments de surface telle que chacun de
ses ¢léments soit uni avec tout autre ¢lément infiniment voisin. Toute

(") S. Lig et F. ExceL, Theorie der Transformationsgruppen, t. 2, Leipzig, 1890,
p- 47/9; S. Liz et G. SCHEFFERS, Geometrie der Berihrungstransformationen 1. 1,
Leipzig, 1896, p. 647. S. Lie est arrivé & la notion de transformation de contact en
généralisant les idées de J. Plicker sur les tions avec ch t des
éléments générateurs de l'espace, et en partant soit d’une « aequatio directrix »

ey 5 X Y, Z)=0

soit de deux ou de trois de ces équations.
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transformation de conctact change donc une multiplicité quelconque de
contact en une autre multiplicité de contact. Les multiplicités de contact
A une dimension sont formées :

— ou bien d’un point et de o plans passant par ce point, c’est-a-dire
des plans d’un faisceau ou des plans tangents 4 un cone ayant ce point
pour sommet ;

— ou bien des points d'une courbe et plans tangents en ces points &
une surface développable circonscrite a la courbe.
Les multiplicités de contact & deux dimensions sont formées :

— ou bien d’un point ct des plans passant par ce point;

— ou bien des points d’unc courbe et des plans tangents & la courbe
en tous ces points ;

— ou bien des points d’une surface ct des plans tangents en ces points
a la surface.

Si I'on porte son attention sur le support ponctuel, ¢’est-a-dire sur le
lieu géométrique des points des éléments d’une multiplicité de contact &
deux dimensions, on voit qu’une tranformation de contact pourra trans-
former un point en un point, une courbe ou une surface. Si une
transformation de contact transforme un point quelconque en un autre
point, elle peut étre regardée comme une transformation ponctuelle
prolongée ; réciproquement toute transformation ponctuelle peut étre
prolongée en une transformation de contact et tout groupe de trans-
formations ponctuelles peut étre prolongé en un groupe de transformations
de contact.

1l existe des groupes de transformations de contact qui ne peuvent pas,
par une autre transformation de contact, étre transformés en un groupe
de transformations ponctuelles. S. Lie les appelle groupes érréductibles
et clest sur eux que se concenire, dans cette théorie, lintérdt
principal (177).

Les considérations précédentes s’étendent 4 un espace Ep.4 quel-
conque; une transformation de contact dans cet espace (1°*) est une
transformation aux 2n -1 variables

3 Fy, Iy cer Lay, P1s Py ocvey Py

(') 8. Lie et F, Exaer, Transformationsgruppen, t. 2 (sections 4 et 5).
() S. Lie ct F. Encer, Transformationsgruppen, t. 2, p. 114 (pour n= 2, p. 6);
S. Lie et G. Scerrens, Berithrungstransformationen, t. 1, p, 114 (pour n = 2, p. 43).
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laissant invariante I'équation de Pfaff
ds —pydry— psdas— ... — ppda,=o.

Dans le plan tout groupe fini et continu irréductible de transformations
de contact est 4 six, sept ou dix paramétres; dans chacun de ces trois
cas tous les groupes sont réductibles I'un a 'autre par une transformation
de contact. On peut choisir un représentant de chacun des trois ty pes de
maniére que les deux premiers soient des sous-groupes du dernier.
Le groupe & dix parametres est le plus grand groupe de transformations
de contact du plan qui laisse invariante P'équation différentielle

ey _
dri

eL. par suite, laisse invariant I'ensemble des paraboles d’axes paralleles
a Oy (*); on peut aussi prendre pour représentant du méme type le
groupe de la géométrie des cycles de Lie qui change les cycles en
cycles (13%),

Dans le plan on n’obtient ainsi aucun groupe essentiellement nouveau.
Dans I'espace Enyq les trois types précédents se retrouvent générali-
sés (192), le groupe 4 dix paramétres du plan devenant un groupe i
(n +4-1)(2n + 3) parametres ; considérés comme groupe de transforma-
tions ponctuelles de Pespace Espni, ils sont caractérisés par la propriété
que les o 27—t gléments linéaires issus d’un point arbitraire et qui satis-
font a I'équation de Pfaff

dz — pydey— ... —p,dr,=o0

soient échangés entre eux de la maniere la plus générale possible, ¢’est-a-
dire suivant un groupe projectif & n(2n+1) paramétres. On peut
d’ailleurs établir une correspondance entre les ¢léments de surface
de E,.4 et les points d’un espace Ean.y de manidre qu’a deux éléments
de surface infiniment voisins unis de E,_, correspondent deux points
infiniment voisins de E,,.; reliés par une droite appartenant a un
complexe linéaire fixe et qu'a toute transformation de contact des groupes
considérés de E,,, corresponde une transformation projective de Eayyy,
laissant invariant le complexe linéaire considéré. On obtient ainsi le
groupe projectif d’un complexe linéaire de Ej,,, et deux de scs sous-

(%) ,Ce groupe est lié d’une maniére simple au groupe projectif d’un complexc
linéaire de E,. Voir G. F. Guxpuriscen, Amer. J. Math., t. 33, i1gir, p. 133;
Cf. ). Eigseann, Amer. J. Math., t. 26, 1904, p. 103.*

(17%) Sur les groupes irréductibles réels du plan, voir F. ExciL, Ber. Ges. Lps. (math.),
t. 44, 1892, p. 202. Cf. note (1),
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groupes. Cette correspondance existe dans le domaine complexe et dans
le domaine réel.

Pour 1 >>1 il existe d’autres types de groupes de transformations de
contact irréductibles que les précédents; quelques-uns de ceux de
I'espace E; ont été déterminés par G. Scheflers (137), F. Engel (t*7#)et
C. W. Oscen (127). Il sera question plus loin des groupes infinis.

26. Géométrie projective des éléments du second ordre du plan. —
L'¢lément de courbe, dont la considération est fondamentale dans la
théorie des transformations de contact, peut étre regardé comme I'en-
semble de toutes les courbes analytiques qui passent par un point donné,
sont régulidres en ce point et y admettent une tangente donnée. On peut,
avec E. Study (124), appeler élément propre du second ordre Vensemble
de toutes les courbes analyliques passant par un point donné, régulieres
cn ce point, ayant entre elles un contact du second ordre, mais n’ayant
avec leur tangente commune qu'un contact du premier ordre. Un
élément du second ordre peut étre représenté analytiquement par quatre
quantités

LA OO ST a0

Deux éléments du second ordre infiniment voisins sont dits unis s'ils
satisfont aux deux équations de Pfaff

(1) dy —y'dz=o,
(2 dy' —y' dz = o.

Tout ensemble continu d’éléments du second ordre dépendant d’'un
parametre ¢t tel que deux €éléments infiniment voisins quelconques de
Pensemble soient unis est formé ou bicn des éléments du sccond ordre
d’une courbe, ou bien des éléments du second ordre qui correspondent
4 un élément du premier ordre (z, y, y') fixe.

Les coordonnées homogénes (X4, Xo, X)) du point fixe et les coor-
donnges (Uy, U,, U,) de la tangente fixe quiinterviennent dans Pé¢lément
du second ordre, sont définics a des facteurs de proportionnalité pres,

(1%7) G. ScuEFFERS, Acta math., t. 14, 1891, p. rir.

() F. Evowi, C. R. Acad. Sc. t. 116, 1893, p. 786; S. Lig et F. Encew, Trans-
formationsgruppen, t. 3, p. 763.

(55) C. W. Osmrx, Ofvers:gt Vetensk.-Akad. fnrhandl (Stockholm), t. 58, 1go1,
p- 307; Ueber die 1 lerlichen, i; iblen Berihrungstransfor-
mationsgruppen im Raume, D:ss Lund, rgo:.

(1) Die Elemente 2. Ordnung in der ebenen projectiven Geometrie ( Ber. Ges. Lpz.
(math.), t. 53, rgo1, p. 338).
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On a entre ces six quantités la relation

U, X, + U:

2+ U

On peut établir entre les deux facteurs de proportionnalité qui restent
indéterminds une relation telle que le systéme des équations (1) et (2)
soit équivalent au systeme

(3) U dXi+ Us dXe+ U, dX,= 0,

L Us(Us dUs = Uy dUs) _ Ua(Us dUy— Uy dUs) _ Ua(Us @Us— Us dUyy _ |
(S0 s L - (G dN N i) X A dNy)

Le facteur de proportionnalité dont dépendent les X élant fixé, le
facteur de proportionnalité dont dépendent les U est déterminé & unc
racine cubique prés de I'unité (47*). 5i Von se donne une des trois
déterminations de cette racine cubique, on définit analytiquement un
élément orienté du second ordre. A un élément du second ordre

(z, ¥, 5", ") donné correspondent donc trois éléments du second ordre
orienlés; si 2, ¥, 3", ¥" sont réels, un scul de ces ¢léments orientés est
réel.

E. Study compléte 'ensemble des ¢léments propres du second ordre
par Padjonction des éléments impropres

(X1, Xo, X5y 0,0,0) et (0, 0,0, Uy, Uy, Ui,

qui sont les points ct les droites. Tous ces éléments, propres et impropres,
forment un continuum fermé. Il y a d’ailleurs d’autres procédés pour
compléter ensemble des ¢léments propres par I'adjonction d’¢léments
impropres de manitre 4 obtenir un continuum fermé.

La forme des équations (4) montre facilement que si Pon représente
une transformation projective du plan par une substitution linéaire de
déterminant 1 effectude sur X;, Xa, X,, on aura élément du second
ordre transformé de I'élément

(X, Xoo Xa Uy,

)

en cffectuant sur Uy, U,, U, la substitution linéaire contragrédiente de
la premigre. On aura ainsi Pexpression analylique du groupe g de la
géométrie projective du plan, lorsqu’on prend comme élément générateur

(1) On a

ol (CZ o est I'équation ponctuelle d’une conique admettant Pélément du second
ordre donné et ou ] est I'invariant de cette conique.
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Pélément orienté du second ordre. A ce groupe gy E. Study adjoint le
groupe mixte v, dont la transformation la plus générale s'obtient en
effectuant d’abord une transformation de g, et ensuiteen multipliant Uy,
Us,, U, par une méme racine cubique de I'unité.

Si l'on regarde Xy, X, Xy, Uy, Us, U, comme les coordonnées homo-
génes d’un point dans l'espace E;, il y a une correspondance biunivoque
entre les ¢léments orientés du second ordre, propres et impropres, et les
points de la quadrique

UXi+UaXo+ Uy

o

de E;. Au groupe g, du plan correspond de plus dans E;, un groupe
projectif isomorphe holoédrique ct laissant invariante la quadrique. On
peut aussi regarder X, X, X;, Uy, U,, U, comme les coordonnées
plilckériennes d’une droite de Vespace E; : il y a alors correspondance
biunivoque entre les éléments orientés du second ordre, propres et
impropres du plan, ct les droites de E;. Aux ¢léments impropres

(X, Xz, Xs, 0, 0, 0)

correspondent les droites issues d’un point fixe O de E, ; aux ¢léments
impropres
(0, 0, 0, Uy, Uy, Uy)

correspondent les droites situces dans un plan fixe Il deE,. Augroupe gy
du plan correspond un groupe projectif de E; laissant invariants le point
fixe O ct le plan fixe II; on peut toujours supposer que ce groupe pro-
jectif est le groupe linéaire et homogene spécial, qui trouve ainsi unc
interprétation nouvelle dans le plan.

E. Study s'est proposé et a résolu le probléme général suivant : Déter-
miner toutes les multiplicités ponctucllcs M, d’un espace quelconque E,
jouissant des propriétés suivantes :

1* Les coordonnées projectives d’un point arbitraire de M, sont des
fonctions rationnelles entidres des coordonnées X; U; d’'un élément
orienté propre du second ordre;

2° La correspondance établic ainsi entre les éléments du second ordre
et les points de M, doit transformer le groupe gy en un groupe projectif
isomorphe de E,..

Il n’est pas exigé que la représentation soitbiunivoquement inversible :
elle peut l'étre; il peut aussi arriver qu'il y ait une correspondance
biunivoque entre les points de M, et les éléments non orientés du second
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ordre. En tous les cas la connaissance d’une multiplicité M, fournira un
procédé pour introduire les ¢léments impropres de nature a fournir avec
les éléments propres un continuum fermé.

La plus simple des représentations satisfaisant aux propriétés précé-
dentes est celle qui a ét¢ indiquée plus haut.

E. Study introduit encore dans la théorie des éléments du second ordre
un groupe gy qui se déduit de gy par la composition avec le groupe g, A
un paramétre défini par les équations

VeX,, U=

X,

o \/f désigne le parametre. Il adjoint de méme un groupe v 4 yy; &%
ct s sont des sous-groupes invariants de g, et v,.

La théorie précédente pourrait s’étendre 4 un espace E, quelconquc.
Dans I'espace E, I'élément propre & considérer serait défini comme
Pensemble des surfaces analytiques qui passent par un point donné, sont
régulieres en ce point et ont méme plan tangent et méme courbure totale
(différente de zéro). Ces ¢léments dépendent de six paramétres ; & chacun
d’eux on peut faire correspondre quatre éléments orientés dépendant
d’une racine quatridme de Punité. Tout élément orienté est défini ana-
lytiquement par huit coordonnées

(N, X Uy, e, Uy
lides par la relation

UiXi+ oo+ U Xy =0 (150)

27. Groupe des transformations de Cremona. — On appelle trans-
formation birationnelle, ou de Cremons, une transformation telle que
les variables transformées soient des fonctions rationnelles des variables
primitives et réciproquement. Les seules transformations birationnelles
de la droite, c’est-d-dire a une variable, sont les transformations pro-
Jectives. Dans l'espace E,, (o > 2}, il existe au contraire beaucoup de
transformations birationnelles non projectives (111). Toutes ces trans-
formations forment un groupe qui ne dépend pas d’un nombre fini de

(110) 11 existe des généralisations plus complites aux éléments dordre supérieur du
plan et aux éléments du second ordre de I'espace, dues 3 F. Enoit, Ber. Ges. Lpz.
(math.) t. 45, 1893, p. 468; t. 54, 1go2, p. 17. , Voir.aussi : G. Seitz, Zur Theorie der
Elemente hoherer Ordnung in der Ebene und im Raume, Diss. Leipzig, 1912.*

(') Dans le plan, les plus simples de ces transfornations, & savoir les transformations
quadratiques, ont été considérées déja par L. I. Magnus ; les transformations circulaires
de A. F. Mobius (™) appartiennent  ce type. Les transformations les plus générales du
plan ont été étudiées pour la premiére fois par L. Cremona [ Memorie fst. Bologna, (2),
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paramétres, mais qui n'est pas non plus un groupe continu infini, au
sens de S. Lie, parce qu’il ne peut pas étre défini par un systéme d’équa-
tions différentielles et qu'il ne peut pas non plus étre engendré par des
transformations infinitésimales. 11 contient d'ailleurs un grand nombre
de sous-groupes continus.

Toute transformation birationnelle du plan, d’apres un théoréme
énoncé presque simultanément par A. Cayley (**1), W. K. Clifford (++2),
M. Nother (+*7) et J. Rosanes ('**), peut étre regardé comme le produit
d’un nombre fini de transformations quadratiques. Ce n’est que plus tard
que M. Nother (1%%) a donng du théoréme unc démonstration examinant
aussi le cas de points fondamentaux infiniment voisins ; cependant,
comme I'a remarqué C. Segre (149), cette démonstration conticnt aussi
une lacune; G. Castelnuovo (147), par un procédé tout différent, a mis
hors de doute la validité du théortme.

Pour n>. 3 on n’a pas encore abordé la question des transformations
génératrices du groupe de Cremona.

La théorie des invariants du groupe des transformations de Gremona
est loin d'étre aussi avancée que pour les groupes précédents. On sait
cependant que les transformations birationnelles laissent invariants les
genres et les modules des multiplicités algebriques. Les transformations
simplement algébriques jouissent toutefois de la méme propriété, pourvu
qu’clles soient uniformes sur les multiplicités considérées. On pourrait
sc demander s’il n’existe pas des propriétés des courbes, surfaces, etc.
(ui ne seraient invariantes que vis-a-vis des transformations biration-
nelles dans tout Pespace. Mais on ne s'est i cet égard livré a aucune
recherche systématique.

On sait cependant que les groupes continus et finis de transformations

de Cremona laissent invariants des systemes linéaires de variétés M, .

t. 2, 1862, p. 6215 (2), t. 3, 1865, p. 3; reproduit Giorn. mat., (1), t. 1, 1863, p. 305;
(1), t. 3, 1865, p. 369 et 363]. Pour l'espace, voir L. Crevoxa [Nachr. Ges. Gott., 1871,
P- 129; reproduit Math. Anrn., t. 4, 1871, p. 2:13; Reale Ist. Lombardo Rend., (2), t. &
871, p. 269, 315; Ann. mat. pura appl., (1), t. 5, 1871, p. 213]; voir aussi : A. CAvLEY
[Proc. London math. Soc.. (1), t. 3, 1869/71, p. 127; Papers 7, Cambridge, 1894, p. 189 |
et M. Nither (Math. Ann.. t. 3, 1831, p. 547).

(1%) Le théoréme est énoncé sans démonstration dans : Analysis of Cremona’s trans-
Jormations, qui se trouve dans le supplément de W. K. Clifford (Papers, Londres,
1882, p. 542).

(') Nachr. Ges. Gott., 1870, p.1; Math. Ann., t. 3, 1871, p. 161 €L, en partic., p. 167,

() J. Reine Angew. Math., t. 13, 1871, p. 97.

(145) Math. Ann., t. 5, 1872, p. 635.

(14%) Atel Accad. Torino, t. 36, 1900/1, p. 645.

(%) 1d., p. 861
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A la géométrie du groupe de Cremona appartient la classification des
involutions de Uespace Ey,, ¢’est-a-dire la détermination de tous les types
de systémes de co” groupes de k points, tels qu'un point de Pespace E.
soit contenu dans un seul groupe du systéme : deux involutions étant
dites d’un méme type lorsqu’elles peuvent étre transtormées 'une dans
autre par une transformation de Cremona.

Ces types sont connus seulement pour » = 2, c’est-d-dire pour
les involutions de couples de poinls dans le plan. Thy a alors troés types :

@. Involutions de couples de points appartenant aux droites d’'un
faisceau;

b. Involution des couples des points d’intersection des courbes du
troisidme ordre passant par sept points fixes;

¢. Involution des couples qui présentent une seule condilion au passage
des courbes du sixidme ordre ayant huit points fixes.

Ces types ont 6té déterminés par E. Bertini (*"*) avec certaines
limitations que l'on a reconnu plus tard n’étre pas nécessaires.

Dans le plan, toutes les involutions d’un degré quelconque k, sont
rationnelles, ensorte que le systéme des groupes d’uneinvolution peut étre
représenté birationnellement sur le systeme des points d’un plan (*'7).

Dans V'espace E; & trois dimensions, on connait un exemple d’invo-
lution irrationnelle, ¢’est-i-dire ne pouvant pas étre représentée sur E,
lui-méme (147¢).

On pourrait enfin entreprendre une théorie des invariants de certaines
formes différentielles, ou de certains systémes différentiels, vis-a-vis
des transformations birationnelles (ou algébriques) (**). Cette théorie
se relic a la classification des transcendantes définies par ces systémes
différentiels (*4°).

28. Groupes finis et continus de transformations de Cremona; leur
représentation projective. — Dans chaque espace E, il existe un grand
nombre de groupes finis et continus de transformations de Cremona;

(W) Ann. mat. pura appl., (2), t. 8, 1877, p. 11; Reale Ist. Lombardo Rend., (2),
t. 13, 1880, p. 443.

("¢} G. CasteLNvovo, Atti R, Accad. Lincei Rend. Mat., (5), t. 2, 11, 1893, p. 205;
Math. Anp., t. 44, 1894, p. 125.

(") ¥. Exniuss, Atti R. Accad. Lincei Rend. Mat., (3), t. 21, I, 1912, p. 813
G. Favo, Atti H. Accad. Torino, t. 43, 1908.

(%) F. Kuein, Hohere Geometrie, 1. 1, p. 447 et suiv.

(#9) Voir A. Voss, Math. Ann., t. 23, 1884, p. 157 et 34g.
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citons, parmi les plus simples, le groupe projectif et le groupe conforme.
Si une variété M,, d’un espace E (ot d > n) admet un groupe continu
projectif et si elle est rationnelle (c'est-d-dire représentable d'une
maniére biunivoque sur un espace E,), le groupe projectif de M, devient
par cette représentation un groupe fini ct continu de Cremona de
T'espace E,,.

La réciproque est vraie. Etant donné un groupe fini ct continu de
transformations de Cremona, il existe une infinité de systémes lincaires
de formes (M,_y) ¢

hofotmfi+ o+ hafa=0,

qui sont invariants par toutes les opérations du groupe : il suffit pour
cela de considérer le plus petil systéme linéaire qui contient une variété
M,,_; et toutes celles qui s’en déduisent par les opérations du groupe.
Parmi ces systdmes invariants il y en a toujours (si d > n) qui sont
simples, cest-a-dire tels que les variétés du systéme linéaire qui con-
tiennent un point arbitraire de I'espace E, n'onl ¢n commun aucun
autre point variable. Les équations

yi=Ji

dans lesquelles les y; sont les coordonnées homogines d’un point de
I'espace Eq, définissent une représentation biunivoque delespace E, sur
une variété M, de Pespace Eq; et le groupe donné de transformations de
Cremona de l'espace E, devient, par cetle représentation, un groupe
birationnel de la variété M, qui échange entre elles les sections planes
de cette variét¢; en d’autres termes il devient un groupe projectif de
I'espace Eg laissant la variété M,, invariante. Tout groupe fini et continu
de transformations de Cremona d'un espace E, peut donc étre
sté M, d'un espace

regardé comme un groupe projectif d'une var
convenablement choisi Eq (13°).

Il résulte de ce qui précéde qu'étant donnde une géométrie dont le
groupe fondamental est un groupe fini et continu de Cremona, on peut
toujours attribuer a 'espace un nombresuffisant de dimensions de maniére
& faire rentrer celte géométrie dans la catégorie des géométries pro-
Jectives. Clest le cas pour toutes les géométries mentionnées précé-
demment.

On connait tous les groupes finis et continus de transformations de
Cremona du plan et de I'espace. Ceux du plan ont été ramenés par

() Cf. les Mémoires de G. Fano indiqués notes (32), (') et ().
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F. Enriques ('*') & troés types, a savoir :
a. Le groupe homographique a huit paramétres;

b. Le groupe & six parametres des transformations quadratiques &
deux points fondamentaux fixes; en rejetant ces points aux points
circulaires a I'infini, le groupe se confond avec le groupe des Lransfor-
mations directes par rayons vecteurs réciproques (172);

c. Les groupes de de Jonquitres qui laissent invariants un faisceau de
droites et en méme temps un systéme de courbes d’ordre m admettant le
sommet du faisceau de droites pour point multiple d’ordre m—1, les
tangentes en ce point multiple étant fixes.

Tout autre groupe de Cremona du plan se raméne, par une trans-
formation birationnelle, soit & un des groupes précédents, soit a un de
ses sous-groupes.

F. Enriques est arrivé aux résultats précédents cn construisant un
systéme lin¢aire de courbes algébriques invariant par rapport au groupe
et en considérant les systmes adjoints successifs, qui lui sont liés d’une
maniére invariante. Ce procédé ne peul pas, dans 'état actuel de la
théorie des surfaces, se généraliser pour I'espace E, ; mais la construction
d’un systéme linéaire invariant de surfaces permet de remplacerle groupe
de Cremona par un groupe projectif isomorphe laissant invariante unc
variété M. Le probléme est ainsi ramené a la classification des groupes
projectifs laissant invariante une variété M.

D’apres F. Enriques et G. Fano (13%), tout groupe fini et continu de
transformations de Cremona de Pespace E, peut, par une transformation
birationnelle, ¢tre ramené a I'un des groupes suivants ou  l'un de ses
sous-groupes :

a. Le groupe homographique a quinze parametres;

6. Le groupe conforme a dix paramétres;

¢. Les groupes de de Jonquitres généralisés : ce sont des groupes qui
laissent invariant un faisceau de plans ou un réseau de droites;

d. Deux groupes simples & trois paramétres de transformations du
troisidme et du septiéme ordre.

(13) Atti R. Accad. Lincei Rend., (5), 1. 2, I, 1892, p. 468, 532.

(%) Ce groupe est 'une des deux familles continues de transformations qui constituent
le groupe total des rayous vecteurs réciproques du plan. Cf. n° 11, en part. la note ().

(%) F. Exriques et G. Fano, dnn. mat. pura appl., (3), t. 6, 1897, p- 39. .
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G. Fano (*3*) a ¢numéré les différents groupes du cas ¢; il a de plus
élucidé et utilis¢ la relation entre les groupes de Cremona et les groupes
projectifs (133).

M. Nother (*%%) a énuméré les groupes continus de transformations
quadratiques de I'espace; il en existe cing, avec leurs sous-groupes.

29. Enumération de quelques groupes infinis de transformations
ponctuelles. — Parmi les groupes infinis de transformations ponctuelles
nous signalerons les suivants :

a. Le groupe de toutes les transformations ponctuelles analytiques
de U'espace E,. — Toute transformation de ce groupe fait subir aux
différenticlles dzy, dr,, ..., des variables une substitution linéaire;
autrement dit on peut au voisinage d'un point arbitraire, regarder une
transformation analytique comme projective; la théorie des invariants
des substitutions lingaires se subordonne ainsi a la théorie des trans-
formations analytiques les plus générales.

Une multiplicité analytique de Pespace E, ne posséde, en dehors de
sa dimension, aucun invariant vis-a-vis du groupe considéré. Il en est
aulrement en général des expressions diflérentielles et des équations
diftérentielles [expressions et équations de Pfaff, 6quations de Monge,
équations aux dérivées partielles (*7)]. Une expression de Pfaff

Z X, dz,
[t

posstde un « covariant bilinéaire »

9X;  JXx C_ .
Z]{(E“ﬂ./dz’h‘ (Gk=1,2,...,n)
{t, &)

(%) Memorie Accad. Torino, (2), t. 48, 189g, p. 221 (18g8).

(%) Rend. Circ. mat. Palermo, . 10, 1896, p. 1, t6; t. 11, 589, p. 24o; Atti Accad.
Torino, t. 33, 1898, p. 480.

(1) Jahresb. deutsch. Math.-Ver., t. 5, 1896, p. 68.

('*7) L'interprétation géométrique des équations différentielles remonte 3 G. Monge
[Hist. Acad. Sc. Paris, 1784 (¢d. 1787); p. 502; Application de Uanalyse & la Géo-
métrie, 2* partie; parue d’abord en 1** éd. sous le litre : Feuilles d’analyse appliquée
@ la Géometrie, Paris an III (éd. an IX); (3% éd.), Paris, 1807; (4* éd.), Paris, 1809;
(5°¢d.), revae par J. Liouville, Paris, 1850]. Ces questions ont ¢té récemment traitées par
G. Darboux [Lecons sur la théorie générale des surfaces, t, 1, Paris, 1887; t. 2,
Paris, 1889; t. 3, Paris, 1894; t. 4, Paris, 18¢6; (2* éd.), t. 1, Paris, 19t4) et S. Lie.

En ce qui concerne la théorie des invariants correspondants, voir F. Kigv, Hohere
Geometrie, t. | (autographié¢), Gottingue, 1893, p. 403/36; on trouvera dans ce dernier
ouvrage des indications bibliographiques.
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la condition nécessaire et suffisante pour que U'expression de Pfaff soit
une différentielle exacte est que ce covariant soit identiquement nul.
Dans tous les cas I'expression de Pfafl’ posside, vis-2-vis du groupe des
transformations ponctuelles générales, un invariant entier (caractére).
Suivant que ce caractére est pair (égal & 2r') ou qu’il est impair (égal &
2r + 1), expression peut sc ramener i l'une ou Tautre des formes
normales
Spat A3y 4 34 d3g -6+ 39, dZ,

ou

dzg+ 3, dzy . Sapdz. (158).

Une équation de Pfafl’ posséde également un invariant entier r : elle
peut alors se ramener a la forme normale

d3o+ Zpsy A1+ Zryes die—+. ..+ 3 d3e= 0.

1l existe également des formes normales pour les systtmes de deux
équations de Pfaff & quatre variables. Mais en général un systéme d’¢équa-
tions de Pfaff admet des invariants fonctions des variables.

La théorie des invariants d’une expression différentielle quadratique

E Xk 2z dze

(]
n'est autre que la géométrie métrique sur la variét¢ dont le ds* est
représenté par cette expression [n® 35]. Dans le cas de deux variables,
C. F. Gauss a trouvé un premier invariant, & savoir Ia courbure lotale,
qui s'exprime au moyen des coefficients de V'expression différentielle et
de leurs dérivées (13°). Les autres invariants se déduisent de celui-la
au moyen de certaines opéralions covariantes, définies par les para-
métes différenticls A,® et A,® de E. Beltrami (*°). La notion de

(') G, FropEnius, J. Reine Angew. Math., v. 82, 1876, p. 230; S. L1, Archiv Sor
Math. og Naturvidenskab (Christiana), t. 2, 1877, p. 338. Voir aussi : Ber. Ges. Lps.
(math.), t. 48, 1896, p. 3go.

(%) Disquisitiones generales circa superficies curvas (envoyé i PAcadémie des
Sciences de Gottingue en 1827) (Comm. Soc. Gott. recent., \. 6, 18237, p. 99/146,
mém. n° 6; Werke, t. 4, Giottingue, 1873, p. 2r7). La discussion de la forme diffé-
rentielle ds? fournit les propriétés de la surface qui lui sont communes avec toutes les
surfaces sur lesquelles elle est applicable. Les propriétés métriques de la surface ne
sont fournies que si 'on considére en méme temps que le ds?, la forme différentieile
qui, égalée A zéro, définit les lignes asymptotiques.

('%) Giorn. mat., (1), t. 2, 1864, p. 13, 33, 62, 228, 311 ou 397; (1), t. 3, 1865, p. 267,
297, 331, 355; voir en partic. t. 2, p. 335; Opere, t. 1, Milan, 1902, p. xoj, en partic.
. t4o et suiv. E. BeLtrani { Memorie Ist. Bologna, (2), t. 8, 1868,p. 54q; Opere, t
Milan, 1904, p. -4] a élendn la théorie au cas de n variables. Les paramétres diffé-
rentiels, en ilig orth les, se 1 t déja dans G. Lag,
Legons sur les coordonnées curvilignes et leurs diverses applications, Paris, 1839.
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courbure a été étendue par B. Riemann au cas de plusieurs variables,
en particulier aux variétés géodésiques M; d’une multiplicité a un
nombre quelconque de dimensions (134). E.B. Christoffel et R. Lipschitz
ont repris la question et se sont occupés de I'équivalence de deux
expressions différentielles quadratiques (1°2): elle dépend de Péqui-
valence de certaines formes algébriques vis-a-vis du groupe linéaire
général.

,On pourrait ¢galement étudier les invariants d’une forme diff¢-
rentielle d'Hermite.”

S. Lie et V. (W.) de Tannenberg ont effectué une classification des
équations aux derivées partielles du premier ordre vis-a-vis du groupe
ponctuel général (19%); A. Tresse a résolu le méme problime dans le
plan pour les équations différentielles du second ordre (1¢4)."

b. Le groupe des transformations ponctuelles qui conservent les
volumes. — Ce groupe est formé des transformations pour lesquelles le
déterminant fonctionnel des nouvelles variables par rapport aux
anciennes est égal a 1. I existe dans le domaine réel et dans le
domaine complexe. Dans le domaine réel on Pappelle quelquefois
groupe de Mobius (**); il peul étre regardé comme le groupe fonda-
mental de la Géométrie des fluides incompressibles. Ses transfor-
mations se partagent en deux familles suivant que le déterminant fonc-
tionnel est 6gal @ + 1 ou & — 1; la premitre forme un groupe continu
infini. ] est primitif et simple.” Ses transformations infinitésimales

. af af If
=Ey I - Ey T -+ B
A=t Thg, vt gy

sont définies par 'équation (*%¢)

5y 9%, D
F R + o

() Cf. Habilitationsschrift (%), ainsi que le Mémoire couronné par I'Académie
de Paris en 1861 [ Werke, (1™ éd.), Leipzig, 1876, p. 350; (2* ¢d.), Leipzig, 1892 { n° XXII,
avec notes de H. Weber); trad. L. Laveet, Paris, 1893, p. 280).

(') E. B. Curistorrsr, J. Reine Angew. Math., t. 10, 1869, p. a4r; R. Lrescarrz,
J. Reine Angew. Math., t. 10, 1869, p. 71; t. 71, 1850, p. 274, 288; t. 72, 1870. P. 15
t. 74, 1872, p. 116, 150; L. T8, 1874, P. 1.

(1) Nachr. Ges.. Gétt., 1872, p. 73

(*%) ,A. Tnusse, Détermination des invariants p ls de Véq
ordinaire du second ordre, y"=w(Z, ¥, ¥') (Mémonrc couronné par la Société Jablo-
nowski, Leipzig, 1896.)*

(') A, F. Mostus, J. Reine Angew. Math., t. 12, 1834, p. 109; Werke, t. 1, Leipzig,
1885, p. 517

(1%) Voir, pour le cas du plan, S. Lig, Math. Ann., t. 24, 1884, p. 537, en partic.
p- 561. Voir aussi : Ber. Ges. Lpz. (math.), t. 47, 1895, p. 293.
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Le groupe de Mobius est contenu comme sous-groupe invariant dans
un groupe plus général, également étudié par A. F. Mobius (*%5) dans
le cas du plan et de I'espace. Il est formé des transformations qui repro-
duisent les volumes a un facteur constant prés (dépendant de cette
transformation). Tl peut éire obtenu par la composition du premier
groupe et des transformations homothétiques (167).

L. Bianchi (1¢7%) parvint a ces groupes en les déduisant, par trans-
formation, de groupes de transformations ponctuelles avec une forme
différentielle quadratique invariante, a déterminant différent de zéro.
Les groupes o’ holoédriquement isomorphes a des groupes de trans-
formations proportionnelles non équivalentes doivent contenir un sous-
groupe invariant w’~!, dont les transformations correspondent aux
transformations équivalentes.

W. Blaschke (*67%) a représenté les droites de Pespace E,, 4 trois
dimensions, sur les couples de droites d’un plan, de fagon que les con-
gruences des droites normales 4 une surface aient pour image (a quelques
exceplions prs) les couples de points correspondants d’une transfor-
mation proprement équivalente (c’est-a-dire a déterminant +1).

Les trois groupes infinis dont il vient d’¢ire question (le groupe
général el les deux groupes de Mobius) jouissent d’une propriété carac-
téristique. S. Lic a en effet démontré le théoréme suivant (16%) :

S un groupe infini de B, est tel qu'il échange projecticement de
la maniére la plus générale possible les éléments linéaires issus d'un
point arbitraire, ou bien c'est le groupe général des transformations
ponctuelles de E,, ou bien il est semblable au groupe qui conserve les
volumes, ou bien il est semblable au groupe dont les transformations
altérent les volumes dans un rapport constant. Ces groupes sont tous
premitifs. Sile groupe était fini, il serait semblable aw groupe pro-
Jectif, au groupe linéaire générul ou au groupe linéaire spécial

de E, (uw)_

c. Les groupes continus infinis de transformations analytiques

(%'} K. CARDA (Monatsh. Math. Phys.. t. 8, 1897, p. 170) a déterminé les transfor-
mations ponctuelles de E, qui laissent invariantes les aires des surfaces. Elles se
réduisent aux déplacements et retournements.

(1) Auti R. Accad. Torino, t. 38, 1903, p. 5g6, 703.

(') Rend. Circ. mat. Palermo, t. 33, 1912, P. 247. Voir aussi : E. Stuny, Vorlesun-
gen iber gewdhite Geg de der G ie, t. 1, Leipzig et Berlin, rg1r,
p. 119.

(%) 8. Lix, Abh. Ges. Lpz. (math.) t., 21, 1595, p. 61,

(1°) S. Lie, drchiv. for Math. og Naturvidenskab (Christiana), t. 3, 1878, p. 375;
Transformationsgruppen, t. 1, p. 631.
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ponctuelles du plan. — S. Lie a déterminé en 1883 tous les types de
groupes infinis du plan (17¢). Les seuls groupes primitifs sont, dans le
domaine complexe, le groupe général et les groupes de Mobius. Les
groupes imprimitifs appartiennent a plusicurs types différents ; chacun
d’eux laissent invariantes une ou deux familles de courbes ¢ ( 2,y ) = const.

Dans le domaine réel il existe un groupe primitif important de trans-
formations ponctuelles analytiques, c’est le groupe des transforma-
tions conformes, c'est-d-dire des transformations qui conservent les
angles. Ces transformations se partagent en deux familles séparées,
suivant que le sens de I'angle est conservé ou non; la premiere famille
forme un groupe continu. Les ¢quations

F=u(z,y), y=vlzy)
des transformations conformes sont définies par les conditions

du dv Jdu v

oz ' T T’

ot les signes supérienrs correspondent a la premiere famlle, les signes
inférieurs & la seconde. Ces relations expriment que 2’ + ¢y’ est une
fonction analytique de la variable complexe z A= Zy. Le groupe con-
forme réel du plan est donc identique au groupe des transformations
analytiques générales d’une variable complexe. 11 est simple (170¢).

30. Groupes infinis de transformations de contact. — Parmi ces
groupes infinis nous citerons les suivants :

a. Le groupe de toutes les transformations de contact analytiques
de Uespace E,.y. — Les figures géométriques qui possédent des pro-
priélés invariantes par rapport a ce groupe sont représentées par des
équations contenant les 27 +1 variables 5, 2, Pis c'est-a-dire par des
équations ou systtmes d’équalions aux dérivées partielles. On a depuis
longtemps en effet utilisé les transformations de contact dans la théorie

(*) S. Lie, Forhandlingar Videnskabs-Selskabet Christiana, 1883 (éd. 1884) ou
bien 1882 (éd. 1883), mém. n° 12; Abh. Ges. Lpz. (math.), t. 21, 1895, p. §3. , Voir
aussi : E. GARTAN [Ann. Ec. Norm. Sup., (3), t. 25, 1908, p. 107] qui a déterminé simul-
tané par la méme méthode les groupes finis et les groupes infinis du plan.

(1) E. Stupy [Ausgew. Gegenstdnde (*''), t. {, p. 114/5] parle aussi de transfor-
mations iconformes et antiy i ; ce sont des produits de transformations
conformes ou analytiques par la transformation qui change chaque ¢lément imaginaire
en son conjugué.
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des équations aux dérivées particlles. Mais c’est S. Lie qui le premier a
fondé une théorie des invariants des transformations de contact (*7*).
Une équation aux dérivées partielles du premier ordre

&y 5 pq)=0

ne posstde aucun invariant vis-a-vis du groupe des transformations de
contact; on peut toujours, par une transformation de contact conve-
nablement choisie, la transformer dans toute autre équation du premier
ordre, par exemple dans I'équation

z=0 (1)
Ce théoréme est vrai quel que soit le nombre des variables.

Au contraire, un systtme d’équations aux dérivées partielles du
premier ordre

Sy zpg)=0  s(&y5p9)=0 -

ou encore un systéme de fonctions f, ¢,.. ., possede des propriétés
invariantes.

Dans cette théorie le crochet de Poisson [fo] joue un role fon-
damental (17#). Si I'équation

[fel=0o
estunc conséquence des équations
Sz spg)=0 et (x5 P, 2)=0

ces deux déquations aux dérivées partielles sont en involution, c’est-d-
dire elles admettent wt intégrales communes; si le crochet [fq] est
identiquement nul, celte propriété apparticnt aux deux équations

f=a 9=0

() Les deux Mémoires de S. Lie qui sont fondamentaux dans cette théorie se
trouvent : Forhandlingar Videnskabs-Selskabet Christiania, 1872 (éd. 1873), ou bien
1851 (éd. 1872), p. 24; et Math. Arn., t. 8, 1875, p. 215. S. Lie a complété plus tard sa
théorie, en particulier : Zransformationsgruppen, t. 2, Leipzig, 1890; Berdhrungs-
transformationen, t. 1, Leipzig, 1896; t. 2, Leipzig, 1897. Voir aussi: F. KLEIN, Hohere
Geometrie, t. 1, Gottingue, 1892, p. 558 et suiv.

(1) S. Lie, Forhandlingar Videnskabs-Selskabet Christiania, 1872 (éd. 1873), p. a4,
132; Nachr. Ges. Gott., 1873, p. 478; F. KLeiN, Progr. Erlangen, § 9.

(¥*) S. Lis, Nachr. Ges. Gétt., 1872, p. 473, en particulier p. 478/9. Voir aussi :
Fe di bs-Selskabets Christiania, 1872 (éd. 1873) p. 28. Pour toute

Forh ingar Vi
cette theéorie, consulter E. Goumsat, Legons sur l'intégration des équations aux
dérivées partielles du premier ordre, t. 1 ou t. 2, Paris, 18g1.
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quelles que soient les valeurs attribuées aux constantes a et 5. Ce sont
1a des propriétés invariantes vis-d-vis du groupe des transformations de
contact.

On peut se proposer de faire une classification des équations aux
dérivées partielles du second ordre vis-d-vis du groupe des transfor-
mations de contact de Pespace E; (174). On s’est occupé particuliére-
ment de la théorie des invariants des équations de Monge-Ampere (*7*)

A(rt—s*)+Br+GCs+Dt+E=o,

ou A, B, C, D, E sont des fonctions de z, y, 5, p, g et ot 7, s, ¢
désignent les dérivées partielles du second ordre; ces équations forment
en effet une catégorie invariante (17¢), On peut toujours, par une trans-
formation de contact, annuler le coefficient A, c’est-a-dire rendre
I'équation linéaire. Les équations linéaires sont caractérisées par la
propriété d’admettre pour intégrales les différents points de I'espace;
les équations linéaires et homogenes (A =E=o0) admettent aussi les
plans pour intégrales.

Les équations de Monge-Ampeére qui admettent une intégrale
intermédiaire

v—e(u)=o,

ou ¢ est une fonction arbitraire et u, ¢ des fonclions indépendantes
données de z, ¥, 5, p, q, forment une catégorie invariante. Siuete
sont en involution, I'équation peut se ramener par une transformation
de contact 4 la forme normale r = o ; elle admet alors V'intégrale

a=Y(y)+2Yi(y) (7).

K. Cartan (!7*) s'est occupé des invariants d’'un systéme de deux
6quations aux dérivées partielles du second ordre en involution, ainsi

() Voir E. Goumsat, Acta math., t, 19, 1895, p. 285, en partic. p. 397; Lecons sur
lintégration des équations auz dérivées partielles du second ordre, t. 1, Paris, 1896,
p. 196 [ne 8T].

(™) G. Moxe, Hist. Acad. Se. Paris, 178 (éd. 1787), p. 118; A. M. Axring, J. Ee.
polyt., (1), cah. 18, 1820, p. 34.

(1) S. Lig, Forhandlingar Videnskabs-Selskabets Christiania, 1871 (éd. 1872),
p. 85; Math. Ann., t. 5, 1872, p. 163; t. 59, 1904, p. 246; F. Kurix, Hohere Geometrie,
p. 361. Sur la théorie des équations de Monge-Ampére, Voir aussi : G. Darsoux, Legons
sur la théorie générale des surfaces, t. 3, Paris, 1894, p. 263 et suiv.

(") Lie ou F. ExckL, Math. Ann., t. 59, 1904, p. 27576,

(1) Ann. Ec. Norm. Sup.,(3), t. 21, 1910, p. 109. * Voir aussi : A. WaRNER, Ueber
Systeme von drei Pfaffschen Gleichungen im Raume von finf Dimensionen ( Diss.
Greifswald, 1908, éd. Leipzig, 1908).
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que d’une équation A caractéristiques confondues, vis-a-vis du groupe
des transformations de contact de l'espace. Les deux probleémes sont
en relation étroite entre eux ainsi qu'avec la théorie des invariants
d’un systdme de deux équations de Pfaff 4 cinq variables vis-a-vis du
groupe des transformations ponctuelles de E;.*

b. Les groupes infinis irréductibles de transformations de
contact. — Dans le plan il n’existe que deux types de groupes infinis
irréductibles de transformations de contact. Tout groupe infini irréduc-
tible peut en effet, par une transformation de contact, étre réduit soit
au groupe dont la fonction caractéristique est une fonction arbitraire

oz 7, Py 2
soit au groupe dont la fonction caractéristique est

ez + Oz, ¥, p, )

oli ¢ est une constante arbitraire (177).

Les groupes de transformations de contact de E,,, qui sont la geénd-
ralisation des groupes précédents jouissent d'une propriété caractéris-
tique. S, Lie a en effet démontré le théoréme suivant :

Si un groupe continu infini de transformations de contact
de By, considéré comme groupe ponctuel de Cespace Eypyy (2, Zis
i), est tel que les oot dléments linéaires qui sont
arbitraire et qui satisfont a l'équation de Pfaff

sus d’un point

dz «Zp,d.z‘,:o

@

sont transformés projectivement de la maniére la plus générale
possible [C'est-a-dire par un groupe projectif & n (2n + 1) para-
métres), le groupe est irréductible; de plus ou bien il coincide avec
le groupe de toutes les transformations de contact, ou bien il se
raméne par une transformation de contact & Uun des deuzx groupes
définis par les fonctions caractéristiques (1*0)

Q(zyy pi) et az+ Q(xy, pi).

Dans I'espace Ea,.q il 0’y a pas d’autre groupe infini primitif que les
trois groupes de transformations ponctuelles dont il est question dans

(") S. Lte, Abk. Ges. Lps. (math.), t. 21, 185, p. 83.
(%) S. Lig, /d., t. 21, 1895, p. 107.
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le numéro précédent, et le groupe de toutes les transformations de
contact de I'espace B,y (181).
Les groupes de transformations de contact de E,., dont les fonc-

tions caractéristiques sont
Qs pi) et az+ Qzy, pi)

ne sont pas primitifs si on les considere comme des groupes ponctuels
de Ey,.«. Ils transforment en effet entre elles les 2n variables z;, p;. Ils
fournissent ainsi dans Pespace Ea, deux groupes de transformations
ponctuelles qui sont primitifs. Ce sont, aves les trois groupes ponctuels
énumérés au numéro précédent, les seuls groupes infinis de Uespace Kapy.
Le premier est simple et contenu comme sous-groupe invariant dans le
second (!*?). Ces deux groupes ponctuels de Pespace E,, peuvent
encore étre définis comme I'ensemble des transformations qui laissent
invariante, d’une maniére absolue ou & un facleur constant prés,
Pexpression différentielle bilinéaire

Az, 8pi— dp 821+ dxsdps— dpadzy+. ..+ dapdp,— dpadi,.

On pourrait substituer a cette expression différentielle linvariant
intégral

[jv.dx,dp,a— dxydps +. ..+ dx,dp,.*

Les types de groupes infinis irréductibles de transformations de
conlact de I'espace E; ont été déterminés par U. Amaldi (+#9).

31. Certains groupes infinis de l'espace réglé. — 1l existe dans
Pespace réglé certains groupes infinis importants, admettant des
invariants caractéristiques intégraux.

a. Le groupe infini des transformations des droites de E; qui
changent une congruence de normales & une famille de surfaces en
une autre congruence de normales. Ce groupe G est d’une grande
importance en optique. Si 'on définit analytiquement un azxe ou rayon
orienté de U'espace par ses irois cosinus directeurs X, Y, Z et les coor-

(%) ,E. CARTAN, Anna. Ec. Norm. Sup.,(3), t. 26, 1909, p. 93.° Dans le cas de n =1,
ce théoréme a été vérifié par U. Amaldi [ Memorie Accad. Modena, (3), t. 7, 1906;
dans le cas de » = 2, par G. Kowalewski [Ber. Ges. Lpz. (math.), t. 51, 18gg, p. 63].

(*) .E. CARTAN, dnn. Ec. Norm. Sup., (3), t. 26, 1909, p. 93."

(') Memorie Accad. Torino, (2), L. 57, 1906, p. 141; Memorie Accad. Modera, (3),
t. 8, 19o0g, p. g1.
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données £, n, L d'un de ces points, ce groupe admet I'invariant intégral

[[‘d‘ df + dY dn + dL d3;

cette intégrale double, étendue i une portion quelconque des droites
d'une congruence, est reproduite & un facteur constant prés par toute
transformation du groupe. I’ensemble des transformations qui laissent
cetie intégrale double invariante forme un sous-groupe invariant G' du
groupe total. Si lintégrale est nulle pour tout ensemble de droites
faisant partie d’une congruence, celte congruence est formée des nor-
males a une famille de surfaces et réciproquement (14).

Toute transformation S du groupe précédent permet de définir dans
Pespace E, une infinité de transformations de contact 2 dépendant d'un
parameétre ('**). Deux surfaces transformées 'une de Vautre par = sont
normales & deux congruences de droites transformées Pune de autre
par S. Les transformées d’une méme surface par deux des «! trans-
formations X qui correspondent a S sont paralltles entre elles et ont
une distance normale constante. Le¢ groupe de transformations de
contact I' ainsi obtenu est le plus grand groupe de transformations
de contact changeant deux surfaces paralléles en deux surfaces
paralléles (1*°); la distance normale des deux premitres surfaces est
reproduite & un facteur constant prés. Celles de ces transformations
qui laissent invariante la distance normale forment un sous-groupe
invariant I du groupe total.

L'importance. en optique des groupes précédents résulte du théo-
réme de Malus-Dupin (1*7) d’aprés lequel toute congruence de normales
engendre, aprés un nombre quelconque de réflexions ou de réfractions
a travers les surfaces de séparation de milicux isotropes, une nouvelle
congruence de normales. L’opération par laquelle, les surfaces de
séparation élant données, on passe d'une congruence de normales du
premier milieu a la congruence de normales du dernier milieu, est
une transformation du groupe Gj; si les rayons n’ont subi que des

() ,E. CARTAN, Bull. Soc. math. Fr., t. 24, 186, p. ar.”
(%) E. Stupy (Jahresb. deutsch. Math.-Ver., t. 14, 1905, p. 424), étudie comple-
tement le cas o un plan arbitraire est transformé en une surface non développable. Il

fait usage d'un certain systéme de coordonnées tangentielles.
dil
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réflexions, c’est une transformation de . A ce point de vue le groupe
de transformations de contact T' a une interprétation simple. Si l'on
considére une surface du premier milien comme un licu de sonrces
luminecuses, il lui correspond a chaque instant ¢ une certaine surface
d’onde dans le dernier milieu; cette surface d’onde est la transformée
de la premicre surface par une des opérations du groupe I'; anx
différentes valeurs de ¢ correspondent les différentes transformations
de T' qui correspondent a la méme transformation de G.

Le point de vue précédent avait déja été indiqué par W. R. Hamil-
ton (1¥%), qui se servait d'une fonction caractéristique engendrant
! transformations de contact. E. Study (*%7) utilise une fonction
génératrice plus simple qui repose sur la notion d’élément orienté.

Le groupe G s’étend a un espace E, quelconque. Si 'on définit-un
rayon orienté de I, par ses cosinus directeurs

Xey ..., XNa

et les coordonnées rectangulaires d’un de ses points

les transformations du groupe reproduisent, @ un facteur conslant prés,
'intégrale double

[/ ngulx,.

T

Elles sont caractérisées par la propriété de changer une congruence
de normales a une famille de surfaces en une autre congruence de
normales.

Dans le cas particulier ot » =2 on peut définir unc droite parune
équation normale

Zcosu + ysinu—v =o0;

le groupe G est alors formé des transformations qui reproduisent 4 un
facteur constant pres 'intégrale double

‘ﬂ'du de

étenduc a un ensemble quelconque de droites; mais la propriéi¢ de

(%) Ces transformations laissent invariant le groupe A un paramétre des
Voir S. Lig, publ. par G. Scheffers, Beridhrungstransformationen, t. 1, Leipzig, 1896,
p- 14. Sur les dilatations dans Pespace, voir S. Lig, Math. Ann., t. 59, 1904, p. 209.

(") L. Mawus, J. Ee. polyt., (1), cah. 14, 1808, p. t; Cu, Duein, Sur les routes
suivies par la lumiére (Applications de géométrie et de mécanique, Paris, 1821).

(1%) Voir, en particulier, le troisitme supplément aux Systems of rays [Trans.
Irish Acad. (Dublin), t. 17, 1835, p. t]. Voir aussi:F. KueIN, Jahresb. deutsch. Math.
Ver., t. 1, 1892, p. 35; S. Lk, Ber. Ges. Lpz. (math.), t. 48, 1896, p. 131.
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conserver les congruences de normales n’est évidemment plus carac-
téristique. Tinvariant caractéristique

ﬂ 'a'u dp

a ici une signification métrique simple: é¢tendu a Pensemble des droites
qui traversent un arc de courbe donné (chacune étant comptée autant
de fois qu’elle le traverse), il représente le double de la longueur de cet
arc de courbe (19¢). Le groupe infini ainsi obtenu est isomorphe au
groupe de Mohius qui reproduit les aires planes a un facteur constant
pros (170).

6. 1l existe dans Uespace véglé un groupe infini analogue, isomorphe
au groupe de Mobius de Uespace E,. 11 est formé des transformations
qui reproduisent,  un facteur constant pres, Uintégrale quadruple

//7/7; NdY dE + Y dL dX + 7.dXdY) (X do dl -+ Y d%df + L d5 dv)
étendue a un ensemble quelconque de droites. Cette intégrale a

d’ailleurs une signification métrique : étendue a ensemble des droites
qui traversent une portion de surface donnée, elle est égale au produit

par : de 'aire de cette portion de surface (141).

c. De méme si I'on considére le plan orienté comme élément généra-
teur de Iespace, on obtient un groupe infini isomorphe au groupe de
Mobius de I'espace L, en prenant Vensemble des transformations qui
reproduisent & un facteur constant prés U'intégrale triple

/[] X dY dL dp + Y dLdX dp + T dX dY dp

¢tendue & un ensemble quelconque de plans orientés ; on a désigné par
X, Y, Z les cosinus directeurs de la normale au plan orienté, par p la
distance de Porigine a ce plan. Cette intégrale triple étendue aux plans

(1) ,E. CARTAN, Bull. Soc. math., t. 24, 1896, p. 3.*

() ,Le méme groupe est étudié par W. Blaschke (Math. Ann., t. By, 1910, p. 204)
qui le rattache au groupe des transformations de contact orientées du plan qui chan-
gent deux éléments synlactiques (c'est-h-dire ayant une normale positive commune)
en deux éléments syntactiques : elles conservent le périmétre des courbes fermées. Le
groupe des transformations de contact orientées qui laissent invariant le corps des
courbes de largeur constante est form¢ d’une maniére analogue des transformations qui
changent deux éléments orientés aniitactiques en deux éléments orientés antitactiques.*

(1) yE. CARTaN, Bull. Soc. math. Fr., t. %, 1896, p. 35.
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qui traversent un arc de courbe, est égale au produit par = de la lon-
gueur de cet arc de courbe (1°2).

Chacun des groupes précédents admet un seul sous-groupe invariant
forme des transformations qui laissent invariante l'intégrale multiple
correspondante, Ce sous-groupe invariant est simple.*

d. W. Blaschke (***) a signalé quelques groupes infinis de transfor-
mations de plans orientés dans U'espace cuclidien. I a aussi montré leurs
relalions avec certaines transformations concernant les aires.

32. Le groupe des transformations équilonges. — Considérons dans
un plan une droite orientée représentée en coordonndées rectangulaires
par I'équation normale

Zeosu—+ysinu—y=o0;

les deux quantités u et ¢, dont la premitre est définic a un multiple pres
de 27, sont les coordonnées de la droite orientée. Les ¢quations

W=s9(u), =) Eed(w),

ot les fonctions ¢ et z sont arbitraives, définissent un groupe infini mixte
de transformations des droites oricntées. On Uappelle le groupe équi-
longe (1%); les transformations qui correspondent au signe 4 forment
un groupe continu (transformations équilonges propres) ; les autres sont
les transformations équilonges impropres.

Le groupe équilonge est un groupe de transformations de contact du
plan. Ce groupe est le plus grand groupe de transformations de contact
qui change les droites orientées en droites orientées et laisse invariante
(au sens pres) la distance tangentielle de deux courbes. Il contient en
particulier les dilatations (1*%).

Le groupe équilonge présente ainsi une analogie remarquable avec le
> invariant du gronpe conforme est remplacé par

groupe conforme; I'ang]
Ia distance tangentielle de deux courbes. Une transformation conforme
change tout couple de familles de «! courbes isogonales en un couple
analogue ; de méme toute transformation équilonge change tout couple

(1) ,E. Cartan, Id., p. 35.%
("9} ,Archic Math. Phys., (3), t. 16, 1910, p. 182; Math. Ann., L. 69, 1910, p. 204.%
(1) Y. Study [ Sitzgsb. der Niederrhein. Ges. fir Natur-und Heilkund zu Bonn,
1504 (éd. Bounn, 1g05), section A, p. 50/60] donne aux transformations de ce groupe le
nom d'équidistantes. Ce groupe a été étudié spécialement par G. Scheflers ( Ver. des
3. intern. Math. Kongr. Heidelberg, 1gof, publi¢ par A. Krazer, Leipzig, 1905, p. 349,
et plus en détail, Mazh. Ann., t. 60, 1905, p. 491, en partic. § 6 et 7).
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de familles de oo ! courbes ¢quitangenticelles ( chaque courbe de I'une des
familles ayant avee chaque courbe de P'autre une tangente commune de
longueur donnée) en un couple analogue.

Cette analogic peut ére mise en évidence dans la représentation
analytique. En introduisant la variable duale u—+¢v (00 e2=0), et en
posant

Su+ee)y=g(uw—+cev)+er(u+ee),

les ¢équations des transformations peuvent s’écrire
W' = flutev);

dans cette équation f est une fonction analytique arbitraire de la variable
duale « £ g0,

Le groupe équilonge admet comme sous-groupe fini le groupe mixte
de Laguerre, de méme que le groupe conforme admet comme sous-groupe
fini le groupe des rayons vecteurs réciproques. En posant

Hge
W =g ———— = [ 4 £,

les ¢quations des transformations de E. N. Laguerre sc mettent sous la
forme
L, aw b ., aw 4+ h
W= et = —
o+ o civ 4+ o
avec des coefficients duals réels (17). Les cycles, transformés entre eux
par le groupe de Laguerre, sont les enveloppes des droites orientées
pour lesquelles il existe une relation entiere du second degré en £ et du
premier degré en 7.
E. Study a aussi étudié les transformations équilonges dans le plan
non cuclidien. Il introduit a cet effet une unité complexc ¢ assujettie
a satisfaire & Pune des relations

Efe—1,

=41,
Ia premiére correspondant au plan elliptique, Ja deuxiéme au plan
hyperbolique. Dans le plan elliptique, de conique fondamentale
£ 32 3= 0,
on pent définir une droite orientée par I'équation

2ir+any + (B4 rt—1)3=0:
v )
¢n posant

s=f+en,  I=f—em
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les transformations équilonges sont définies par les équations
s=f(3), F=/(3)

ot f(z) désigne une fonction analytique quelconque de la variable
complexe z. Le groupe équilonge qui se trouve ainsi isomorphe an groupe
conforme admet un sous-groupe & six paramétres transformant les cyeles
en cycles : il est défini par une transformation homographique quel-
conque de z & coefficients complexes. Tout cycle est enveloppe des
droites orientées dont les coordonnées %, % sont lices par la relation

2uf 4+ 20m + (B4t — 1)+ 32+ 2+1) =0

Dans le plan hyperbolique, on a une représentation analytique
analogue au moyen de fonctions synectiques de la variable com-
plexe 5 =¢-+en (e2=1). .On peut aussi représenter une droite orientée
par 'équation

(4D +(h—w)y+(p—1)z2=0u,

la conique fondamentale étant

oy — 3

Les transformations équilonges, ron nécessairement analytiques, sont
définies par les équations

W=f00,  w=slu),

ou

w=2(),

dans lesquelles £ ct ¢ sont des fonctions quelconques. Le groupe équilonge
admet un sous-groupe fini a six paramétres, qui change les cycles en
cyeles et qui s’obtient analytiquement en prenant pour f et ¢ deux
fonctions homographiques quelconques. Tout cycle est Penveloppe des
droites orientées dont les coordonndes X, 12 sont li¢es par la relation
2 A+ Bh a8 =0

Le groupe équilonge se généralise dans le cas d’un espace E, quel-
conque. Dans Pespace non ecuclidien, elliptique ou hyperbolique, le
groupe ¢quilonge est dualistique du groupe conforme, et par suite fini
5 +2 ; .
a (Lt%n——) paramétres (1?). Dans I’espace euclidien le groupe

équilonge est au contraire infini (1°9).

(1) E. Stvoy, Sitsgsb. der Niederrhein. Ges. fir Natur- und Heilkunde su
Bonn (1%), 1904, § 6. «
(1) ,J. L. CooLingg, Trans. Amer. math. Soc., t. 9, 1908, p. 138.%
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33. Autres groupes géométriques. L’analysis situs. — Nous avons
déja cité des groupes qui ne sont pas des groupes de Lie, par exemple le
groupe de toutes les transformations de Cremona. En voici deux antres :

a. Le groupe de toutes les transformations ponctuelles algébriques;

b. Le groupe de toutes les transformations réelles bicontinues et
biunivogues. Les transformations de ce dernier groupe ne sont pas en
général analytiques; de plus elles sont restreintes essentiellement au
domaine réel. On peut d’ailieurs prolonger ce groupe en le composant
avee les collindations réelles qui modifient le plan de Iinfini.

La théorie des invariants de ce groupe porte habituellement le nom
d’analysis situs. Les propriétés des figures qui ressortissent a I'analysis
situs sont d’abord celles qui ne font intervenir que la forme des courbes
et des surfaces; citons ‘aussi les notions suivantes qui se rapportent a
des ensembles de points :

1° la notion de point limite, la notion d’ensemble fermé, dense en soi.
parfait;

2° la connezion;

3° la dimension:(197).

La notion de courbe simple fermée et de domaine limité par cette
courbe est également invariante par rapport au groupe fondamental de
I'analysis situs du plan (19%).

() La dimension d’un ensemble de points n’est pas invariante par une transformation
ponctuelle réelle arbitraire (non continue). Ce n'est que la puissance de I'ensemble
qui est conservée et, & ce point de vue, 'espace E, a la puissance de la droite, c’est-d-dire
du continu linéaire (G. CANTOR, J. Reine Angew. Math., t. 84, 1878, p. 245). G. Peano
(Math. Ann., t. 36, 1890, p. 137) a en outre montré que lcs points d’'un segment de
droite peuvent &tre représentés d'une maniére continue sur les points d’une aire carrée;
D. Hilbert (Math. Ann., t. 38, 1891, p. 459) a mis géométriquement en évidence le
théoréme de G. Peano. ,Le théoréme d’aprés lequel la dimension est un invariant de
l'analysis situs n’a été démontré que récemment par H. Lepeseuk et L. E. J. BRouwen.

(19%) Les théorémes de l'analysis situs sur les courbes et les arcs de courbe ainsi que
sur le partage du plan en régions par les courbes fermées, ont été récemment étudiés
et démontrés de nouvean, du point de vue de la théorie des ensembles, par A. Schoenflies
[Math. Ann., t. 58, 1904, p. 195; t. 59, 1904, p. 129; t. 62, 1906, p. 280; Jakresb. deutsch.
Math.-Ver., t. 15, 1906, p. 557; Nackr. Ges. Gott. (math. phys.), 1907, p. 28] Tl a en
particulier déterminé les conditions nécessaires et suffisantes auxquelles doit satisfaire
un ensemble de points pour qu'il soit, au sens de I'analysis situs, équivalent & la droite
ou & un segment de droite. Les notions auxquelles il arrive peuvent étre regardées
comme les « notions naturelles » de l'analysis situs, au sens des n* 48 et suiv,
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34. Les différentes géométries sur une variété donnée (12). — Siune
variété M posséde un ensemble quelconque de propriétés invariantes
vis-i-vis d’un certain groupe de transformations de lespace auquel
appartient M, il peut arriver que ces propriétés restent invariantes par
d’autres transformations qui ne soient définics que pour la variété M et
non pour I'espace tout enticr.

a. Les genres et les modules d'une variété algébrique p restent
invariants, non sculement par les transformations birationnelles de
Pespace, mais encore par les transformations simplement rationnelles
(c’est-a-dire telles que les transformations inverses ne soient pas uni-
voques), pourvu que toul point arbitraire de la variété p' transfor-
mée de w soit le transformé d’un seul point de p, et ccla méme si le
pointarbitrairc considéré de 1 est le transform¢é d’un nombre quelconque
d'autres points de I'espace n’appartenant pas a . ,Clest ainsi que dans
le plan une courbe algebrique de genre un est invariante par une famille
de transformations rationnelles dépendant d’un paramétre, et ces trans-
formations, considérées sur la courbe, forment un groupe.”

Plus généralement on peut considérer des transformations non seule-
ment entre deux espaces Ex au méme nombre de dimensions, mais encore
entrc un espace Fy et une variété M, située dans un espace E,(n > k).
Les équations indépendantes

Yi=[fi{#1, By, oo g
ou 2y, Ty, ..., 2 sont les coordonndes non homogenes d’un point de
Pespace Ex; ¥, 32, ..., ¥ celles d’un point de Uespace E,, et ot les fi

sont des fonctions rationnelles, font correspondre dans I'espace E, aux
différents points de U'espace Ey les différents points d'une variélé M. A
chaque point (#) de Vespace Ex correspond en général un seul point (y)
de la variété M, ; mais a chaque point de la variété M, correspond un
nombre discret (1) de points de E,. Considérons maintenant dans Ej
une variéu’: M, quelconque (A<<k); il lui correspond dans My une
variété My. Bien quela correspondance entre Ej et My ne soit pas biuni-
voque en général, cependant les deux variétés My, et M), se correspondent
point par point d’une maniére biunivoque parce que de tous les points
de E4 qui correspondent au méme point de My, un scul est sur M;. Les
geures et les modules de My, sont ainsi conservés dans le passage & My,

(**) K. KLEIN, Progr. Erlangen, § 8, 1, 2. Voir aussi ; F. Exriques, Conferenze di
geometria (autographides), Bologne, 18g5, n° 28.
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L¢tude des propriétés d'une variélé algébrique, qui sont invariantes
par rapport & toutes les transformations de 'espéce précédente, constitue
ce quon appelle la Géométrie sur la variété algébrique. On obtient
ainsi une généralisation des idées exposées au n" 28.

b. Des considérations analogues s’appliquent a d’aulres espéces de
transformations et conduisent a4 d’autres géométries sur une variété
donnée. Dans toutes ces nouvelles géométries on ne porte son altention
que sur la variété, sans se préoccuper de la maniere dont les transfor-
mations considérées se comportent en dehors de cette variété, sans se
préoccuper méme de savoir si elles ont une existence dans le reste de
Pespace.

Considérons en particulier les transformations ponctuelles qui laissent
invariantes les longueurs des arcs de courbe sur une variété donnée ; ces
transformations, en tant qu'on ne porle son attention que sur leffet
produit sur la variété, portent le nom de déformations de la variété. La
géométrie fondée sur l'ensemble de toutes ces transformations est la
Géométrie métrique sur la variété donnée. Elle a pour objet I'étude
des propriétés qui se conservent par déformation. Les Géométries
métriques sur deux surfaces applicables sont a ce point de vue équi-
valentes. Toute question relative a la courbure totale, aux lignes
géodésiques, elc., traitée sur I'une des surfaces est par cela méme traitée
sur l'autre (2°°).

¢. On peut enfin développer une analysis situs sur unc variéié donnée,
par exemple une surface, indépendamment de I'espace dans lequel est
située cette surface. On peut par exemple, comme F. Klein I'a
montré (201), définir Ja connexion d’une surface sans faire appel a 'espace
environnant. De méme la propriéié de la surface de n’avoir qu'un
coté (20%) dépend de certaines autres propriétés intrinséques de la sur-
face. Deux surfaces sont de méme connexion quand on peut élablir entre
leurs points sans exception une correspondance bicontinue et biuni-
voque (299), etc.

(%) Voir A. Voss, Math. Ann., t. 46, 1893, p. 97-
(=) F. Kiew, Math. Ann., t. 9, 1895, p. §76. Voir aussi: Progr. Erlangen (\%).
(?) D'aprés P. Stickel (Math. Ann., t. 32, 1899, p. 598), ce sont A. F. Mibius et

J. B. Listing, en cherchant 2 généraliser le théoréme de L. Euler sur les polyédres, qui

sont arrivés en méme temps (en 1858), et indépendamment I'un de l'autre, 2 la découverte

des surfaces 3 un seul coté. Voir A.F. Monius [ Ber. Ges. Lpz. (math.), t. 17, 1865, p. 31;

Werke, t. 2, Leipzig, 1886, p. 473, en partic. § 9] et J. B. Listina [ Abh. Ges. Gétt., t. 10,

1861/2 (éd. 1862), mém. n° 2).

() Ces considérations tirent leur importance de leurs applications aux problemes de

Tanalyse. Ce sont des considérations d’analysis situs qui sont  la base de la théorie de
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1. — GEOMETRIES EQUIVALENTES.

38. Géomsétries a groupes semblables et i groupes isomorphes. —
Lorsque les groupes fondamentaux de deux géométries sont semblables,
c’est-a-dire lorsqu'on peut passer des transformations de I'un aux trans-
formations de Pautre par un changement de variables convenable, on
peut regarder les deux géométries comme équivalentes. Si l'on imagine
deux livres dont chacun contiendrait I'ensemble des postulats, des défi-
nitions et des théorémes de 'une des géométries, il serait possible d’établir
une correspondance biunivoque entre les mots usités dans ces deux livres,
de maniére que par cette correspondance le prewmier livre se transformat
dans le second. Cette correspondance est fournie par le changement de
variables qui raméne le premier groupe au second. F. Klein (2°4) a
éclairci par de nombreux exemples cette notion de géométries équi-
valentes par similitude de leurs groupes.

Iy a un cas plus général ot deux géométries doivent étre regardées
comme 4quivalentes, c’est celui ov, par un choix convenable des élé-
ments générateurs de Uespace, on peut amener leurs groupes fonda-
mentaux & étre semblables. 1l en sera ainsi si 'on peut trouver dans ces
géométries deux corps finis (c’est-a-dire dont les éléments ne dépendent

que de constantes arbitraires) tels que les groupes qui indiguent
comment les groupes fondamentaux échangent entre eux les ¢léments
de ces corps soient semblables.

D’apres la théorie des groupes de transformations, il faut et il suffit,
pour que cela soit possible, que les deux groupes fondamentaux soient
isomorphes holéodriques. Comme, d’autre part, il ne peut évidemment
étre question d’équivalence pour deux géométries dont les groupes fon-
damentaux ne sont pas isomorphes, on arrive 4 la conclusion suivante :

Pour que deuzx géométries soient équivalentes, il faut et il suffit
que leurs groupes fondamentauz sotent isomorphes holoédriques, ou
encore aient méme structure.

B. Riemann sur les fonctions algébriques et leurs intégrales [J. Reine Angew. Math.,
t. 54, 1859, p. 115; Werke, publ. par H. Weber (1™ éd.), Leipzig, 1876, p. 81; (2* éd.),
Leipzig, 1892, p. 88; trad. L. Lavees, Paris 18¢8, p. 89]. C’est ainsi également que
E. Picard a fondé sa théorie des fonctions algébriques de deux variables sur les consi-
dérations de connexion relatives aux multiplicités réelles 2 quatre dimensions (J. Math.
pures et appl., (4), t. 5, 1889, p. 135; E. PicanD et G. Sivart, Théorie des fonctions
algébriques de deuz variables indépendantes, t. I, Paris, 1897, en partic. chap. IV].

(1) Programmschrift, 1872, § 4. Voir aussi F, KLEiN, Math. Ann., t.5, 1872, p. 257.
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On voit ainsi le role important joué¢ par la structure des groupes en
géomdlrie.

Quand les groupes fondamentaux de deux géométries sont isomorphes
holoédriques et finis, il suffit, pour metlre en évidence Péquivalence
des deux géométries, de prendre pour éléments générateurs de Pespace
dans chacune des géométries une figure (courbe, surface, ete.) qui
n’admette que la transformation identique du groupe et toutes les figures
qu’on en déduit par les transformations du groupe. Avec ce choix des
cléments de Pespace les deux groupes fondamentaux deviennent sim-
plement transitifs et semblables (95). Dans la plupart des cxemples
d’équivalence signalés jusqu’a présent, Véquivalence pouvait étre misc
en ¢évidence d'une manitre purement géométrique.

Les groupes projectifs jouant un réle prépondérant parmi les groupes
finis, les exemples d’équivalence que nous allons indiquer se rapportent
lous 4 des géométries projectives. Il est d’ailleurs probable que toute
géowétrie i groupe fini est équivalente a une géométrie projective (299).”

36. Géométries équivalentes 4 la géométrie projective de la droite. —
Si l'on fait correspondre a un point (z,, z2) d'une droite D le point

s

d'un plan P, a toute transtormation projective de la droite D correspondra
unc substitution linéaire effectude sur ¥1, ¥a, ¥, c’est-d-dire une trans-
formation projective du plan P. Cette transformation laissera invariante
la conique

FiYa—)

dont on a fait correspondre les différents points aux points de la droite D.
Par suite, la géométrie projective de la droite D est équivalente i la
géométrie projective d’une conique du plan P.

Toute droite du plan P coupe la conique en deux points, de sorte qu’a
toute droite du plan P correspond, dans la géométrie projective de la
droite D, un couple de points (confondus si la droite donnée est tangente
a la conique). On peut de meéme faire correspondre 2 un point du plan P
non situé sur la conique un couple de points de la droite D, 4 savoir le
méme couple qu'on a déja fait correspondre & la polaire du point par
rapport a la conique.

(22) \E. Cartan, Bull. Sc. Math., (2), t. 34, 1910, p. 1.*
(?%) ,Cela serait certain si lon avait démontré qu’il existe un groupe projectif
admettant une structure donnée (finie).*
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Ce qui précede revient, comme l'avait déja fait O. Hesse (*°7), i
regarder une équation du second degré

Aiz+ 2B+ C=

ou A, B, C sont des combinaisons linéaires des coordonnées d’un point
d’un plan P, comme établissant unc correspondance biunivoque entre les
points de ce plan et les couples de points d’une droite D. Aux différents
points d’une droite du plan P correspondent les couples de points d’une
méme involution, et les couples de points doubles de I'involution sont
représentés dans le plan par les points de la conique

B2— AC=o0.

Par cette représentation les transformations projectives de la droite 1D
deviennent les transformations projectives du plan P qui laissent
wvariante la conique

B2—AC=o.

On peut géncraliser, avec W. F. Meyer (20%), le « principe de trans-
fert » de I.. O. Hesse. Considérons une équation de degré n

n N
(1) ae)»"—n(h).""-i—(’)l?gl»"*'A“‘itIn:O,

et rezardons les n 41 coefficients «; comme les coordonnées homogenes.
d’un ‘poinl dans Pespace E,. Faisons correspondre a ce point de E,
I'ensemble des n points d’une droite D dont les coordonndes sont les
racines de l'équation donnée. Toute transformation projective de la
droite D donnera, par cette correspondance, une certaine transformation
projective de E.; le groupe projectif de ) donnera un groupe projectif
A trois paramétires de F,. Ce groupe projectif laisse invariante la courbe
de E, qui correspond aux sysiémes formés de n points confondus (2°%).
Cette courbe est la courbe unicursale normale du »'*™¢ ordre obtenue
en annulant tous les déterminants du second ordre du tableau

ay, a; as ... a,‘,,’

@ as a, ... an

(207) J. Reine Angew. Math., t. 66, 1866, p. 15; Werke, Munich, 1897, p. 531.

(%) Apolaritdt und rationale Kurven, Tubingue, 1883,

(?*) En annulant les invariants et les coefficients des covariants de la forme binaire (1),
on obtient toutes les multiplicités invariantes par le groupe  trois paramétres de la
courbe normale [G. FaNo, Memorie Accad. Torino, (2), t. 46, 1896, p. 187].
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La géométrie projective de la droite D est done dquivalente a la
8 ¢
géométrie projective de la courbe unicursale normale du ni"* ordre
de E,.
On peuat d'ailleurs partiv de la représentation de la droite D sur la
i I§ 1
courbe normale, par les formules

=t
, oy =02

w,=xY,

qui indiquent le point de la courbe normale qui correspond au point
(1, z2) de la droite D). Toute substitution linéaire effectude sur zy, .ry

donue une substitution lindaire effectuée sur ay, ay, . a,, et ceue

substitution linéaive fournit une transformation projective de E, qui
s"applique non seulement aux points de la courbe normale mais a tous
les points de E,. A chaque systeme de # points de la droite D correspond
un systeme de 2 points sur la courbe normale et, par suite, 'hyperplan
., @g) de E,estle

pole de cet hyperplan I3,y par rapport a la courbe normale.

E, 1 qui conlient ces 2 points; le point (ao, @, --

On oblient ainsi Pinterprétation géométrique la plus simple de la
théorie des formes binaires d’ordre 2. Comme image des zéros d’une
forme d’ordre 2 on peut a volonté considérer, soit un systeme de 7 points
sur la courbe normale, soit l’hyperplnn E._i qui contient ces n poinls,
soit le pole de E,_, par rapport a la courbe normale. La théorie de la
polaritg, In réduction des formes binaires & des formes canoniques, ctc.
peuventde cette manidre étre exposées sous une forme géométrique simple,

Denx formes d’ordre 2 sont dites apolaires ou conjuguées (c'esi-a-dire
clles ont un invariant simultand bilin¢aire nul) si le point image de 'une
se trouve dans le plan image de I'autre [ ou encore si leurs points images
sonl conjugués par rapport & la courbe normale (*19)]. Si 2 est impair
toute forme est sa propre conjuguée. Plus généralement un groupe de
points gi est dit apolaire & un groupe de points G, si le point image
de G, appartient a la variété plane E;_. déterminée par g, Si gx se
compose d’éléments tous distincts

y=0, Xe=o, L Xy=o,

G, peut se mettre sous la forme

Ni+Xf+...+ Xji=o.

20y Voir W. F Msvzn, Apolaritdit (“’) O. ScniesiNaer, Diss. Breslau, 1882.
repn)dull avec q et Math. Ann., t. 22, 1883, p. 520.
F. LiNpEvANN, Bull. Soc Math. Fr., t. 5, 1877, p. 113; t. 6, 1878, p. 195; Math. Ann.,
t. 23, 1884, p. 111; L. BERZOLARI, Hend. Accad. Napoli, (2), t. 5, 1891, p. 35, 71; Ann.
mat. pura appl., (2), t. 19, 1891/2, p. 2691 (), t. 21, 1Rg3, p. 1.
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La recherche des groupes de poims apolaires 4 G, revient done a la
résolution du probléme suivant : Par un point A de I'espace E, faire
passer toutes les variétés E,_q qui coupent la courbe normale en A points,
Le point A étant donné, le probléme n’est possible en général que si &
1

. a . - * . on+ . . .
estau moins égal a une limite fixe (au plus égale a ) - Si n est impair
\ /

. . . n—+1i
et A arbitraire, le probléme n’admet qu’une solution pour A= ——;
autrement dit une forme hinaire arbitraire d’ordre impair »n peut se
mettre d’une maniére et d’une seule sous la forme d'une somme de

n—+1
puissances n'*".

Cllous encore, comme susceptibles d’inlerprétation géométrique
simple, les questions relatives & la détermination d'une involution T,
clest-a-dire d’un systeme linéaire de formes binaires, sous certaines
ions (2!1); par exemple la détermination d’une involution I},

con
¢'est-a-dire d’un faisceau de formes binaires, admettant une jacobienne
donnée (312); ce probléme revient & la détermination des variétés planes
E,_ de Yespace E,,, qui rencontrent 2 (7 — 1) tangentes déterminées de
la courbe normale ; leur nombre est (*17)

(2n—2)!

ni(n—a)

nalées dans ce numdéro sont les seules

,Les géométries projectives s
donl le groupe fondamental soit momorphe holoédrique du groupe pro-

jectif de la droite et ne laisse invariante aucune variété plane. Les

éléments ct les parametres sont supposés complexes.

Si I'on se borne aux éléments et aux paramétres réels, il en cst encore
de méme. Cependant il existe d’autres groupes projectifs réels a trois
paramétres, ne laissant invariante aucune variété plane et qui sont
réductibles aux précédents par une transformation projective ‘ma-
sinaire, sans I'¢tre par une transformation projective réelle. Tous ces
groupes sonl isomorphes holoédriques du groupe des rotations de
I'espace autour d'un point fixe.

(') Cf. W. F. MEYER, Apolaritdt (*), p. 320; Math. Ann., t. 2, 1883, p. 125,

(1?) Cette question a été traitée pour n = 4, par C. Stepuanos [C. R. Acad, Sc.,
t. 93, 1881, p. 994 ; Mémoire sur les faisceaux de formes btnatres ayant une méme
jacobienne, Mém. présentés Acad. Sc. Paris, (2), t. 27, 1883, mém. n° T, p. 1/136]. Voir
aussi A. BriLL, Math. Ann., t. 20, 1882, p. 334; D. HiLpert, Math. Ann., t. 33, 188y,
p- 227; C. StepitANOS, Ann. Ec. Norm. sup., (3), t. 1, 1884, p. 351

(M%) H. Scuusert, Mitt. Math. Ges. Hamburg, t. 1, 1881/g (éd. Leipzig, 1889), p. 82
(1884); Math. Ann., t. 26, 1886, p. 20; Acta math., 1. 8, 1886, p. 97.
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On peut former tous ces groupes en partant du groupe homographique
i trois paramétres réels
3, ar—+b
(2) =220,
—br+a
ol @ et b désignent deux parameétres complexes quelconques, « et b
leurs conjugués. Les transformations de ce groupe jouissent de la pro-
priéié caractéristique de remplacer deux nombres complexes 2, p lids
par la relation
v
X

b=—

par deux nombres complexes, liés par la mnéme relation.
Considérons alors I'équation
/2 2 N 2\ fan\ -
(3) a"7»?"+(ul>a,)\’"—’+( :jauﬁ“‘ﬁ+ e +< 2 )a-ﬁ.’——( L >a1 A+ay=o0,
1 /

ol

@anei=(—1)a

" . . [
Si % est une racine de cette équation, -5 en est une autre. Les

coefficients de cette équation font intervenir 27 -1 quantités réelles
qui peuvent étre regardées comme les coordonnées homogenes d’un
point réel dans I'espace Ey,. Toule transformation (2) effectuée sur A
produit sur les 2z + 1 coordonnées une substitution linéaire réelle. Au
groupe (2) correspond ainsi dans U'espace E., un groupe projectif réel
isomorphe qui ne laisse invariante aucunc variété plane. Ge groupe
est le groupe projectif automorphe d’une courbe normale d’ordre 7,
réductible par une transformation projective imaginaire a la courbe
normale considérée plus haut. Ses équations s'obliennent en annulant
tous les déterminants a deux colonnes du tableau

Cette courbe ne posséde aucun point réel; dans le cas n =1, elle se

ay Ay s ... 78 — ey H

a @ @ ... —& @

réduit & une conique imaginaire
agty— u} = o,

ot @, est purement imaginairc; dans le cas 2=2 a la courbe du
quatriéme ordre

(@, réel).
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Les groupes précédents n'existent que dans Pespace E,,. Dans
T'espace Ejn.q on obtient un groupe projectif réel isomorphe aux
précédents en considérant I'équation

N n\ n N n
gt + ) g Al A M= 4 Qg +a,=0
AT/ \2 n—t

dont les coefficients, complexes, dépendent de 27 + 2 quantités réelles,
coordonnées homogenes d’'un point de Pespace Ej,.y. Si Pon effectue
sur A les différentes transformations du groupe (2), il en résulte une
famille de substitutions lingaires réelles effectuces sur ces coordonnées
et, par suite, un groupe projectif réel de Pespace E,, 4. Dans le cas
le plus simple » =1, on obtient le groupe déja signalé de Pespace Ey
qui laisse invariants les différents complexes lindaires d'un faisceau dont
les complexes dégénérescents sont imaginaires conjugués. On obtient
une représentation analytique simple de ce groupe par la formule

X' = AX,
ou X est un quaternion formé avec les quatre coordonnées homogenes
d'un point de 'espace E; et ot A est un quaternion paramétrique.”

37. Extension & des systémes linéaires quelconques de formes
algébriques. — Le principe de transfert de Hesse-Klein revient a
représenter le systéme lindaire de toutes les formes binaires d’ordre n
par les points (ou les hyperplans E,_;) de I'espace E,. On peut appli-
quer ce principe 4 n’importe quel systéme linéaire de formes arbitraires.
Considérons un systéme lindaire de formes & k + 1 variables

(1) NfotrMfit oo+ rafu=0  (nk).

Nous pouvons regarder ces k& -1 variables comme les coordonnées
homogénes d’un point de Pespace Ef, mais nous pouvons aussi regarder
les parametres A; comme les coordonnées homogeénes d’un point ou d’'un
hyperplan E, , de Pespace E,. A chaque point P de l'espace K,
Péquation (1) fait correspondre une relation du premier degré entre les
coordonnées tangentielles des hyperplans E,_, de E,, c’est-d-dire un
point P’ de I'espace E,. Il correspond ainsi A Pespace Eg, lieu des
points P, une variété rationnelle M de Pespace I, et la correspondance
est biunivoque. La théorie des invariants du systéme linéaire (1)
devient ainsi la géométrie projective de la variété M.

Pour 4 =1, le systeme lin¢aire (1) représente une involution de degré
n etd’un ordre quelconque m > n dans le domaine binaire ; cette involu-
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tion est représentée par une courbe rationnelle C™ d’ordre m de 'espace
E.. Chaque groupe de points de Pinvolution est représenté par les points
d’intersection de C et d’une variété plone En_y.

Pour & = 2, on obtient la représentation biunivoque d'une surface
rationnelle sur le plan, les courbes du systéme linéaire ( 1) correspondant
aux sections hyperplanes de cette surface ; 'ordre de la surface est donné
par le nombre des points d'intersection variables de deux courbes (1)
quelconques. Si le systéme (1) se compose de toutes les formes qua-
dratiques ternaires, on obtient une surface du quatritme ordre F* de
I'espace E;, considérée par A. Cayley (1) et dont G. Veronese (*'*)
a étudic les propriéiés goométriques. La théorie des invariants des
Sformes quadratiques ternaires se raméne ainsi @ U'étude projective
de cette surface F+ (1),

Les formes du systéme linéaire (1) peuvent aussi contenir plusieurs
séries de variables. Si I'on regarde ces variables comme des coordonnées
homogenes dans des espaces Ej, Ey, ..., on arrive a faire correspondre
a ensemble d’un point de E,, d’un point de Ey, etc, un seul point d’une
certaine variété M, (¢ =h -~k + ... ). Les cas les plus simples de cette
espice ont 6té traités par C. Segre ('7).

Considérons la forme binaire bilinéaire

ST auniyi+ andiya+ anda )1+ GuZaya;

cette forme ¢galée & zéro définit une transformation projective de la
droite. C. Stephanos fait correspondre & chaque homographie f=o le
point {ctyy, ftia, @ay, @) de Uespace E;. Silon transforme cette homo-
graphie par une transformation projective non dégénérescente A, le
point correspondant (@1, @13, @a1, @22 ) subit dans E; une transformation

projective. On obtient ainsi dans E; un groupe projectif a trois para-

() Phil. Trans. London, t. 158, 1868, p. 75; Papers 6, Cambridge, 1893, p. 191.

(%) Atti R. Accad. Lince! Memorie mat., (3), t. 19, 1884, p. 544.

(%) Voir C. SeaRe, Atti Accad. Torino, t. 20, 1884/5, p. 487.

Dans ses recherches sur la géométrie des coniques, E. Study a donné plusieurs repré-
sentations du corps des «o* coniques du plan, regardées simultanément comme des lieux
de points et des enveloppes de droites. La premiére représentation ( Math. Ann., t. 27,
1886, p. 58) est faite sur certains couples d’éléments de I'espace B, liés par une trans-
formation quadratique; la seconde (Math. Ann., t. 40, 1892, p. 551, 563) est faite sur
les points d'une variété M, (1) de P'espace E,,. Il est ainsi amené A la considération de
la variété F* et 2 l'étude des questions qui s’y rattachent. E. Study (Methoden zur
Theorie der terndren Formen, Leipzig, 1889, voir en partic. p. 134, 11, § 12) a développé
des recherches analogues sur l'interprétation des systémes de formes ternaires.

(%) Rend. Circ. mat. Palermo, t. 5, 1891, p. 192.
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matres. Ce groupe laisse invariante :
1" la surface du second ordre
@y — @@y =0
dont les points correspondent aux homographies dégénérescentes ;
2° le plan @3 = @, des involutions ;

3° Iintersection de la quadrique et du plan, ¢’est-d-dire la conique
des involutions paraboliques (1%).

La théorie des invariants des formes binaires bilinéaires revient
ainsi & Uétude de la géométrie projective du systéme d’une quadrique
non dégénérescente et d'un plan non tangent & cette quadrique.

38. ,Le principe de Hesse appliqué & la génération de groupes pro-
jectifs isomorphes dun groupe projectif donné. — Considérons un
groupe projectif G de I'espace E,_, et un systéme de formes linéairement
indépendantes

Joo Su Soo Su

d’ordre o en 4, T, . .., Zr. On peut représenter analytiquement toute
transformation du groupe projectif par une substitution lincaire & déter-
inant 1 effectuée sur zy, 2, . . ., Z,. Supposons que toute transformation
du groupe remplace une forme quelconque du systeme lincaire

hafo+ta i+ o+ fu
par une forme du méme systeme. Les coefficients X, %\, ..., %, de la
forme transformée se déduisent des coefficients Ag, A4, . . ., An de la forme

primitive par une substitution lincaire. Si I'on regarde les 2 comme les
coordonnées homogenes d’un point de I'espace E,, le groupe projectif
donné G de E,—, donne ainsi naissance a4 un groupe pmjectifisonmrphe
de I'espace En.

On peut plus genéralement considérer plusicurs groupes projectifs
isomorphes G, G/, ..., des espaces E,—y, E,_y, ..., dans lesquels les
coordonnées homogeénes sont

(L1y Tay ooy L)y (X, Ty oony ),

(%) C. StepnaNos, Math. Ann., t. 22, 1883, p. 299. La représentation des involutions
par les points du plan a,,= @, est au fond identique 2 la représentation de L. O. Hesse
qui fait correspondre aux couples de points d’une droite (les points doubles des involutions
considérées) préci_ement les points de ce méme plan [¢f. n° 36].
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Considérons un systéme linéaire de formes

Xofo+ M fi+ ..+ hnfa,

chacune des r -+ 1 formes indépendantes fo, fi, . .., fu élant de degré o
par rapport aux z, de degré &' par rapport aux z/, etc. Supposons que
lorsqu’on effectue sur les séries de variables z;, z, . . ., des substitutions

lin¢aires correspondantes des groupes G, G/, ..., chaque forme du
systéme linéaire soit changée en une autre forme du méme systeme
linéaire. Il en résultera dans Uespace E,(%o, A1, ..., A,) un groupe
projectif isomorphe aux groupes donnés. On a ainsi un moyen de déduire
des groupes projectifs particuliers G, G/, ., supposés isomorphes
entre eux, autant d’autres groupes isomorphes qu’on veut.

D’une maniére encore plus générale, si I'on considere deux séries de
groupes projectifs, les groupes de la premidre série étant isomorphes
cenlre eux, ainsi que ceux de la seconde série, mais les groupes des deux
séries n’ayant aucune variable ni aucun paramétre cn commun, on
pourra former comme il vient d’etre dit un systéme linéaire

Mofo+Mfi4 o+ nfu
correspondant aux groupes de la premiére série, un sysiéme linéaire
HoPo+ 2121+ -0 = Qm

correspondant a ceux de la seconde série. Lo sysieme linéaire

i=d, h=m

2 vinfi9u

=0, h=0

permettra dans 'espace Enpimin des vy de définir un groupe projectif
se décomposant en deux groupes isomorphes, I'un aux groupes projectifs
donnés de la premiére série, l'autre aux groupes projectifs donnés
de la seconde série.

Il est possible de déduire du principe précédent tous les groupes
projectifs ne laissant invariante aucune variété plane (21?). Ces
groupes sont formés d'un nombre fini de groupes projectifs simples.
Pour chaque type de groupes simples, les groupes projectifs & considérer
(groupes fondamentaux ) sontau nombre de ¢, ¢ élant le rang du groupe.

Ce qui précéde suppose les variables et les parametres complexes. Des
théorémes analogues existent, quoique un peu plus compliqués, dans le

(*19) E. CartaN, Bull. Soc. Math. Fr., t. &1, 1913, p. 53.%

39. GEOMETRIES PROJECTIVES EQUIVALENTES. 101

domaine réel. Nous allons indiquer la formation des groupes projectifs,
complexes ou réels, isomorphes au groupe projectif général de
I'espace E,_;.*

39. Géométries projectives équivalentes 4 la géométrie projective
de E,_;. — Soient
Ly, Ly eeey Ty
les coordonnées homogénes d’un point de Pespace E._;. On peut
déterminer analytiquement une droite par ses coordonnées pliickériennes

x Tk

Yi Yk

Zik =

ou les z; et les y; sont les coordonnées de deux de ses points. Toute
transformation projective de Uespace E,_, effectue sur les zi une subs-
titution linédaire; le groupe projectif de 'espace E,_, est par suite
(,> , (groupe de la géomé-

trie réglée). On aura de méme un groupe projectif de 'espace E

équivalent a un groupe projectif de I'espace &

G-

en considérant les variétés planes a deux dimensions de E,. ; et en les

définissant par (;
\

> coordonnées homogtnes

et ainsi de suite.

On obtiendra ainsi une suite de »—1 groupes projectifs dont le
premier est le groupe projectif de 'espace E,_; et le dernier le méme
groupe projectif appliqué aux hyperplans E,_,. Ces groupes, qui ne
laissent invariante aucune variéié planc, sont les groupes fondamentaux
servant & la génération de tous les autres.

Partons de la forme

% &r—y
.z
123 1,2, 00,51

Jo= m:‘x?‘u x
et effectuons sur les différents facteurs de cette forme les transformations
du groupe projectif (considérées comme s’appliquant aux points, aux
droites, etc. de I'espace). On obtiendra ainsi de nouvelles formes qui
appartiendront toutes & un méme systéme linéaire minimum

Rofot difi+ hofat oo+ Aafa,
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les formes fo, fi, ..., fu de ce sysiéme étant de degré «, par rapport aux
variables i, de degré «, par rapport aux variables z;;, etc. Toute trans-
formation projective de I'espace E,_, transformera une forme quelconque
du systeme en une autre forme du méme sysiéme, les nouveaux coef-
ficients %, résultant des anciens par une substitution linéaire. Au groupe
projectil général de Pespace K,y correspond donc un groupe projectif
équivalent de Pespace E,(%o, Ay, ..., 2.). Ce groupe prujectif est le
groupe projectif le plus général ne laissant invariante aucune vari¢té plane
el équivalent au groupe projectif général de U'espace F,_,."
Dans le cas particulier o

Jo-=at, r

on obtient dans Pespace L5 le groupe prujectil', isomorphe holoédrique
au groupe projectif général du plan, qui laissc invariante la variété M]

TR S PRNPATY
M ez hes | = o
s Ray A

Si dans les groupes précédents on regarde les paramdtres comme
complexes et si 'on met en évidence dans les variables A les parties réelles
et les coefficients de ¢ on obtient dans l'espace réel E,, 4 des groupes
projectifs réels isomorphes au groupe projectif de Uespace E,_, complexe.
Les autres groupes projectifs réels isomorphes au groupe projectif
complexe de l'espace E,_, et ne laissant invariante aucune variété plane
réelle s'obtiennent :

1 ¢n partant d’un des groupes projectifs précédemment déterminés de
I'espace E, et en cherchant de quelle maniére ce groupe projectif échange
entre clles les hyperquadriques réelles de 'espace E, j sil'on regarde les
n? paramétres réels de ces hyperquadriques comme des coordonnées
homogénes d’un point d’un espace réel E,,_,, on a dans cet espace un
groupe projectif réel, ne laissant invariante aucune variété plane et
isomorphe au groupe projectif général de 'espace complexe E,_y;

2° en partant de deux groupes projectifs complexes différents, iso-
morphes au groupe prnjeclif général de 'espace complexe E,_, et ne
laissant invariante aucune variété plane. Si les variables de ces deux
groupes sont désignées par les lettres 2 et y, on considére la forme

r 2)~11< Tiyes

0k

40. GEOMETRIES PROJECTIVES REELLES EQUIVALENTES. 103

quand on effectue simultanément sur les variables z ot y les transfor-
mations des deux groupes, la forme f se change en une forme f'
représentée par la méme formule, mais avec d’autres coefficients Ay, trans-
formés lindairement des cocfficients 2. Sil'on met en ¢vidence dans ces
coefficients les parties réelles et les coefficients de ¢, regardées comme
des coordonnées homogenes réelles d’un espace Ey, on obtient dans cet
espace Ey le groupe projectif réel cherché. Il est invariant dans un groupe
projectif & un paramétre de plus, obtenu en le composant avec le groupe

g = it

40. Les géométries projectives réelles équivalentes aux géométries
hermitiennes et aux géométries quaternioniennes.”— Les groupes projec-
tifs qui viennent d’¢tre indiqués sont, dans le domaine réel aussi bien que
dans le domaine complexe, les groupes les plus généraux ne laissant inva-
riante aucune variété plane et isomorphes au groupe projectif général de
Pespace E,_,. Il existe des groupes a structure réelle qui peuvent étre
rendus isomorphes au groupe projectil général de I'espace réel E,._, par
un changement imaginaire de paramétres, mais non par un changement
réel. 1ls sont isomorphes :

— soit aux groupes des différentes géométries hermitiennes de I'es-
pace E,._y;

— soit, si 7 est pair et ¢égal 4 25, au groupe de la géométric quater-
nionienne de E,_,.

@. On peut obtenir de la manitre suivanle les yéométries projectives
réelles équivalentes a la géométrie projective quaternionienne. Partons
d’'un des systtmes linéaires de formes (a coefficients et variables
complexes)

’

oo+t fit kS

considérés au numéro précédent el convenons d’appeler anticonjuguée
de la forme f la forme obtenue en remplacant d’une part tous les coef-
ficients complexes par leurs quantités conjuguées, d’autre part les
variables

par

— &y Ty — Ty sy Ty

les variables 2, xj; élant modifiées d’une mani¢re analogue. L’anti-
conjuguée de I'anticonjuguée d’une forme f, n’est autre que la forme f
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S1 oty 4 oty oty ... est pair, la forme —f sl ay+ ay 4o ... est
impair.

Dans le premier cas on pourra choisir pour les parametres Ao, ..., k,
de f des combinaisons lincaires (a coefficients complexes) de n 41
parameétres réels wo, ..., p, de telle sorte que chaque forme J soit
complexe conjuguée de son anticonjuguée. Si lon effectue sur los
variables les subslitutions linéaires correspondant a la transformation
projective (complexe) la plus générale de Fa,_, changeant deux points
anticonjugués en deux points anticonjuguds, la forme f sera remplacée
par une forme /" dont les coefficients p), .. ., p! se déduiront de oy ey
{tn par une substitution lindaire réelle. On aura ainsi dans Uespace réel
i, un groupe projectif isomorphe au groupe quaternionien de E, , et
ne laissant invarianle aucune varieté plane.

Dans le second cas on regardera les paramétres Ray -+, b, comme des
nombres complexes arbitraires ; toute transformation projective de Ey,_,
changeant deux points anticonjugués en deux points anticonjugués
donnera naissance dans Pespace réel Ly,,y & un groupe projectif ne
laissant invariante aucune variélé plane. Ce groupe est d'ailleurs invariant
dans un groupe 4 un paraméire de plus, ne laissant invariante aucune
vari¢té plane, et obtenu en composant le premicr groupe avec le groupe

A un paramétre réel £
M= ey, M= elkn, ...

s =ikl

Si lon prend, par exemple, r =4, fo== i3, on obtient dans E, un
groupe projectif réel, qui rentre dans la premiére catégorie, et est le
groupe projectif de la quadrique

Tashav— haghag— oy hay = 0,
08 Aya, Ay, sont des variables réelles. La géométrie /zyperboh'que de E;,

et par suite la géométrie conforme de E, sont done équivalentes a la
géométrie projective de la droite quaternionienne (103, (106),

b. Les géométries projectives réclles équivalentes a la géométrie de
la forme d’Hermite

EYXI Ty A+ Ee Ly Tamm o .. 4 Ep T plr

s'obtiennent d’une manitre analogue. Convenons de regarder comme
identiques les deux formes élémentaires dualistiques

Lhitdy € (Dle v Indhay oo oy YUy s

ol Zy, &y, ..., i sont a l'ordre pres les » indices 1, 2, ..., r el ou
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(éxds ... Z) est =1 suivant que la permutation indiquée est paire ou
impaire. Appelons de plus anticonjuguée d’'une forme f celle qu'on
obtient en remplacant chaque coefficient par son complexe conjugué et
chaque variable
Zhytyo.it
par
Eiy&iy oo Eip Uity iy

L’anticonjuguée de l'anticonjuguée de la forme f du systeme linéaire

considéré précédemment est égale a

(— Ity gy L g R Oab f)

1° Silon ao;=a,_; et si 'on n'a pas a la fois les trois relations

(1) =1,

il est possible de choisir pour les coefficients 2 de la forme £ des combi-
, tta de maniére que
chaque forme f soit complexe conjuguée de son anticonjugude. Les

naisons linéaires de n - 1 coefficients réels uo, .

transformations du groupe hermitien fournissent alors dans P'espace
réel K, des 12 un groupe projectif réel nc laissant invariante aucune
variété plane.

2° Dans tous les autres cas on obtient dans I'espace Ea,yq un groupe
réel invariant dans un groupe & un parametre de plus.

Si, par exemple, r =4, fy==121;, ¢1226,5, =1, on a dans F; un groupe
de la premitre classe, qui n’est autre que le groupe projectif de la
quadrique

E1€0 Dy hgs—+ E3E5 has Any - 184 hag hag = 0.

La géométrie hermitienne elliptique de B, cst done équivalente ¢ la
géométrie non euclidienne elliptique de E;. La géométrie hermitienne
de Uhyperquadrique 2%, + 23Ty — 2, Ty~ 2. 74 = 0 est équivalente a
la géométrie projective de la quadrique 5% + 5%+ 52+ 2 — 51— 3= o,
clest-d-dirve & la gbométrie des sphéres orientées de E,.

41. Géomstries équivalentes i groupe fondamental simple. — Fn
dehors d’un petit nombre de groupes a 14, 52, 76, 133 et 248 paramétres,
il n’existe que trois classes de groupes simples (220) :

(%) \W. Kiive, Math. Ann., t. 23, 1889, p. 1; E. CARTaAN, Ber. Ges. Lpz. (math.),
t. 45, 1893, p. 395; Sur la structure des groupes de transformations finis et continus
( Thése, Paris, 1894).*
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A. Les groupes isomorphes au groupe projectif général de E,;

B. Les groupes isomorphes au groupe projectif d’'une quadrique non
deégénérescente de E,;

C. Les groupes isomorphes au groupe projectif d’'un complexc linéaire
non dégénérescent de E, (7 impair).

Deux groupes appartenant & deux classes différentes, ou qui corres-
grouy PP ) 1
pondent, dans une méme classe, & des valeurs différentes de 7, ne sont
pas isomorphes. Il y a cependant quelques cas d’exception qui conduisent
i des équivalences de géométries dija en partie signalées.”

1 kS ) 5

a. Le groupe projectif d’une conique du plan est isomorphe au groupe
projectif de la droite [n® 37). La géométrie projective d'une conique
est donc équivalente & la géométrie projective de la droite. Dans cette
équivalence les points de la conique correspondentaux points de la droite.

b. Le groupe projectif d’une quadrique non dégénérescente de E; est
isomorphe au groupe semi-simple compos¢ de deux sous-groupes pro-
jectifs d’une droite. Par suite, la géométrie projective d'une quadrique
de E, est équicalente & Uensemble des géométries projectives de deuz
droites. A tout point d’une des droites correspond une génératrice de la

P P g
premitre famille de la quadrique, a tout point de la seconde droite
correspond une gencratrice de la seconde famille. Un point de la qua-
drique correspond & un couple de points pris sur les deux droites. Un
I f P I I
plan de E; correspond a une homographie entre les deux droites, un
plan tangent a nne homographie dégénérescente. Le groupe projectif de
la quadrique peut d'ailleurs s’obtenir par la considération du systéme

q que p I )

lindaire de formes

M@y F1 Rp L Y e+ ha e Y kaZa )y,

ot (x1, #,) sont les coordonnées homogénes d’un point de la premidre
droite, (¥4, y2) celles d'un point de la seconde droite, (211, k12, Aoty A2o)
celles d’un point de 'espace ; la quadrique a alors pour équation

T has = highy = 0.

¢. Le groupe projectif d’une quadrique non dégénérescente de E, est
isomorphe au groupe projectif d'un complexe linéaire de E;. La géo-
métrie profective d'un complexe linéaire de ¥; est donc équivalente
& la géométrie projective d'une quadrique de E,, ou & la géométrie
conforme de E;, ou & la géométrie des cycles du plan. L'é¢quivalence
peut étrc mise en évidence en remarquant que les coordonnées
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pliickériennes d’une droite appartenant a un complexe linéaire non
dégénérescent sont cing quantités (homogenes) liges par une relation
homogene du second degré. Toute droite du complexe linéaire corres-
pond, dans la géométrie non euclidienne de E,, & un point de la qua-
drique fondamentale ; dans la géométrie conforme de E;, a un point (21);
dans la géométrie des cycles du plan, & un cycle. Tout point de E;, dans
Ia géométrie projective orientée d’un complexe lindaire, correspond dans
la géométrie conforme de E; a une droite isotrope; dans la géométric
des cycles, 4 un faisceau de cycles tangents, ou & un élément orienté.

d. Le groupe projectif d’une quadrique non dégénérescente de E;
est isomorphe au groupe projectif général de Ey. La géométrie projec-
tive de L, est donc équivalente a la géométrie projective d'une
quadrique de B;, ou i la géométrie conforme de E,, ou @ la géométree
des spheres orientées de E,. Nous avons déja signalé cette équiva-
lence [n° 13].

,Tout ce qui précéde s'applique essentiellement au domaine compleze.
Dans le cas des groupes a parameétres réels, chaque classe de groupes
simples complexes correspond a plusieurs types de groupes simples réels
admettant entre eux un isomorphisme imaginaire, mais non réel. Nous
avons déja indiqué quels sont les Lypes qui correspondent & la classe A.

Dans la classe B, on a les groupes isomorphes aux groupes projectifs
d’une quadrique réelle de E, et, de plus, si n est impair, les groupes
isomorphes au groupe formé des transformations projectives complexes
de E, qui laissent invariante la quadrique

LBy By . A Ep T = O
et I'hyperquadrique
L Ey— Ly Ty~ Ty Ty TN\ Ey~+ oo + Ly Xy — Tp1Ene1 = 0.

Dans la classe C, on obtient les groupes isomorphes au groupe pro-
jectif réel d’un complexe lingaire récl de E, (n impair) et, de plus, les
groupes isomorphes aux groupes donnés des transformations projectives
complexes qui laissent invariant le complexe linéaire

Pu+pu+ o+ Prar=0

(') C. Segre (Atti Accad. Torino, t. 19, 1883, p. 139) développe des analogies métriques
entre la géométrie conforme et la géométrie projective de E, (le point correspondant &
la droite, la sphére au complexe linéaire).
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asa

et 'hyperquadrique (222)

e & &y A Zan) + 82 ( Xy Ta+ 2

A (L0 Ty Ty )= 0

(¢f =1).

Aux équivalences signalées plus haut, dans le domaine complexe,
correspondent dans le domaine récl, les équivalences suivantes :

a. La géométrie projective de la droite réelle est équivalente a la
geométrie non cuclidienne hyperbolique du plan et & la géométrie
hermitienne hyperbolique de la droite.

. La géométrie non euclidicnne elliptique du plan est équi-
valente & la géométrie hermitienne elliptigue de la drodte. Un point
du plan non euclidicn elliptique correspond a un couple de points anti-
conjugués de la droite (22%).

b. La géométrie projective réelle d’une quadrique réelle réglée de
E; est équivalente a Uensemble des géométries projectives réelles de
deuz drodtes réelles (22+).”

Y. La géométrie non euclidienne hyperbolique de Iy (ou géométrie
projective d'une quadrique réelle non réglée) est équivalente & la géo-

(*2) (E. CARTAN, Ann. Ec. Norm. sup., (3), t. 31, 1g14, p. 263.*
(**) Les transformations hermitiennes clliptiques de la droite peuvent s¢c mettre sous
Ia forme

o {d+ic)z—(b—ia)

T lewiajs +(d—ic)

On peut faire la rcprésentation de ln droite complexe sur une sphere réelle (voir b') de
waniére que deux points anticonjugués de la droite deviennent deux points symétriques
de la sphére. Les formules précédentes repré nt alors les r ions de la sphére autour
de ses diamétres; elles sc présentent déja dans A. Caviey, Math. Ann., t. 15, 1879,
D- 238; Papers 10, p. 133. Voir aussi : F. Kueiy, Vorlesungen aber das Ikosaeder, p. 34.
Elles étaient déja connues de W. Gauss { Werke, t. 8, Gottingue (Leipzig), 1900, p. 355].
On peut aussi représenter ces relations par la formule

X'= A-'XA,

X désignant un vecteur variable, A un quaternion.

L’équivalence signaléc entre la géométrie du plaa elliptique et la géométric hermitienne
elliptique de la droite devient, par la représentation de la droite sur la sphére, 'équi-
valence entre la géométrie du plan elliptique et la géométrie euclidienne de la sphere,
ua point du plan elliptique correspondant A deux points symétriques de la sphére.

(**) ,Les points de la premiére droite correspondent aux génératrices de la premiére
famlle de la quadrique, les points de la seconde droite aux génératrices de la seconde
famille. En réalité, pour représenter le groupe projectif total de la quadrique il faudrait
encore compoger les transformations projectives des deux droites avec une certaine
correspondance homographique entre les deux droites; par cette correspondance, les
deux familles de génératrices sont échangées entre elles.*

41. GEOMETRIES A GROUPE FONDAMENTAL SIMPLE. 109

métrie projective de la droite complexe. 11 en est de meéme de la
glométrie des rayons vecteurs réciprogues du plan. A tout point
2 -+ iy de la droite complexe on peut faire correspondre un point du
plan réel et, par projection stéréographique, un point de la sphere réelle
de Riemann. Les transformalions projectives de la droite complexe, qui
dépendent de six paramétres réels, donnent 2/ + Zy' en fonction linéaire
soit de z + gy, soit de z — Zy. Les formules ainsi obtenues représentent,
dans le plan réel, les transformations par rayons vecteurs réciproques; sur
lasphere réelle, les transformations projectives qui laissent la sphére inva-
riante (suivant qu’elles laissent invariante chacune des familles de généra-
trices imaginaires de la sphére ou qu'elles échangent ces deux familles
I'une avec l'autre) (*2°). A ce point de vue on peut donner des formes
binaires une interprétation dans le plan et sur la sphere. Les formes qua-
dratiques et cubiques sont déjd considérées par E. Belirami dans le plan
de Gauss (*2¢); F. Klein a fait un usage systématique de la représentation
sur la sphere des formes biquadratiques et d’une manidre générale des
formes qui admettent des transformations linéaires (en particulier formes
des polyedres réguliers) (227).

La géométric projective de la droite complexe peut encore étre
regardée comme la géométrie hermitienne elliptique de la droite, quand
on considere la droite comme engendrée par des points bicomplezes.
La géométrie hermitienne elliptique de la droite complexe étant équi-
valente 4 la géométric euclidienne de la sphere réelle (22#), il en résulte
Péquivalence entre la géométrie projective de la droite compleze, la
géométrie hyperbolique de ¥, la géométrie des rayons vecteurs
réciproques du plan et la géométrie euclidienne de la sphére complexe,

(**) Gette interprétation des transformations homographiques d’une variable complexe
se trouve déja essentiellement dans A. F. Mamus, Ber. Ges. Lpz., t. &, 1852, p. f1;
Werke, .2, Leipzig, 1886, p. 189; voir aussi : Ber. Ges. Lps., t. 5, 1833, p. 14; J. Reine
Angew. Math., 1. 52, 1856, p. 2185 Werke, t. 2, p. 206; Abh. Ges. Lps. (math.), t. 2,
1855, p. 529; Werke, t. 2, p. 243. Elle est aussi utilisée ionnell par B. Ri
[ Werke, publ. par H. Weber (1= éd.), Leipzig, 1876, p. 287, en partic. n° 8; (2* éd.),
Leipzig, 1892, p. 301; trad. L. Lavout, Paris, 13¢8, p. 303]. Elle a été systématiguement
étudiée par F. Klein ( Progr. Erlangen, § 6; Math. Ann.,t.8, 1875, p. 113, en partic. p. 185).

(**) E. Beutraut, Memorie Ist. Bologna, (3), t. 9, 186g, p. 607 ; Opere mat., t. 2,
Milan, 1gof, p. r2g.

(*7) . KLEWN, Progr. Erlangen, note VIII; Math. Ann., t. 9, 1875, p. 183; Vorle-
sungen idber Ikosaeder, Leipzig, 1884.

On trouvera d’autres applications dans L. WEDEKIND, Beitrdge zur geometrischen
Interpretation bindrer Formen, Diss. Erlangen, 1875; Math. Ann., t. 9, 1875, p. 209,
Cf. A. Cuesscn, Vorlesungen iiber Geometrie, publ. par F. Lindemann, t. 2, Leipzig,
1891, p. 606 et suiv.
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Dans cette équivalence les rayons de I'espace hyperbolique corres-
pondent aux points complexes de la sphere (22%).

H. Beck a étudié la correspondance entre les rayons de l'espace
hyperbolique et les couples de points du plan réel considéré dans la
gdéomélric des rayons vecteurs réciproques (**)."

V. La géométrie non euclidienne elliptique de E, est équivalente
L géométrie non euclidienne elliptique de deux plans, ou encore &
la géométrie hermitienne elliptique de deux droites, ou encore ¢ la
géométric euclidienne de deuz sphéres. Les translations, dextrorsum
ou sinistrorsum, de l'espace elliptique correspondent aux déplacements
elliptiques de l'un ou l'autre des deux plans, aux transformations
hermitiennes de Pune ou Pautre des deux droites (*9°), aux rotations
de T'une ou I'autre des deux spheres. Toute droite de I'espace elliptique
correspond i un couple de points réels pris dans les deux plans ; toute
droite orientée réelle, & un couple de points réels pris sur les deux
spheres (21).

¢. La géométrie projective réelle de la quadrique

de £, ou encore la géométrie des cycles du plan, est équivalente & la
séométrie projective réelle d'un complexe linéaire de E,. Un point
réel de la quadrique de E, correspond & un cycle réel du plan et & une
droite réelle du complexe linéaire fondamental de E;. Une génératrice
réelle de la quadrique de E, correspond a un faisceau de cycles
tangents du plan et a un point réel de E; (222).

¢ La géométrie non euclidienne hyperbolique réelle de E, ou
encore la géométrie conforme réelle de E,, est équivalente & la géo-

métrie projective d'un complexe lindaire

Pra+pau=0

(*9) ,E. Stepy. Jahresh. deutsch. Math.-Ver., t. 11, 1oz, p. 331.7

(9) H. Beck. Trans. Amer. Math. Soc., t. 11, 1910, p. 414.*

(m0) ,E. Stuoy. Amer. J. Math., t. 29, 5907, p. 48.*

(1) E. Stupv. Jakresh. deutsch. Math.-Ver., t. 11, 190z, p. 313 en partic., p. 318 et
iv.: t. 15, 1906, p. . Voir aussi : §. S. CooLibuk, Atti Accad. Torino. t. 39, 1903/5,
LE. Ssikowskl, Jahresb. deutsch. Math.-Ver., . 21, 1912, p. 27.%

) .La correspondance ainsi établie entre les paints de E, et les faisceaux de cycles
tangents, ou les ¢léments orientés du plan, met en évidence Véquivalence du groupe
d’un complexe lindaire de E; et du groupe irréductible des transformations de contact
du plan qui changent les cycles en cycles. Cf. notes (1), (198).*
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et d'une hyperquadrique

LTy XaTa— Ty — BTy =10

de Uespace E;. Si I'on convient, dans la derniére géométrie, dappeler
anticonjugué du point (@1, £, #s, 7:) le plan (Zy, 1, Zy, T), anti-
conjuguée d'une droite Pintersection de deux plans anticonjugués de
deux de ses points, les points réels de la quadrique fondamentale de
E, ou les points de la géométrie conforme de E; correspondent aux
droites du complexe lingaire fondamental de E, qui sont leurs propres
anticonjuguées.

¢, La géométrie non euclidienne elliptique réelle de E, est équiva-
lente  la géométrie projective du complezve linéaire

Pt pPi=0

et de I'hyperquadrique

L Xy = LoTy—+ Tyl L0 =0
de Uespace E,. Convenons d'appeler dans E,, anticonjugué du point
(21, 22, 73, 2,) le plan (F1, 7, 75, z.). Les points réels de E, corres-
pondent dans E; aux complexes linéaires en involution avec le complexe
linéaire fondamental et jouissant de la propriété d’étre leurs propres
anticonjugués.

d. La géométrie projective réelle de la quadrique

i+ z2i+z}—si—s5i—3i=o0
de E; est équivalente a la géomélrie projective générale réelle de E,.
Les points récls de la quadrique correspondent aux droites réelles de E,,
les points réels de E; aux complexes linéaires de E5 [n® 10].

d'. La géométrie projective réelle de la quadrique

5+ 33+ 3} ad
ou encore la géométrie des sphéres orientées de By est équivalente a la
géométrie hermitienne de By avee Uhyperquadrigue fondamentale
LTy~ By Tn— Ly Ty— XXy == 0.
Les points réels de la quadrique fondamentale de E;, ou les spheres

orientées réelles de E; correspondent aux droites de la géométrie her-
mitienne qui sont leurs propres anticonjuguées.

d'. La géométrie non euclidienne hyperbolique réelle de Ey, et la
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géométrie conforme réelle de E, sont équivalentes a la géométrie pro-
Jective de la droite quaternionienne. Tout point de la droite quaternio~
nienne correspond & un point de E, et 4 un point de la quadrique
fondamentale de E;. Par cette correspondance, les transformations
conformes réelles de E, s représentent analytiquement par la formule

2 =(ar+b)(ax+ by
a". La géométrie non euclidienne elliptique réelle de ¥, est équi-

valente ¢ la géométrie hermitienne elliptique de E,. Un point réel de
E; correspond a un complexe linéaire de E, identique a son anticonjugué.

a". La géométrie hermitienne hyperbolique de E, est équivalente

& la géométrie projective de la quadrique fondamentale
T4 X+ Ty Ty + Tsxs= 0
et de lhyperquadrique fondamentale
LN\ Ty — Xa T+ T3y — L, Ty ~+ L3285 — TTo= 0

de Uespace E,.

Citons enfin les ¢quivalences suivantes déja signalées :

e. La géométrie projective de la droite duale réelle est équivalente
& la géométrie de Laguerre du plan réel [n° 18).

€. La géométrie hermitienne elliptique de la droite duale est équi-
valente & la géométrie euclidienne de E,.

J- La géométrie projective du plan dual réel est équivalente o la
géoméirie projective duale de Pespace euclidien E, [n° 20].

JParmi les géométries équivalentes & groupe fondamental infini,
contentons-nous de rappeler la géométrie conforme du plan euclidien
et la géométrie ¢quilonge du plan elliptique. Un point du plan euclidien
correspond & une droite du plan elliptique.*

42. Géomstrie admettant comme groupe fondamental un sous-groupe.

fondamental d'une autre géométrie. Subordination des géométries
euclidienne et non euclidienne 4 la géométrie projective. — Si le
groupe fondamental g d’une géométrie est un sous-groupe du groupe
fondamental G d’une autre géométrie, toutes les propriétés des figures
qui ont une signification dans la seconde géométrie en ont aussi une
dans la premiere, mais la réciproque n'est pas vraie. Si cependant le
premier groupe g est formé de toutes les transformations du second
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groupe qui laissent invariante une certaine figure I', les propriéids des
figures qu'on étudie dans la premiére géométrie appartiennent
également au domaine de la seconde géométrie, mais 2 une condition,
c’est qu'elles soient regardées non comme des propriétés intrinséques
de ces figures, mais comme des propriétss du systeme formé de ces
figures et de la figure T,

Nous pouvons, par suite, regarder la premiére géométrie comme une
partie de la seconde, caractérisée par Uadjonction de la figure T.

Un exemple classique est formé par la géométrie élémentaire E,
(ou la géométrie métrique euclidicnne), qui pewt étre déduite de la
géoméirie projective réelle de Ey par I'adjonction du cercle imagi-
naire de Uinfini. De méme, la géométrie non euclidienne peut se
déduire de la géométrie projective par adjonction d’une surface non
dégénérescente du second ordre, sans points réels dans le cas de la géo-
métrie elliptique, & points réels mais non réglée dans le cas de la
géométrie hyperbolique.

C’est a Poncelet qu'est due I'introduction en géométrie du cercle
imaginaire & Vinfini : mais ce geéometre, comme plus tard Pliicker et
Chasles, n’utilisait qu'occasionnellement ce cercle imaginaire pour
meitre sous une forme projective certains théorémes métriques; dans
son esprit la géométrie projective était encore subordonnée a la géo-
métrie métrique, la ‘notion projective de rapport anharmonique par
exemple ayant une origine purement métrique. Le point de vue opposé
commenga & devenir possible quand Laguerre (27), se demandant ce
que devient un angle par une transformation homographique, eut

démontré que l'angle de deux droites est égal au produit par % du

logarithme d’un certain rapport anharmonique, donnant ainsi une forme
projective a toute relation entre des angles. A. Gayley (3%+) alla plus
loin : il indiqua des formules donnant la distance de deux points et
l'angle de deux droites comme des invariants simultanés de ces deux
éléments et de I'équation de « Vabsolu » ; il résolut aussi implicitement
le méme probléme pour le cas non euclidien en remplagant (dans le
plan) les deux points cycliques 4 Pinfini par une conique non dégéné-
rescente. Si la conique, regardée comme enveloppe de ses tangentes, se
décompose cn deux points, les formules de A. Cayley donnent a la

(%) Nouv. Ann. Math., (1), t. 12, 1853, p. 57; QBuvres, t. 11, Paris, 1905, p. 6 ; voir
en partic. n° 4.

(%) Phil. Trans. Londor, t. 149, 1839, p. 61; Papers 2, Cambridge, 1889, p. 361. Voir
en partic. les n* 209 et suiv. ,(on the theory of distance).*
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limite les formules de la métrique euclidienne

(* A Cayley arrive
ainsi & la conclusion suivante : « Les propriétés métriques d'une figure
ne sont pas des propriétés de la figure considérée en soi, mais des
propriétés de cette figure considérée dans ses relalions avec une autre
figure, la conique absolue. La géomélirie métrique est une partie de Ja
géomdtrie projective; on passe de celle-ci a celle-la en fixant la conique
absolue. »

¥. Klein mit en ¢vidence I'importance géométrique de la métrique
générale de A. Cayley cn montrant que non seulement elle donnait
comme cas particulicr la métrique euclidienne, mais encore qu'elle
conduisait de méme aux géométries métriques qu'avaient fait naitre les
théories sur les paralleles de Gauss-Lobaichewsky-Bolyai et les spécu-
lations analogues de Riemann et de Helmholtz (*:¢). 1l a en méme
temps développé le point de vae axiomatique de la théorie de A. Cayley
et V'a systémaltisée & la lumicre de la théoric des groupes (**7).

La situation de la geométrie métrique vis-a-vis de la géométrie
projective se trouve ainsi précisée. Tout théoréme dela géométrie pro-
jective de E,, dans lequel entre une quadrique invariante, peut dtre
regardé comme Gtablissant une propriété de la métrique générale de
Cayley. Si ce théoréme conserve sa signification lorsque la quadrique
se réduit, comme enveloppe, 4 une conique, on obtient une propriété
de la métrique euclidicnne. Réciproquement étant donné un théoréme
de la métrique euclidienne, on peut se demander s'il peut étre regardé
comme un cas particulier d'un théoréme plus général, dans lequel le
cercle de linfini scrait remplacé par une quadrique quelconque (23%).

La géomsétrie élémentaire peut étre dérivée d’autres géométries que
la géométrie projective. On peut, par exemple, la déduire de la géo-
métrie conforme en fixant un point de I'espace et faisant jouer aux oo®
spheres qui passent par ce point le role des o * plans (n° 12).

() Les considérations de A. Cayley ont éLé reprises et développées par W. Fiedler
i Die Elemente der neueren Geometrie und der Algebra der bindren Formen,
Leipzig, 1862, n> 24/5; Analystische Theorie der Kegelschnitte, nach G. Salmon frei
bearbeitet (2* éd.), Leipzig, 1866, n°>* 366 et suiv.!.

(»8) F. KLewN, Math. Ann., t. 4, 1871, p. 573,

(»7) F. KieiN, Math. Aan., t. 6, 1893, p. 111, Dans ce Mémoire, F. Klein étend la
théorie au cas de l'espace E, et démontre la possibilité d’édifier la géométrie projective
suivant Iidée de K. G. Chr. von Staudt sans supposer le postulatum d’Euclide. Ci-
Math. Ann., t. 7, 1874, p. 331.

(#%) On trouvera des exemples dans W. Fr. Mever, Jahresb. deutsch. Math.-Ver.
t. 12, 1903, p. 137; voir aussi un~ série d’articles du méme auteur : Arehic. Math.
Phys., (3), t. 1, 1gor; (3), t. 5, 1go3; (3) t. 8, 1904; woir aussi: Verhandl. des
3. internat. Math.-Kongress Heidelberg, 1goj, publ. par A. Krazer, Leipzig, 1005, p. 322.
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La géométrie élémentaire se déduit encore de la géométrie projec-
tive radiale en fixant la « congruence absolue » (29%). Cette congruence
absolue, définie dans le premier continuum naturel de rayons, par
Péquation

X+ Xi+Xi=o0
se compose de tous les rayons propres qui se coupent eux-mémes
orthogonalement et de tous les rayons points qui sont & eux-meémes
doublement orthogonaux. La congruence absolue joue ainsi pour la
géométrie euclidienne de I'espace E; considéré comme engendré par
des rayons, le méme réle que le complexe de wo® droites isotropes
dans l'espace réglé.

43. Subordination de la géométrie projective a des géométries dont
le groupe contient le groupe projectif comme sous-groupe. — De méme
que la géométrie métrique se subordonne 4 la géométric projective,
celle-ci se subordonne a4 d’autres géométries, en particulier a la géo-
métrie dont le groupe est formé de toutes les transformations ponc-
tuelles analytiques, et aussi & Vanalysis situs (**°).

La géométrie projectice complexe se déduit de la géométrie
de toutes les transformations ponctuelles analytiques en fixant
Vensemble des plans, de méme que la géométrie élémentaire se
déduit de la géométrie projective en fixant le cercle imaginaire de
Vinfini. Clest ainsi que, du point de vue de la géométrie des transfor-
mations poncluellcs analytiques, la propriété d’une surface de E; d’étre
algébrique d’'un certain ordre exprime une relation invariante de cette
surface avec la famille des plans de l'espace; ce point de vue est
d’ailleurs mis en évidence par la génération des surfaces due a
H. Grassmann.

De méme, la géométrie projective réelle se déduit de I'analysis
situs, cest-i-dire de la géométrie de toutes les transformations
ponctuelles réelles bicontinues et biunivoques, en fizant le systeme
des plans réels.

Cette subordination de la géométrie métrique & la géométrie projec-
tive ct de celle-ci & I'analysis situs a une importance philosophique

(%) E. Stuny, Geometrie der Dynamen, p. 29». ©Oun peut déduire de la méme
manitre, des sous-groupes invariants G,, G, G, du groupe G,, dcs projectivités
radiales, les sous-groupes invariants du groupe fondamental de la géométrie élémen-
taire, A savoir les groupes des déplacements euclidiens, des homothéties, et des
translations.

(29) F. KLz, Progr. Erlangen, § 8, n° 3.



116 G. FANO. GROUPES CONTINUS ET GEOMETRIE. E. CARTAN.

considérable. Elle permet, dans une exposition logique de la géométrie,
de commencer par I'analysis situs qui n’utilise que les notions les plus
générales de courbe, de surface, de multiplicité conlinue 4 un nombre
quelconque de dimensions, puis d’arriver & la géométrie projective en
introduisant les notions nouvelles de « plan » et de « droite », et enfin
a la géométrie ¢lémentaire en fixant le cercle imaginaire a Uinfini et en
en déduisant les notions d'angle et de distance.
On passe de méme :

a. de la géométrie de toutes les transformations ponctuelles ana-
Iytiques biunivoques & la géométrie des transformations birationnelles
en fixant le systéme de toutes les multiplicités algebriques ;

b. de la géométrie de toutes les transformations de contact ana-
Iytiques 4 la géomdétrie des sphéres orientées de S. Lie en fixant le
systéme des oo* sphéres, puis de la géoméirie de Lie 4 la géométrie
conforme d’une part, 4 la géométrie de Laguerre d’autre part, en fixant
soit le systéme de tous les points, soit le systeme de tous les plans;

.¢. de la géométrie conforme du plan a la géométrie des rayons
vecteurs réciproques du plan en fixant le systéme des cercles;

d. de la géométrie équilonge du plan & la géométrie de Laguerre en
fixant le systtme des cycles.”

1II. — RECHERCHES SPECIALES SUR LES INVARIANTS DES GROUPES

44. Invariants. Invariants différentiels. — Nous avons déja
indiqué [n° 3] ce qu'on entend d’une maniére générale par incariants
d’un groupe de transformations géométriques.

Considérons un ensemble de figures dépendant d'un nombre fini de
parametres arbitraires et tel que les figures de cet ensemble soient
échangées les unes avec les autres par toute transformation du groupe.

On appelle invariant absolu une fonction analytique des paramétres
jouissant de la propriété de se reproduire lorsqu’on applique aux
figures de l'ensemble les transformations du groupe : un invariant
absolu a méme valeur numérique pour une figure quelconque de
Pensemble et pour toutes les figures transformées. Un invariant absolu
est donc, dans la géométrie qui admet le groupe donné pour groupe
fondamental, une quantité liée d’une manidre invariable a la figure
considérée.

On appelle invariant relatif une fonction analytique des para-
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metres qui se reproduit A un coefficient prés dépendant de la trans-
formation effectuée sur les figures considérées. L'équation obtenue en
annulant un invariant relatif exprime une propriété invariante de la
figure.

On considére aussi des invariants fonctions non seulement des para-
métres de la figure, mais encore des variables ou méme de plusieurs
séries de variables; ces invariants rentrent dans les précédents, en
considérant la figure formée de la figure dont il s’agit et d’un ou
plusieurs points (ou éléments générateurs de P'espace) arbitraires.
I’équation obtenue en annulant un invariant relatif peut, i ce point de
vue plus général, représenter une nouvelle figure liée d’une maniére
invariante a la premiere.

On peut aussi considérer un ensemble de figures dépendant d’une
infinité de parametres arbitraires, par exemple I'ensemble des courbes,
des surfaces, etc., de 'espace. On pourrait & cet égard introduire des
invariants fonctionnels; mais en réalité on n’a considéré jusqu’ici que
des invariants différentiels (**1), fonctions des variables et de leurs
dérivées jusqu’a un cerlain ordre. En réalité ce sont des invariants de
la figure formée par la courbe (ou surface, etc.), considérée au voisinage
d’un de ses points. Ces invariants différentiels suffisent d’ailleurs &
caractériser chacune des figures de I'ensemble vis-a-vis du groupe, en
ce sens que leur connaissance suffit pour reconnaitre si deux figures
sont homologues (c’est-d-dire si Pon peut passer de I'une a I'autre par
une transformation du groupe). La notion d’invariant différentiel étend
ainsi le domaine de la géométrie des transformations aux problemes de

{#!) La notion d’invariant différenticl entre déji, d’une maniére plus ou moins
précise, dans les premiers travaux de S. Lie [Forhandlingar Videnskab. {skab
Christiania, 1872 (éd. 1873) ou bien 1871 (éd. 1872); Nachr. Ges. Gétt., 1874, p. 529).
Le paramétre différentiel de Riemann-Schwarz (H. A. Scawarz, J. Reine Angew.
Math., t. 15, 1873, p. 292; Werke, t. 2, Berlin, 1890, p. 211) est un exemple isolé
d'invariant différentiel du groupe projectif. Ce sont les travaux de G. H. Halphen
et de E. Laguerre, entre 1875 et 1879, qui ont donné 2 la théorie des invariants
différenticls une grande impulsion. G, H. Halphen {C. R. Acad. Sc., t. 81, 1875, p. 1053 ;
J. Math. pures et appl., (3), t. 2, 1876, p. 259, 371; Thése sur les invariants diffé-
rentiels, Paris, 1878; J. Ke. polyt., (1), cah. 47, 1880, p. ] étudia les invariants
différenticls projectifs des courbes et des surfaces; E. Laguerre {C. R. Acad. Sc.,
t. 88, 1879, p. 116, 224; OBuvres, t. I, Paris, 1898, p. 420, 424] étudia les invariants
différentiels des équations différenticlles linéaires et homogénes, c’est-d-dire les expres-
sions invariantes vis-A-vis du groupe infini z, = F(z), y,= ¥ ®(z), o Fet ® sont
des fonctions arbitraires; voir aussi: F. Brioscmi, Bull. Soc. Math. Fr., t. 7, 1879,
p. 105. Toutes ces recherches sont reliées entre elles par G. H. Halphen dans un
Mémoire couronné de 1881 [Mém. présentés Acad. Sc. Paris, (1), t. 28, 1884, Mém.
n° 1, p. 1; voir aussi : Acta math., t. 3, 1884, p. 325; OFuvres complétes. t. III].
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géométrie différentielle. Par exemple, si Pon considere Pensemble des
courbes du plan dans la géométrie élémentaire, le rayon de courbure

d'une courbe y == f{x) est un invariant différentiel relatif; il en est de
méme de son inverse; I'équation obtenue en annulant cet inverse
donne une famille de courbes (les droites) qui jouent un rdle invariant
en géométrie dlémentaire. Si le groupe est infini, il se peut qu'un
ensemble donné de variétés n’admette pas d’invariant différentiel ; c’est
ainsi que si Pon considére le groupe de toutes les transformations de
contact, une équation aux dérivées partielles du premier ordre n’admet
pas d’invariant. Mais il existe toujours des censembles de variétés
admettant des invarianls différentiels (*'*).

S. Lie a indiqué des méthodes générales pour délerminer les
invariants d'un groupe donné. Si 'on connait les équations finies du
groupe, on trouve ses invariants par des éliminations; si 'on connait
les transformations infinitésimales, on les trouve par l'intégration de
systemes complets. Cela s'applique aussi aux invariants différentiels
dont S. Lie a ¢té le premier a mettre en évidence la vraie signification
et I'importance. Ils peuvent étre regardés comme des invariants ordi-
naires d’un groupe « prolongé » (2*7) et on les obtient comme solutions
de systemes complets (24%).

(#?) Les invariants différentiels du groupe cuclidien ont été déterminés par $. Lie
( Kontinuierliche Gruppen, p. 606, chap. 22). Lecs invariants différentiels de la géo-
métrie projective ont fait l'objet de travaux récents. L. Berzolari [Ann. mat. pura
appl., (2), t. 26, 1897, p. 1] a déterminé les invariants différentiels projectifs d’une
courbe dans l'espace E,. Les invariants différentiels projectifs des surfaces, considérés
occasionnellement par G. Darboux (Lecons sur la théorie générale des surfaces,
partic. t. I, Paris, 1887; t. IL, Paris, 1889), ont été étudiés par E. J. Wilczynski (Pro-
Jective differential geometry of curves and ruled surfaces, Leipzig,.1906). Voir aussi,
sur les surfaces réglées, différents Mémoires ( Trans. Amer. Math. Soc., L. 2, 1gor et
années suiv.) . ,Les invariants différentiels, dans la géométirie conforme, ont é&té
déterminés par A. Tresse (C. R. Acad. Sc., t. 114, 1892, p. 948); P. Calapso ( Rend.
Circ. mat. Palermo, t. 22, 1906, p. 197); R. Rothe (Math. Ann., 1. 72, 1912, p. 57).*

(%) 8. Lig, Theorie der Transfgr. t. 1, p. 523 et suiv. ,La recherche des invariants
différentiels d’un groupe projectif revient & celle des invariants ordinaires d’une série
de groupes projectifs dans des espaces supérieurs. Voir F. Exokr, Leips. Ber., 1893,
p. 476.*

(2%) 8. Lig, Arckiv. for Math. og Naturvidenskab (Christiania), t. 7, 1882, p. 192;
Forhandlingar Videnskab-Selskabet Christiania, 1882 (éd. 1883) ou bien 1881 (éd. 1882),
P. 21, 22; Math. Ann., t. 24, 1884, p. 552, 566; Transformationsgruppen, t. 1, p. 549.
Cf. M. NotaeR, Math. Ann., t. 53 , 1900, p. 1, en partic. p. 33 et suiv.
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La théorie de S. Lie a 'avantage d'une trés grande généralité; mais,
outre I'inconvénient d'exiger des intégrations, clle en a un autre plus
grave, c’est de ne résoudre les problemes relatifs aux invariants que dw
point de vue des fonctions analytiques. Ses résultats ne se rapportent
en général qu'a un certain domaine autour d’un point et ne peuvent
pas, a cause de la généralité méme de la théorie, étre étendus a tout
Pespace (***). En particulier, la théorie de S. Lie ne peut remplacer
la théorie algébrigue des invariants du groupe projectif général, ou
de ses sous-groupes algébriques, et des autres groupes algébriques
(comme les groupes de Cremona) qui sont équivalents & des groupes
projectifs et dont les théories doivent se rapporter & tout l'espace. 11
semble d’ailleurs difficile d’appliquer & un groupe algébrique la théorie
générale des groupes de transformations pour faire seulement ensuite
droit aux exigences de I'algébre. Les théories algébriques des invariants
conservent donc leur autonomie et doivent étre traitées par des méthodes
qui leur soient propres.

45. Théorie des invariants du groupe linéaire. — La théorie des
invariants du groupe lin¢aire, autrement dit la théorie des formes al-
gébriques, s'est surtout développée grice aux progres de la géométric
analytique et aussi de la théorie des déterminants et de certaines
questions de la théorie des nombres. Elle a constitué bientot un corps
de doctrine autonome, ses points de vue et ses méthodes débordent
aujourd’hui au-deld du cadre de la géométrie ordinaire. Il existe des
rogles et des méthodes générales pour former les invariants d’'une forme
algébrique donnée. Le probleme qu'on s’est d'abord presque exclusi-
vement proposé de résoudre est la formation de fonctions rationnelles,
entiéres, homogenes des coefficients de la forme (invariants) ou encore
fonctions des coefficients et des variables (covariants), jouissant de la
propriété de se reproduire, par une substitution linéaire, 4 un facteur
prés, puissance entiere du déterminant de la substitution. Ces fonctions
étant évidemment en nombre infini, on s’est également proposé d’établir
les relations identiques qui existent entre elles. Enfin on s’est pro-
posé de rechercher un nombre fini d'invariants entiers rationnels tels
que tout autre invariant rationnel entier s’exprime en fonction ration-
nelle entiére de ceux-la. La possibilité de ce dernier probleme cons-

(%) ,E. Study (Jahresh. deutsch. Math.-Ver., t. 17, 1908, p. 125) a fait, de ce point
de vue une critique iotéressante de la méthode de S. Lie. Voir, au sujet de cette
critique, F. Exoer, Jahresb. deutsch. Math.-Ver., t. 17, 1908, p. 143.*
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titue un théoréme important de la théorie, démontré dans toute sa
généralité par A. Hilbert (249).

E. Study (**7) suivant unc idée de L. Kronecker (*'*) a étendu la
théoric précédente en considéranl des invariants irrationnels, comme
on l'avait déja fait d’ailleurs dans des recherches particulieres (relatives
par exemple aux fonctions elliptiques, hyperelliptiques et abéliennes).
11 distingue les invariants (et covariants) « rationnels et entiers »,

« rationnels », «algébriques entiers » et « algébriques ». Les invariants
ct covariants des deux derniéres catégories sont définis par des équations
algébriques dont les coefficients sont des invariants el covariants
rationnels entiers, ou simplement rationnels. Toutes ces quantités se
reproduisent, par une substitution linéaire des variables, 2 une puisssance
prés & exposant rationnel du déterminant de la substitution. E. Study
les obtient en appliquant la méthode symbolique, puisque la théorie
des invariants irrationnels et fractionnaires se raméne a celle des
invariants entiers. E. Study pose le probleme de la représentation au
moyen d'un nombre fini d’invariants fondamentaux, en spécifiant si la
représentation doit étre rationnelle ct entidre, ou rationnelle, etc.

A. Hilbert a démontré le théoréme fondamental suivant (24%) :

Parmi les invariants rationnels entiers d'un systéme de formes, on
peut toujours en déterminer un nombre fini entre lesquels il n'existe
aucune relation algébrique i coefficients constants et au moyen des-
quels tout autre invariant puisse sexprimer d’une maniére algébrique
et entiére. A ces invariants particuliers, on peut adjoindre encore un
invariant tel que tous les autres puissent s'exprimer rationnellement
aw moyen de celui-ci et des précédents.

46. Interprétation de la théorie des invariants linéaires au moyen de
la géométrie projective. — La géométrie projective de E,_,; fournit une
interprétation, dont on s'est souvent servi, des invariants et covariants
des formes algéhriques a n variables. On regarde pour cela les 7 variables
comme les coordonnées homogenes d'un point de E,_, et une forme f

{*¢) Math. Ann., t 36, 180, p. 473, en partic. p. 331.

(*) Methoden zur Theorie der terndren Formen, Leipzig, 1889. Voir aussi: Ber.
Ges. Lpz. (math.), t. 39, 1887, p. 137. On trouvera des applications particuliéres, prin-
cipalement aux fonctions elliptiques, Amer. J. Math., t. 16, 1894, p. 156; t. 17, 1893,
P- 185, 216.

(%) J. Reine Angew. Math., t. 92, 1882, p. 1.

(*°} A. Hiuoert, Math, Ann., t. 42, 1893, p. 3:3. Voir aussi : Mathematical papers
of the Chicago Congress, 1893, éd. New York, 18g6, p. 116.
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comme le premier membre de I'équation d’une variéte algébrique. Dans
cette interprétation on ne distingue donc pas entre deux formes qui
difierent d’un facteur constant.

Les invariants et les covariants de la forme algébrique f, four-
nissent, égalés & zéro, toutes les équations qui ewpriment des
propriéiés projectives de la variété f = o, ou représentent d’autres
variétés lices d'une maniére projective d celle-ct.

En particulier, I'équation obtenue en annulant un invariant (formé av
moyen des seuls coefficients de la forme £) donne Ia condition pour que
la variété f==o posstde une certaine propriété projective.

L'équation obtenue en annulant un covariant formé au moyen d'une
seule série de variables représente une nouvelle variété ponctuelle qui a
avec f= o une relation projective. S'il entre dans le covariant plusicurs
séries de variables, Péquation peut étre inlerprétée géométriquement par
des connexcs, complexes ete.

Les équations qui expriment qu’un covariant est identiquement nul
traduisent, elles aussi, unc propriété projective de la variété f = o.

Sir est supérieur ou égal a 3, on considére aussi des « contravariants »

et des «formes mixtes ». On désigne sous le nom de contravariant, pour
n =3 et quand la forme donnée ne dépend que d’une série de variables,
des fonctions qui, en outre des coefficients de la forme, contiennent une
ou plusieurs séries de variables se transformant par des substitutions
linéaires contragrédientes de celles qui sont appliquées aux variables
primitives. Ces nouvelles variables peuvent donc étre regardées comme
des coordonnées tangentielles dans le plan. 8’il n’entre qu’une série de
ces variables, Péquation obtenue en annulant le contravariant n’est
autre que l'équation tangentielle d’une courbe lide d'une maniére
invariante avec la courbe f=o.

Pour une valeur quelconque de », A. Clebsch (2%°) a montré que,
en dehors des coordonnées ponctuelles, il existait encore 7 — 2 catégories
remarquables de variables jouissant de la propriété de subir, en méme
temps que les coordonnées ponctuelles, une substitution linéaire ; ces
variables peuvent étrc regardées comme les coordonndes de variétés
planesE(,E,, ... E, ,deE,_, (2%1). Un contravariant est une fonction
contenant une ou plusieurs séries de variables d'une de ces catégories ; si
le contravariant ne contient qu’une série de ces variables, il représente,

(%) Abh. Ges. GGtt. (math.) t. 171, 1892; Math. Ann., t. 5, 1872, p. for.

(*¥*1) LCf. n° 40.* Ces différentes quantités jouent déja dans H. Grassmann [Die
lineale Ausdeknungsiehre, (17 éd. ), Leipzig, 1844 ; Werke, t. 13, Leiprig, 1894] un réle
fondamental.
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égalé 2 zéro, une variété engendrée par des droites, ou plans, etc., qui
esl en relation projective avec f = o.

Les formes mixtes contiennent des séries de variables de différentes
catégories. D'apres A. Clebsch, toutes ces formes mixtes se déduisent,
par des formations polaires, de celles d’entre elles qui ne contiennent
qu’une série au plus de variables de chaque catégorie. L'équation obtenue
en annulant ces formes représente des variéiés que A. Clebsch a désignées
d’une maniére générale sous le nom de « connexes » (272).

Les « combinants » sont des formations invariantes qui se rapportent
i un systéme linéaire de formes du méme ordre et qui se reproduisent &
un facteur prés quand on remplace les formes de base du systéme par
d’autres formes indépendantes du méme systéme. L’équation obtenue en
annulant un combinant exprime des propriétés du systéme linéaire de
formes, ou encore représente de nouvelles variétés lices d’une maniére
invariante au systéme linéaire.

On considere enfin des « semicombinants » qui se rapportent & des
formes d’ordres différents.

47. Interprétation de la théorie des invariants linéaires au moyen de
la géométrie affine. — Au lieu de regarder les n variables d’une forme
algébrique comme les coordonnées homogeénes d’un point de E, 4, on
peut les regarder comme les coordonnées cartésiennes d’un point de E,.
On obtient ainsi une interprétation géométrique plus complete de la
théorie des formes algébriques. Cette interprétation présente I'avantage
de faire intervenir les variables et les coefficients eux-mémes et non pas
simplement leurs rapports ; on considére également la forme f elle-méme
et non pas simplement I'équation f=o. Certaines propriétés qui
schappaient a l'interprétation par la géométrie projective, conservent
maintenant une signification géométrique. Le groupe linéaire général
des » variables devient, dans cette nouvelle interprétation, le plus grand
groupe affine qui laisse invariant un point fixe a distance finie (l'origine
des coordonnées ). Un invariant relatif d’une forme est une quantité qui,
par une transformation affine, se reproduit & un facteur constant pres,
dépendant de la transformation. Toute propriété des formes invariante
par les substitutions linéaires est I'expression analytique d'une propriété
affine de certaines figures.

() Pour le connexe le plus simple, celui du plan, voir A. CiLesscu, Nachr. Ges.
Gote., 18 sept. 1872, p. fag; Math. Ann., t. 6, 1873, p. 203. 11 avait déja été au fond
considéré par J. Pliicker (Analytisch-geometrische Entwicklungen, t. 1, Essen, 1828;
1. 2, Essen, 1831; t. 2%, § 2).
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Cette représentation géométrique a 6té réccmment utilisée dans la
théorie des nombres, en particulier dans la théorie arithmétique des
formes quadratiques binaires. On peut représenter une forme

J=ar’+ bxy +cy?

a variables entiéres, par un « réseau de points » (ensemble des points a
coordonnées entidres) et la conique ayant pour équation f=1 (2%3).
Deux formes sont « équivalentes » si les deux figures correspondantes,
formées chacune du réseau de points et d’une conique, sont équivalentes
au point de vue de la géométric affine. On peut encore rapporter les deux
formes au méme réseau de points, elles sont alors équivalentes si I'on
peut passer de 'une des coniques a 'autre par une transformation affine
laissant ce réseau de points invariant, ¢’est-A-dire par une transformation
du groupe fondamental de la géométrie affine du réscau de points
considéré (274),

48. Calcul géométrique. Géométrie intrinseque. — Leibniz avait eu
l'idée d’unc analyse opérant directement sur les étres géométriques eux-
mémes sans recourir a U'intermédiaire artificiel de coordonnées, comme
dans la géométrie analytique ordinaire. Cette idée n’avait pas été comprise
de ses contemporains et fut longtemps oubliée. Au xix° siecle elle fut
reprise par A. F. Mobius et H. Grassmann;; le calcul barycentrique (1827)
du premier et le calcul extensif (Ausdehnungslehre) (1844) du second
furent des tentatives de la réaliser. Ces tentatives furent heureuses
jusqu'a un certain point, mais échouérent finalement parce que leurs
auteurs avaient Pambition de faire servir un calcul unique & tous les
domaines de la géométrie. On se rend compte aujourd’hui que cela n’est
pas possible et qu'a des géométries a groupes fondamentauz
différents doivent étre adaptés des caleuls géométriques différents.
Le calcul barycentrique de A. F. Mobius, le calcul extensif (extérieur)
de H. Grassmann sont appropriés i la géométrie affine.

.D'unc maniére générale un calcul géométrique opérant directement

() F. Kueis, Ausgewdhite Kapitel der Zaklentheorie (autographiés), Gottingue,
1895 ; voir en partic. t. 1, p. 86 et suiv.

(*%4) Cette géométrie a pour groupe fondamental le groupe des substitutions linéaires
A coefficients entiers, dont le déterminant est égal & 2-1. H. Minkowski ( Geometrie
der Zahlen, Leipzig, 1896) fait un usage systématique des réseaux de points dans 'es-
pace 4 n dimensions pour démontrer géométriquement des théorémes sur les volumes
de certains corps qui ne sont mulle part concaves; il en fait des applications arithmé-
tiques aux systémes de n formes linéaires & n variables, et i la réduction des formes
quadratiques positives A n variables.
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sur les étres géométriques devra, pour étre approprié¢ i une géomélrie
donnée, jouir de la propriété que ses opérations (addition, multipli-
cations, elc. ) aient une définition invariante vis-a-vis des transformations
du groupe fondamental de cetle géométrie.” Il en est ainsi par exemple
du calcul des quaternions d’Hamilton vis-a-vis du groupe des rotations
autour d'un point fixe; cela explique les services que peut rendre ce
caleul dans beaucoup de problemes de géométrie et de physique mathg-
matique ol intervient ce groupe : dans ce calcul une rotation autour de
Porigine est représentée par la formule simple

r'=a lza,

JLe calcul des biguaternions, ot un biquaternion est représenté par
Pensemble d’un nombre dual et d’un rayon de Pespace E;, est également
approprié 4 la géométrie euclidicnne de cet espace, du moins lorsqu’on
le regarde comme cngendré par des rayons.”

On pourrait donc se proposcr de créer un algorithme approprié a
chaque groupe. Le probléme ainsi formulé, méme en tenant comple de
la condition énoncée plus haut, est assez imprécis. On peut tout au moins
se proposer, si I'on ne veut pas créer un calcul géométrique proprement
ditet sil’on consent 4 faire usage de coordonnges, d’éviter le plus possible
Pemploi d'¢léments analytiques étrangers a la figure considérée,
autrement dit de ne raisonner autant que possible que sur les inoariant
Onarriveainsia des algorithmes reposant sur la considération exclusive
des invariants. A chaque groupe correspond ainsi ce quon appelle
une géomélrie intrinséque (***) ou géométrie naturelle. La formation
de ces algorithmes peut présenter de sérieuses difficultés de sorte que
les avantages qu’on en doit théoriquement retirer peuvent étre compensés
et au-dela par les inconvénients ; néanmoins Pemploi de ces algorithmes
est de nature a faire pénétrer plus profondément dans la structure
intime de la géométrie considérée.

49. La géométrie métrique intrinséque. — La trigonométrie plane
fournit pour la géométrie euclidienne plane un algorithme dans lequel
n'interviennent que les invariants relatifs et absolus des figures que 'on
considere, a savoir les longueurs des cotés et les angles avec leurs fonc-
tions trigonométriques. La trigonométrie élémentaire du triangle peut
étre regardée comme P'étude des relations rationnelles entidres existant

(**) Le nom est d4 & E. Crsaro, Lesioni di geometria intrinseca, Naples, 1896 ; trad.
allem. de G. KowaLewski, Leipzig, 19or.
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entre les trois colés, les sinus et les cosinus des Lrois angles du triangle.
Ces relations doivent ¢tre homogénes par rapport aux cotés, qui sont des
invariants relatifs. La trigonométrie sphérigue joue un role analogue
vis-a-vis du groupe des rotations de E; autour d’'un point fixe ; les cotés
sont ici des invariants absolus (25¢9).

E. Study (*¥7) s’est proposé d’édifier une théoric plus compléte
embrassant toute la géoméirie métrique. Il considére une forme
algébrique ternaire quelconque F(z(, 24, 24 ; w1, ua, uy) dans laquelle
21, #2, T3 désignent les coordonnées homogénes d'un point et wy, us, u;
les coordonnées homogenes d’une droite du plan. Ilappelle invariant de
mouvement enticr une fonction rationnelle, enti¢re, homogene des
coefficients de la forme jouissant de la propriété de se reproduire par un
déplacement simultané quelconque du point () et de la droite (u), &
un facteur prés ne dépendant que ce déplacement. Le probleme de la
recherche d’an systeme de fonctions de cette espece au moyen desquelles
toules les autres puissent s’exprimer d’une manigre rationnelle et entiere,
n’est pas susceptible d’une solution générale. Mais on peut restreindre
de la manitre suivante 'énoncé du probleme tout en lui conservant une
portée suffisamment générale : déterminer les invariants de mouvement
d’un systéme de formes lingaires (c’est-a-dire de points et de droites) et
établir les relations qui-les lient. Parmi les invariants particuliers en
fonction desquels tous les autres peuvent sc représenter symboli-
quement, certains présentent un irés grand intérét : ce sont ceux que
E. Study appelle les invariants fondamentaux; quand les formes sont
réelles, ils fournissent tous les invariants réels. Ce sont des fonctions
entiéres et rationnelles de certains invariants fondamentaux élémentaires,
qui sont des invariants simultanés projectifs des formes données et de
deuxautres formes, une linéaire et une quadratique (27%) ; il en existe huit
types avec 32 relations.

() Pour Iétude systématique de la trigonométric plane et sphérique du point de
vue précédent, voir la conclusion d'un Mémoire de E. Study | Abk. Ges. Lps. (math.),
t. 33, 1893, p. 81]. Woir aussi, en ce qui concerne la trigonométric sphérique, F. Krem,
Uber die hype ische Funktion ( phié), Gsttingue, 1894 (II A, chap. II).
W. F. Meyer a donné un exposé élémentaire, reposant sur la théorie moderne des
résultants, des identités qui existent entre les premiers membres des formules de la
trigonométrie plane et sphérique [Jakresb. deutch. Math.-Ver., t. T', 1898, (éd. 18g9)
ou t. 8!, 1899, p. 147; exposé plus détaillé, J. Reine Angew. Math., t. 115, 1899, p. 209].

(*7) Ber. Ges. Lps., t. 48, 1896, p. 649. Ges recherches s'étendent i tous les groupes
réels projectifs qui contiennent le groupe des dépl comme s-groupe. Poar
Pespace E,, voir Geometrie der Dynamen, p. 1o, § 17.

(#%) Ces deux autres formes sont celles qui déterminent les deux points cycliques.
Les invariants de ce systéme prolongé vis-d-vis du groupe projectif général ne peuvent
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Les quantités dont on s’occupe de préférence en géométric élémentaire
sont les invariants absolus qui sont des quotients d’invariants de mou-
vement. F. Study montre par exemple comment la distance de deux
points, la distance d'un point a une droite, les fonctions trigonométriques
de I'angle de deux droites, la surface du triangle déterminé par trois
points ou trois droites, etc. peuvent s’cxprimer au moyen des invariants
de mouvement. Les relations identiques qui existent entre les invariants
de mouvement conduisent ainsi a des théorémes de géométrie élémentaire,
dont les uns sont connus et fréquemment utilisés, mais dont certains
autres n’ont pas encore ¢té remarqués. La géométrie élémentaire peut a
ce point de vue étre regardée comme I'élude d'un systéme de modules,
formé des premiers membres des relations identiques entre les invariants
de mouvement.

50. Le rapport anharmonique et ses géméralisations en géométrie
projective. — La théorie des invariants des formes algébriques est a Ia
base de la géométrie projective, traitée d’unc manitre intrinseque; les
relations entre les différents invariants fournissent les différents
théorémes de cette géométrie. Bien que cette théorie ait été poussée
assez loin, il n’existe pas encore de recherches satisfaisantes tendant &
une systématisation de la géométrie projective en tant que géométric
intrinséque.

Dans la géométrie projective de la droite, le rapport anharmonique
de quatre points est le seul invariant absolu fondamental. De ce fait la
géométric projective intrinséque de la droite ne devrait faire intervenir
dans les raisonnements et les calculs que des rapportsanharmoniques (2).

BE. Study (*%°) a étendu cette notion de rapport anharmonique en
donnant ce nom i une série d’expressions qui peuvent se ramener de
plusicurs maniéres a des rapports anharmoniques de quatre ¢léments
d’un domaine linéaire ; chacune de ces expressions est I'invariant absolu
le plus simple d’un certain groupe de transformations qui est de son cote
complétement défini par cette expression. On peutintroduire des rapports
anharmoniques généralisés de cette nature dans les cas suivants :

pas itre obtenus par lapplication de la théorig générale des invariants des formes ter-
naires, parce que les deux derniéres formcs n'ont pas des coefficients indépendants
entre eux. Seuls certains invariants de mouvement; les invariants élémentaires, sont
ournis par la théorie générale.

(1) Les coordonnées projectives non homogénes sont bien des rapports anharmoniques,
mais ils dépendent du choix des systémes (arbitraires) de référence.

(%) Ber. Ges. Lpz. (math.), t. 48, 1896, p. 199.
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1° Dans la géométrie projective d'une quadrique, la figure formée de
quatre points différents de la quadrique fondamentale comporte deux
rapports anharmoniques bien déterminés, tant.que deux quelconques des
quatre points ne sont pas situés sur une méme génératrice de la sur-
face (2). Si la quadrique est un cone, il faut distinguer les deux cas ot
les quatre points sont ou non dans un méme plan;

2° Dans la géométrie projective de l'espace, la figure formée par quatre

droites comporte aussi en général deux rapports anharmoniques (*°*);

39 Dans la géométrie conforme, la figure formée par quatre points de
I'espace comporte également deux rapports anharmoniques, tant que
deux quelconques de ces quatre points ne sont pas sur une méme droite
“ll[llmil;

4° Dans la géométrie des sphéres orientées de S. Lie, la figure formée
par quatre sphires orientées, comporte en général deux rapports anhar-

moni([u('s.

B1. Les invariants de la géométrie projective d’une quadrique. Le
probleme d’Apollonius dans la géométrie des rayons vecteurs
réciprogues. — E. Study (2¢%) a.développé la théorie des invariants de
la géométric projective d’'une quadrique de Ep_,. Un systéme d’un
nombre quelconque de formes linéaires admet deux types d'invariants
entiers irréductibles : un type symétrique qui se rapporte a deux formes,
et un type alterné se rapportant a » formes. Il existe entre ces invariants
des relations que E. Study raméne & deux types. Il a donné quelques
indications sur la manit¢re de résoudre certains problémes a laide des
invariants du groupe fondamental ; par exemple on peut déterminer dans
Pespace tous les complexes de droites qui dépendent rationnellement
d’un complexe de droites quadratique et sont en relation invariante
avec lui; il en est de méme des complexes de sphéres covariants d'un
complexe quadratique de sphéres orientées.

Le probleme d’Apollonius : « Construire un cercle tangent & trois

(2%) Les formules de E. Study coincident en partie avec celles que L. Wedekind a
données pour quatre points d’unc quadrique réelle non réglée (Math. Ann., t. 9, 1876,
P- 209; t. 17, 1880, p.1). La notion du rapport anbarmonique de quatre points d'une
sphére se trouve du reste dans les Mémoires déja signalés [notes (™) et (20) de
A. F. Mabius.

(*%) Cf. H. GrassMany, Die lineale Ausdehnungslehre (17 éd.), Leipzig, 1844, § 165;
Werke, publ. par F. Engel, t. 1!, Leipzig, 1884, p. 271. Cf. aussi : Jd., p. 4oy unc note
de E. Study.

() Ber. Ges. Lpz., t. 49, 1897, p- 443.
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cercles donnés » peut étre regardé comme un probleme de la géométrie
des rayons vecteurs réciproques du plan, géométrie équivalente a la
géomeétrie projective d’unc quadrique non réglée de E;. E. Study (°°+)
a donn¢ de ce probléme une solution qui ne fait intervenir que des
invariants du groupe fondamental, ct qui s’applique par suite  tous les
problémes équivalents vis-a-vis de ce groupe.

Le probléme peut étre algébriquement formulé de la maniére suivante :

Etant données les équations de trois cercles ®;(z)=o (en coor-
données tétracyliques), trouver un covariant irvationnel des formes
linéaires ©;(z), joutssant de la propriété que ses différentes valeurs
égalées d zéro fournissent les équations des cercles tangents aux trois
cercles donnés (2%).

La construction fournie par la solution de E. Study peut otre rap-
prochée des constructions de L. Mascheroni (29) en ce sens qu’elle ne
fait intervenir que des cercles. Mais elle s'cn distingue essentiellement
par cette particularit¢ qu’elle n’utilise pas les centres de ces cercles, ces
centres n'étant pas li¢s d’une maniére invariante aux cercles eux-mémes.
Le compas est d'ailleurs remplacé par un autre instrument (biegsames
Kreislineal).

E. Study distingue en outre entre les constructions linéaires ct les
constructions quadratiques.

Les constructions linéaires reposent sur les postulats suivants :

1> On peut tracer le cercle qui passe par trois points donnés ;

2 Quand deux cercles ont en commun un point connu, I'autre point
commun est connu rationnellement.

Il résulte de la qu'on peut par des constructions linéaires construire
Uinversion qui admet pour cercle double le cercle déterminé par trois
points donnés. On peutaussi construire un faisceau de cercles connaissant
les inversions qui admettent pour cercles doubles deux des cercles du
faisceau, méme si ces cercles ne se coupent pas.

Les problémes quadratiques reviennent 3 la recherche des points
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d'intersection de deux cercles. On peut d’ailleurs par des constructions
lingaires se ramener au cas de deux cercles orthogonaux dont un est
connu par trois points.

Le probleme d’Apollonius, dans la géométrie des rayons vecteurs
réciproques, s'énonce alors de la maniére suivante : Etant donnds trois
cercles, trouver, par des conslruclions linéaires et des constructions
quadratiques aussi peu nombreuses que possible, les cercles tangents
i ces trois cercles.

Les mémes constructions s'appliquent au probleme d’Apollonius sar
une sphére.

52. Applications de la théorie des diviseurs élémentaires & certains
problémes d’équivalence géomsétrique. — La théorie des diviscurs él¢-
mentaires permet dans cerlains cas de résoudre d’une manigre simple
el complete des problémes de classification dans les géométries projectives
ou ¢quivalentes & des géométries projectives (267).

La théorie des diviseurs élémentaires s’est introduite en mathématiques
& Toccasion du probléme suivant : « Réduire par une transformation

lin¢aire deux formes quadratiques f el 9 de n variables a une forme
canonique simple ». Le déterminant de la forme quadratique 4/ -+ po
Joue dans la résolution de ce probleme un role important. $'il n’est pas
identiquement nul et il se décompose en un produit de » facteurs
lin¢aires différents, les deux formes peuvent étre réduites simulta-
nément & des combinaisons lindaires a coefficients constants des carrés
de n formes linéairement indépendantes (29%). $'il n’en est. pas ainsi, on
doit distinguer une série de cas, suivant la maniare dont chaque facteur
multiple du déterminant entre dans les mineurs des différents ordres.
C’est K. Weierstrass qui donna le premier la solution complite du
probléme dans son Mémoire sur les faisceaux de formes bilinéaires et
quadratiques (2%%) et cette solution s’appliquait galement aux formes
bilinéaires. Soit Ae + b un facteur linéaire du déterminant D de la
forme Af - uop, et lo(p>> o) lexposant de la plus haute puissance

a laquelle ce facteur entre dans tous les mineurs de degré o

(*%4) Math. Ann., t. 49, 1893, p. 4o3-

(*) C’est d’une maniére analogue qu’on peut obtenir les cercles qui coupent quatre
autres cercles donnés sous le méme angle, en annulant les différentes valeurs d’un
covariant irrationnel.

(*%%) L. Mascaenon1, La geometria del compasso, Pavie, 1797; (nouv. éd.) publ. par
G. Fazzari, Palermo, 1903; trad. allem. par G. Gtson, Berlin, 1825; trad. frang. par
CARETTE, 1828.

() Cf. P. Murn, Theorie und Anwendung der Elementartheiler, Leipzig, 1895.

(**) A. L. Caveny, Exercices de math., t. 4, 1839, p. tfo; CEuvres, (2), t. 9, Paris,
1891, p. 174; €. G. J. Jacomy, J. Reine Angew. Math., t. 12, 1834, p. 1; Werke, t. 3,
Berlin, 1884, p. 191.

(%) Monatsh. Akad. Berlin, 1868, p. 310; Werke, t. 2, Berlin, 185, p. 1y;
K. Weierstrass s'était occupé auparavant de la question, sans arriver 3 une solution
compléte (Monatsh. Akad. Berlin,, 1858, p. 208; Werke, 1. 1, Berlin, 1894, p. 233).
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de D(p=n,n—1, ..., n—h+1). Toules les différences

sont positives ; de plus si l'on pose
ennir= luirrs
on peut écrire
D=2
= (hat @2 b)Y e 20" L (a b)Y

S, e
@ WD) (3 e DY

S b (W a Y

Chacun des facteurs dans lesquels D est finalement décomposé s'appelle
un diviseur ¢lémentaire de ce déterminant. Clest un invariant (en
wénéral irrationnel) des deux formes f et .

Pour que deux couples de formes soient réductibles I'un a autre par
une transformation linéaire, c’est-i-dire soient équivalents, il faut et il
suffit que les déterminants des deux faisceaux correspondants aient les
mémes diviseurs élémentaires. Les coefficients des formes canoniques
auxquelles peuvent se réduire deux formes données sont les constantes
qui entrent dans les diviseurs élémentaires, c’est-a-dire les invariants
simultanés relatifs des deux formes (*7°).

C. Segre (*'*) a revétu

une forme géométrique la théorie précédente
¢n montrant qu'elle revenait & rechercher : 1° combien dans le faiscean
%f -+ po il y a de formes dont le déterminant est nul ainsi que tous ses
mincurs jusqu’a un ordre donné; 2° quelle position ces formes occupent
dans le faisceau, cest-a-dire quels sont les rapports anharmoniques de
deux quelconques d’entre elles avec f el ¢; ces rapports anharmoniques
sont des invariants absolus égaux aux rapports des coefficients des
formes canoniques de K. Weierstrass.

Comme application remarquable de cette théorie citons la classification
systématique des complexes de droites du second degré, commencée par
F. Klein dans sa dissertation (*
AL Weiler (279 el G. Segre (*7).

*), continuée et achevée par

(*") Pour des indications bibliographiques plus complétes, voir I B 2, MEyver,
[nvariants, n° 3.

(') Studio sulle quadriche in uno spaszio lineare nd un numero qualungue di
dimensioni { Memorie Accad. Torino, (2), t. 36, 1881,

(*") F. Kiewy, Ueber die Transformation der allgemeinen Gleichung zweiten
Grades swischen Linienkoordinaten auf eine kanonische Form, Diss. Bonn, 1868;
rveprod. Math. Ann., t. 23, 1884, p. 53p.

(*?) Math. Ann., t. 7. 1874, p. 145.

(*") Sulla geometria della retta ¢ delle sue serie quadratiche [ Memorie Accad.-
Torino, (2), t. 36. 1884 |.
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Ce dernier géometre (275) a fait une autre application de la théorie des
diviseurs élémentaires a la classification des transformations homeo-
graphiques de E,,; il considére pour cela les deux formes bilindaires par
rapport aux coordonnées ponctuelles d'un point () et aux coordonnées
tangentielles d’'un plan (%), dont 'une définit analytiquement la trans-
formation et dont lautre exprime, quand on I'égale & zéro, que le plan
(u) contient le point ().

L. Kronecker et G. Frobenius (*7¢) ont appliqué la théorie de
K. Weierstrass 4 DI'étude des transformations linéaires qui laissent
invariante une forme quadratiquc, ou une forme bilinéaire, symétrique
ou alternée. C. Segre a utilisé les résultats obtenus dans le cas de la
forme quadratique

PrePsi = Prapiat s Pa,

qui s’annule identiquement pour les coordonnées pliickériennes de la
droite; il en a déduit une classification des transformations homogra-
phiques et corrélatives de I'espace (*77).

C. Segre a également ramené & un probleme sur les diviseurs ¢lé-
mentaires la classification des surfaces du quatritme ordre & conique
double, en regardant ccs surfaces comme des projections de U'intersection
de deux M; de ’espace E, ; leur classification revient a celle des faisceaux
de M2 de E, (*7*). Dans le cas ot la conique double est le cercle imaginaire
i l'infini, la surface est une «cyclide ». G. Loria (27%), en considérant
une cyclide comme Pintersection d’un complexe quadratique de spheres
ct du complexe quadratique des spheres de rayon nul, a pu également
effectuer la classification complete des cyclides dans la géométrie
conforme en la ramenant a celle d’un faisceau de formes quadratiques.
Cette classification embrasse aussi les cyclides du troisiéme ordre.

Tous ces problémes n’étaient pas nouveaux, mais c’est la théorie des
diviseurs élémentaires qui a permis de les résoudre compldtement.

() C. SeeRE, Sulla teoria e sulla classificazione delle omografie in uno spaiio
lineare ad un numero qualunque di dimensioni [Atti R. Accad. Lincei, Memorie
mat., (3), .19, 1884). Cf- aussi : MuTn (%%") ol I'étude de Segre est reproduite légére-
ment modifiée.

(%) Voir pour les indications bibliographiques larticle I B 2, p. 332/3.

(2") C. SeeRE, Ricerche sulle omografie e sulle correlazioni in generale [ Memorie
Accad. Torino, (2), t. 37, 1883, mém. n° 10].

(%) C. SEGRE, Math. Ann., t. 24, 1884, p. 313.

(*?) Ricerche intorno alla geometria della sfera, etc. { Torino mem.,(2), t. 36, 1884.
Sur les applications de cette théorie A la physique mathématique, voir M. Bécugr, Die
Reih i gen der P jaltheorie, Leipzig, 1894.
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33. La géoméirie différentielle intrinssque. — On peut étendre a la
géométrie différentielle la méthode qui consiste & ne raisonner et n’opérer
que sur des invariants; mais ici ce sont les invariants différentiels qui
entreronl en considération. En particulicr a ce point de vue les courbes
et les surfaces seront définies par des relations entre des grandeurs
indépendantes de tout sysitéme de coordonnées et liées d’une maniére
invariante aux points des courbes et des surfaces considérées; ces quan-
tités seront des invariants différentiels du greupe fondamental de la
géométrie. En géométrie euclidienne ce seront des longueurs d’arcs,
des rayons de courbure, des rayons de torsion, des angles de tan-
gentes, ete.; quelques auteurs donnent i ces quantités le nom de
« coordonnées naturelles » ; les équations qui relient ces quantités ont
recu de W. Lewell (22%) le nom d’équations intrinstques. Dans le plan
une courbe est représentée en coordonnées naturelles par unc relation
entre le rayon de courbure et sa dérivée par rapport 4 'arc. Au méme
ordre d'idées apparticnnent les recherches de E. Cesaro (241, qu fait
un usage systématique des coordonnées naturelles pour I'étude des
propriétés infinitésimales des courbes et des surfaces. E. Wolffing (2¢2)
a publi¢ une étude d’ensemble de toute la théorie des coordonnées
naturelles (2%).

Lorsqu'on fait choix d'un systéme de coordonnées, les ¢quations
intrinséques d’une multiplicité M, dans un espace E, forment un systeme
différentiel automorphe, dont la solution générale se déduit d'une
solution particulidre par les différentes transformations du groupe fon-
damental de la géométrie considérée. Lintigration de ce systéme revient
a celle d’'un systeme de Lie qui peut étre ramené & des types simples,
dépendant de la structure du groupe. Clest ainsi que si le groupe est
isomorphe au groupe projectif de la droite (groupe de la géométrie non-
cuclidienne du plan), la détermination des variétés définics par des
équations intrinséques données se raméne 4 l'intégration d'une équation

(*%) Trans. Camb. Phil. Soc., t. 8, 1842/g, (éd. 184g), p. 659; t. 9, part I, 1849f50
{éd. 1851), ou bien part II, 1850/r, ou bien part IIX 1851/3, p. 150.

(1) Lezioni di geometria intrinseca (). Les recherches antérieares de E. Cesaro
sont indiquées par E. Wolffing (23).

(%) Bibl. math.. (3), t. 1, 1goo, p. 142. L'anteur considére, comme intermédiaires
entre les coordonnées ordinaires ev les coordonnées naturelles, les coordonnées semi-
naturelles qui sont des tuvariants de certains sous-groupes du groupe des déplacements.

(%) JK. Study (Trans. Amer. Math. Soc., t. 10, 1909, p. 1; t. 11, 110, p. 249} a
exposé¢ une théoric nouvelle des coordonnées naturelles; il Soccupe en particulier dans
le second Mémoire des équations naturelles des courbes analytiques de espace euclidien
et de la détermination d’une courbe donnée par son équation naturelle.*
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de Riccati. Si le groupe est fini, on peut toujours se ramener a l'inté-
gration d’équations linéaires.”

54. La méthode du triddre mobile et sa généralisation. — On doit &
G. Darboux (?*#) une méthode qui se rattache aux précédentes, tout en
les dépassant. Appliquée par son créateur a I'éiude des courbes et des
surfaces dans la géométirie différentielle euclidienne, elle a été généralisée
par Demoulin 4 la géométrie elliptique et a la géométrie conforme et elle
peutI'étre & toutes les géométries. G. Darboux fait correspondre a chaque
point de la courbe a étudier un triddre de référence (mobile) dont 'origine
est le point considéré de la courbe, I'un des axes la tangente a la courbe,
le second axe la normale principale et le troisidme la binormale. Les
composantes du mouvement instantané de ce triddre quand le point
décrit la courbe avec une vitesse égale 4 l'unité sont évidemment des
quantités invariantes vis-a-vis du groupe des déplacements euclidiens ;
ce sont les invariants différentiels fondamentaux de la courbe, sa cour-
bure et sa torsion. Les équations intrinséque de la courbe sont celles qui
expriment ces deux quantités en fonction de 'arc. La méthode du trizdre
mobile fournit, outre les équations intrinséques, certains vecteurs liés
d’une manidre invariante a la courbe (tangente, normale principale,
binormale). L'¢étude des surfaces se fait d’une manidre analogue. La
méthode s’étend aussi avec des modifications appropriées, a Pétude des
courbes minima et des courbes situées dans un plan isotrope (28%).

Demoulin a substitu¢ au tritdre mobile dans la géométrie elliptique
un tétraddre mobile (?#¢), dans la géométrie conforme, une figure de
référence mobile formée de cing spheres orthogonales (287).
E. J. Wilezinski (*%*) considere de méme, cn géométrie projective, un
tétraddre adjoint & chaque point d’une courbe gauche.

D’une manitre générale, étant donnée une géométrie dont le groupe
fondamental est fini, on considérera une figure particulitre (F,) qui ne
soit invariante par aucune transformation du groupe autre que la trans-
formation identique et les figures (F) quon en déduit par les transfor-
mations du groupe. Ces figures (figures de référence) dépendent d’autant

() (Lecons sur la théorie générale des surfaces, en partic. t. 1, Paris, 1887, p. 1/74
(Yivre 1, chap. I VII).*

(*) E. Vesstor, C. R. Acad. Sc., t. 140, 1905, p. 1381. Cf. sur les courbes minima,
E. Stuoy, Amer. J. Matk., t. 32, 1910, p. 264.*

(%) ,C. R. Acad. Sc., t. 139, 1904, p. 393.*

(") «C. R. Acad. Sc., t. 140, 1905, p. 1526.*

(*#%) yTrans. Amer. Math. Soc., t. 6, 19505, p. 99; voir aussi note {#7).*
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de paramétres qu’il y a d’unités dans l'ordre du groupe ct elles sont
¢changées entre elles par un groupe simplement transitif (*8¢) (le groupe
des parametres). Lorsqu’on voudra ¢tudier les propriétés infinitésimales
d’une variété, on fera correspondre a chaque point de cette variété une
figure de référence dont on particulariscra les paramétres’ de maniére i
laisser le moins d’arbitraire possible dans 'opération qui fait passer de
cette figure de référence aux figures infiniment voisines (2*°). Onarrive
ainsi 4 ne conserver que des quantités lices d’une manitre invariante &
la variété, mais parmi ces quantités figurent non seulement les invariants
différentiels ordinaires, mais encore les expressions différenticlles
invariantes (comme le ds® d’une surface), et aussi certaines figures
covariantes (*1).

Dans le cas de la géométrie affine de E, avec un point fixe O, on
pourra prendre pour figure de référence un systéme de n vecteurs issus
de O; pour I'étude d’une variété, la figure de référence associde a chaque
point de cette variété aura par exemple un de ses vecteurs limité a ce
point. Dans le cas de la géométrie affine de E, avec un point fixe O et
conservation des volumes, les n vecteurs issus de O qui constituent la
figure de référence mobile seront les arétes d’un polyédre a faces paral-
leles de volume égal a I'unité. Cette figure de référence pourra servir
pour P'étude de la géomsétrie projective de E,._i.

On pourra enfin combiner la méthode du triddre mobile ainsi
géncralisée avec un procédé de caleul géométrique; par exemple en

(%) ,Le procédé qui consiste d caractériser chaque transformation du groupe par
une figure de référence est 3 rapprocher de celui qui est usit¢ dans la théorie des
groupes discontinus fuchsiens, o chaque opération du groupe est caractérisée par un
polygone (curviligne) du plan.*

() K. CorroN, Hull. Soc. Math. £r., t. 33, 1905, p. 1; E. CantaN, Bull. Sc. Math.,
(@)t 3’A 1910, p. 250 (applic. p. 266).

Voir aussi : G. Pick, Sitzgsb. Akad. Wien, t. 115, II*, rgol, p. t30.

(*'} ,Chaque figure de référence associée & un point de la variété qu'on étudie définit
un systéme de coordonnées [ coordannées mohiles, d’aprés 1. Cartan (*¢). coordonnées
covariantes d'aprés G. Pick ()] Les coordonnées mobiles d’'un point fixe arbitraire
sont données par un systéme d'équations diflérentielles de S. Lie (/dentitdtsbedingungen
de G. Pick) dans lequel n'interviennent que les invariants différentiels de la variéteé,
et dont l'intégration déterminerait cette variété en supposant connus les seuls invariants
différentiels. Pour les applications, voir E. J. WiLczinsky (**) qui étudie les invariants
dittérentiels projectifs des courbes gauches de Pespace. G. Prck (**) qui étudie ceux
des courbes planes, E. Cartan (*%) qui étudie les invariants diffcrentiels métriques
des surfaces et particulirement des surfaces réglées A génératrices isotropes; G. Kowa-
LewsKD (Sitzgsh. Akad. Wien, t. 120. II*, 1grr, p. 5351) qui étend en particulier les
formules de Irenet-Serret A la géométrie projective d’unc quadrique; D. STRANSKY
(Sitsgsb. Adkad. Wien, . 121, II%, 1912, p. $:3) qui étudie la géométrie infinitésimale
des courbes dans L'espace elliptique.”
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géométrie projective on pourra utiliser le calcul barycentrique ou le
calcul extensif de H. Grassmann. Le déplacement infiniment petit de la
figure de référence formée de n points Ay, Aa, ..., Ay sera donné par
des formules

dAy = Ay 4+ 0 As+ ...+ w1 Ag,

AA = Wp Ay OpaAo+ ... 4+ @p Ay,

ou les w; sont des expressions de Pfaff formées avec les parametres du
groupe projectif et leurs différentielles, et ot 'on a

Oy Ot om0 (92).

Quand on aura particularisé le plus possible la figure de référence associée
i chaque point de la variété, les expressions w;x seront des combinaisons
lindaires d'un certain nombre d’entre elles indépendantes, ct les
coefficients de ces combinaisons seront les invariants différentiels fon-
damentaux de la variété.

Une méthode analogue peut otre appliquée aux géométries dont le
groupe fondamental est infini (2*9).

(") ,Les expressions de Pfaff o, qui s'introduisent sont celles qui servent A définir
la structure du groupe d'aprés E. Cartan. Aussi la classification des variétés, dans la
théorie généralisée du triedre mobile, dépend essentiellement de la structure du groupe.*

(3%) ,E. Canrtan (), p. 283, § 11.*
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